Uber die Abplattung der homogenen Gleichgewichtsfiguren
rotierender, gravitierender Fliissigkeiten IIIY)

von

W. NIKLIBORC (Lwéw).

Ich habe vor einigen Jahren Untersuchungen begonnen, die
dem Problem der Abplattung der Gleichgewichtsfiguren gewid-
met waren.

Es sei T eine Gleichgewichtsfigur einer homogenen Fliissig-
keit, die mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit © um die
z-Achse rotiert. Der Schwerpunkt von T liegt auf der z-Achse.
Wird er speziell zum Koordinatenursprung gewihlt, so ist die
Ebene z == 0 eine Symmetrieebene von T'%). Es sei b das Ma-
ximum der Koordinate z in 7. Es wird mindestens in einem
Punkte P erreicht und es seien (8, 7, &) die Koordinaten dieses
+Hochstpunktes®. Es sei weiter a diejenige kleinste positive Zahl,
‘so daf} T im Zylinder

=+ y—n<a?

ganz enthalten ist. Die Grofle WS bezeichne ich als Abplattung
der Gleichgewichtsfigur 7. '
Das Problem der Abschitzung der Grofle —g— wurde zunichst

von H. S. Mazurkmwicz®) angegriffen, worauf sich unmittelbar

1) Unter demselben Titel erschienen in der Mathematischen Zeitschrift
zwei von dem Verfasser herrithrende Arbeiten, Math, Zeitschr. 34 (1931) S.
74--90 und 36 (1933) S. 655--676.

%) L. Lichtenstein, Uber einige Eigenschaften der Gleichgewichts-
figuren rotierender homogener Fliissigkeiten, deren Teilchen einander nach dem
Nowtonschen Gesotz anziehen, Situungsber. der PreuB. Akad. der Wiss. (1918)
Erster Halbbd. S. 11201135,

" Zuar Theorie der Gleichgewichtsfiguren rotierender, homogener Flis-
sigkeiten, Math. Zeitschr, 25 (1926) S. 749~—-753. ‘
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eine kurze Bemerkung des H. E. Houper4) angeschlossen hat.
Beziiglich dieser Arbeiten sei auf die Funoten °) und *) meiner
ersten unter !) zitierten Arbeit verwiesen.

In meiner ersten, unter demselben Titel, wie oben, erschie-
nenen Arbeit habe ich wesentlich einschrinkende Voraussetzungen
iiber T gemacht, und zwar, nicht nur dafl 7 eine Rotationsfigur
ist, sondern auch daf die Meridiankurve von 7 im Halbraume
z >0 monoton verlduft. Unter diesen Bedingungen erzielte ich
damals die Abschitzung

L3
a

In dem zweiten, demselben Gegenstande gewidmeten Auf-
satze habe ich die Gleichgewichtsfiguren, deren Hochstpunkt auf
der Rotationsachse liegt, zugrunde gelegt. Offenbar war es eine
Verallgemeinerung der in der ersten Arbeit betrachteten Figuren.
Ich bewies damals, dafl

L
a
gilt. .
In der vorliegenden Abhandlung mache ich keine einschrin-
kenden Voraussetzungen und betrachte den allgemeinsten Fall, d. h.

eine beliebige Gleichgewichisfigur.
Ich werde beweisen, dafs

LA V20
a
gilt. _
Ich muB noch hervorheben, dafl es bei der angewandten
Methode méglich war, ein noch ein wenig besseres Resultat zu

erzielen, worauf ich, um umfangreiche Rechnungen zu vermeiden,
nicht néher eingegangen bin. Jedenfalls aber scheint es nicht m&glich

zu sein, eine bessere Abschitzung als b < 23 auf diesem Wege
ohne weiteres zu bekommen. “

Ich bemerke noch folgendes: Die Idee des Beweises ist im
allgemeinen dieselbe wie frither; methodisch aber gestaltet sich
der vorliegende Beweis viel einfacher, als die fritheren. Die Ar-
beit kann auch unabhingig von den beiden ersten Abhandlungen
gelesen werden, abgesehen a) vom § 1 der ersten Arbeit, wo

%) Bemerkung zu der vorstehenden Arbeit von Herrn Mazurkiewicz, Math.
Zeitschr. 25 (1926) S. 754,
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eine Reihenentwickelung fir Volumpotentiale abgeleitet wird,
welche auch hier zur Anwendung gelangt, und b) vom § 2 der
zweiten Arbeit, wo ein Hilfssatz bewiesen wird, welcher auch hier
verwertet wird.

§1.‘

Es sei 7" eine beliebige Gleichgewichtsfigur einer homoge-
nen Fliissigkeit, die mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit
um die z-Achse rotiert und deren Teilchen nach dem Newton-
schen Gesetz einander anziehen. Wir bezeichnen mit.S den Rand
von T. Natiirlich kann S auch aus mehreren Komponenten be-
stehen.

Es seien A und M zwel beliebige Punkte im Raume, r,,
die Distanz derselben. Wir setzen

Vdy— [ Lo,
v Tam
wobei die (riumliche) Integration iiber das Gebiet T zu erstrek-
ken istund d%, das Volumelement von T im Punkte M bedeutet.

Bezeichnet man nun mit % die Gravitationskonstante, mit f
die (konstante) Dichte von 7' und mit (x,y,z) die Koordinaten -
von A4, so gilt bekanntlich am Rande S die Gleichung

1) #f. V() + %1 (2 + 5% = C.

Die Konstante C' kann auf verschiedenen Komponenten von
S verschiedene Werte haben. '

Es sei jetzt P der ,Hochstpunkt® der Gleichgewichtsfigur.
Seine Koordinaten seien mit (8, ¥, b) bezeichnet. Wir kénnen ohne
Einschrinkung der Allgemeinheit

>0, 7=0,56>0,
vorausselzen. ‘

Wir betrachten jetzt einen Zylinder
(2) (x—fr +y* < a,
in welchem 7 ganz enthalten ist, und wihlen fiir a den mdglichst
kleinen, dieser Bedingung geniigenden Wert.

Demnach liegt 7' in dem durch die Ungleichheiten
3) (x—pr+y*<a, |20
erklirten abgeschlossenen Bereiche.

Studia Mathemation, T. V.
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Es sei weiter { irgendeine den Bedingungen
‘ 0<i<d
geniigende Zahl. Wir betrachten den in der Ebene z=={ durch
die Ungleichung x> erklarten Teil derselben und bezeichnen
mit C die dieser Halbebene und dem Rande S gemeinsamen
Punkte. Die Menge C ist abgeschlossen und es gibt demnach

in C einen derartigen Punt Q (§, 1, £), welcher vom Punkte P’ -

(8, 0, 0) die kleinste Entfernung besitzt. Wir setzen
) +VE—@E+t =o.

Den von Licurenstein5) bewiesenen Eigenschaften der Gleich-
gewichtsfiguren zufolge liegt der durch die Ungleichheiten

gL x
) (e— )ty <ot
FIRN
erklirte abgeschlossene Bereich T: gewifi in 7. Die Punkte P

und Q gehoren demnach einer und derselben Komponente von .S
an, so dafl wegen (1)

w? w?
VP +-5 58 = 5V (Q +-5- (4 )
- gilt.
Wegen &> 8 ist demnach

(6) — ) =x2f{V(P)—V(Q}.

§ 2

Den Eigenschaften der Gleichgewichtsfiguren zufolge ist die
Ebene z=0 eine Symmetrieebene von 7. Wir bezeichnen mit 7
den im Halbraume z> 0 liegenden Teil von T und ebenso mit
S’ den in demselben Halbraume liegenden Teil von .S.

Da nun jede zur z-Achse parallele Gerade den Rand S
hochstens in zwei Punkten treffen kann®), so 1iBt sich die Clei-
chung von S’ gewify auf die Form

z=f(x,y) >0
bringen. Dabei ist f(x, y) in einer im Kreise (2) liegenden Punkt-
menge D erklirt. D kann natiirlich aus mehreren einfach oder

5) Loc. cit.
®) Lichtenstein |, c.
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mehrfach zusammenbingenden Gebieten bestehen. Wir erweitern
nun nétigenfalls das Definitionsgebiet von f(x,y) auf den ganzen
durch (2) erkldrten Kreis K(a), indem wir auBerhalb D und in
K(a) f(x,y) =0 setzen. Auf diese Weise wird f( x,y) im ganzen
Kreise K(a) erklirt und zwar als stetige Funktion. Nun ist die
Punktmenge 7'+.S durch die Ungleichheiten
(x—F)* +y* 2> o
| —floy) <z<flxy)

vollkommen bestimmt.

Es ist also:
i L ki) .
V(A4 s dxd
11[ Tav %@y fl, ,})\/(x~~,)2-|—(y~—n2+(z—a) &) dxdy
oder nach der inneren Integration
M v [ [log LG P dxdy,

vy PN+ —n+ =0

wobei unter dem Integralzeichen f==f(x,y) gesetzt werden soll.

Nach (6) und (7) ist dann
0<V(P)—~V(Q = [ log [ Lm0V G—D+ 3+ G—)*
a)

| —f=b+VG—pt+y2+ (F+0)

=G =D =+ (DT,

f= =+ =+ (=0

Bezeichnet man die unter dem Integralzeichen stehende
Funktion kurz mit u(f), so ist

® 0<V(P)—V(Q [ [ulfoy)ldxdy.
K@)

Wir betrachten jetzt den Ausdruck u(f) als Funktion des
Parameters f. Im § 2 der. zweiten unter *) zitierten Abhandlung
habe ich bewiesen, daf die Funktion u(f) im Innern von (0, b)
kein Maximum besitzt. Demnach ist in (0,5) -

u (f) < Max {u(0),u(d)}.

Natiirlich sind die Zahlen 2(0) und u(b) noch von x und y

abhingig und wir miissen fiir ein gegebenes (x,y) entscheiden, ob

(@) S u(®)

dxdy.

gilt.
8*
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Dies fiihrt uns zunichst auf die Untersuchung der Kurve
%) u (0) == u(b)

zuriick. Diesem Gegenstande werden die §§ 4 und 5 gewidmet,
wihrend im § 3 ein Hilfssatz bewiesen wird, welcher im § 5 ver-
wendet wird.

§ 3.
Hilfs thz. Sind ¢, u, a, b, §, irgendwelche den Ungleichheiten
(10) 0<o<u< a<§f’

ay 0<i<\ o= 3 (@ + @+ 4aF)

geniigendé Zahlen, so gilt:
(12) u _‘_______“E___ﬁ PR
¢ u+\/u2+462( 9<0
Bewe1s Zunidchst beweisen wir, daf} aus (10) die Ungleich-
heit 4* — —(a2—l— Jat+4a25) >0 folgt In der Tat:

(b —*am——-—(a“-{—‘la" bY)

b"—%(a“+v‘a*+4a252)=

Hieraus folgt
. 3 DY BREY,
sign {0*— 5 (&®+Va*+4a2b?) } = sign | (b‘-—-——g—a’)’ —

9 .
—(a4+4a2b2)}-sign (52—-12112)-- +1.

" Demnach wurde bewiesen, daB die Ungleichheit (11 )
haupt einen Sinn haben kann. gleichheit (11) dber

Wir setzen jetzt
===y,
ut\ui+45b ’
und wollen beweisen, dafi aus (10) und (11)

Yy e 0)<
folgt, wodurch natiirlich der Hilfssatz bew1esen werden wird. Nun

ist ¥ (4,0, %) eine wachsende Funktion von { § (fiir £>0), so daB
aus (11) !

2
. uQ__l_%
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P (¢, 8) < Yrfu, g, \/b2 — %(a2+ Vat +4a¥b?) ] =

) 3 u —_—
e b (e )

folgt. Wegen (10) ist dann weiter

] ""“ T ———— T 2 4—4_255 —_
W (¢, 5) < Sy (a®+ \ a* + 4a b?)
3 wl—altuydbitul—ayab+a’
2 u+\jzr-r[b_5

Der Zihler des letzten Bruches ist eine wachsende Funktion
von u, und da er fir u-=a gleich Null wird, so folgt hieraus,

Y (w0 4) <0,

w. z. b, w.
Zusatz Sind ¢, u, a, b, { irgendwelche den Unglelchhelten
b
(13) Lo<uga 720
(14 0<t< o
gentigende Zahlen, so gilt auch (12).
Wegen \fgo 2\/5‘ geniigt es natiirlich zu beweisen, dafl
(15) -—2-\<Vb”-—§-(a“—l—va4+4a"bg)

ist. Aus (13), (14), (15) und —= V_Q.m <

also auch (12). Nun aber kann man snch von der Richtigkeit der
Formel (15) fiir Y20 < -g— sofort iiberzeugen.

folgt dann (10) und (11)

§ 4.
Wir wollen jetzt die Kurve (9) untersuchen. Wegen
u (0)==log 1==0
| V= +y* .
O =log | Ty 1 G g g b
b=V — 5+ i+ G+ 0 |
b— L (x— P (y— )+ (6 —5)"
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folgt dann aus (9):

— 25+ (r— i kgt F 4k
b=l H T = b+ DY
(16) b=+ =8+ (y—m+0G—0

Um die Kurve (9) niher zu untersuchen, filhren wir den Pa-
rameter ¢ ein, indem wir

Vea—pp+yt
=20+ (x— )Pyt + 40
b—ClHVx—E+(—m+(b—0)® 1

a7 —b— VG G F 6+ !
setzen.
Aus (17) folgt nun
f_ T2 VG Ty Al (G—pi4yE
V(x— )4 g2 204\ (x—p) 4yt + 4 b’

so daB die fiir ¢ zuliBigen Werte gewiB im Intervalle [0, 1] liegen.
Schreibt man die Gleichung (16) in der Gestalt
26+ \/Ex—ﬂ)ﬂ + y? -+ 4 b
Vix—g)2+ gt
b= =) (0D
b=l =5+ (y— '+ 6 —0*
so sieht man sofort, dal man

1° fiir x=4, y=0 einen Widerspruch b
=6, pruch bekommt, d. h. daf}
der Punkt (6,0) auf der Kurve (9) nicht liegen kann, , )

2° daB fiir x=£, y—1 dasselbe gilt.

Bei der Auflssung der Gleichungen (17) kann man dem-
nach ruhig

(18) Ri=Y(x—p)r+tgi=0
(19) Ry=y(x—8'+{y—mn? £0

voraussetzen.

1,

Nun bekommt man unter Benutzun

aus (17): g von (18) und (19)

—2b+\R*+ 451 — 4R,
—b—LHVREF B+ =t [b— L+ VR (5031 ],
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Lost man diese Gleichungen in bezug auf R, und R, auf,
so gilt wegen (18) und (19):

[ B a—ey
(20) ' 4¢
\ Ry g LA+ 00 — (A= 292].

Beachtet man jetzt, daff
(x—p)*+y*—=R; |
(= ==k} |
gilt, so folgt hieraus

R e 3
T semaz D
@) Lnt(E—p) \/—1?’,‘ o — L
v e
wobei ¢ durch (4) erklért ist, und
(22) L -t (R—Ri+¢)

zur Abkiirzung gesetzt wurde.

Setzt man noch in (21) fiir R; und R, die aus (20) sich er-
gebenden Ausdriicke, so bekommt man die Parameterdarstellung
der Kurve (9).

Zun#chst berechnet man L:

) 4y
(23) QL RY e R g2 == — WD (=8

und auf diese Weise bekommt man den Satz:

Die Parameterdarstellung der Kurve (9) ist durch die For-
meln (21) gegeben. Fir ¢, Ry, Ry, L sind die durch (4), (20)
und (23) festgesetzten Ausdriicke hineinzutragen. ZulaBige Werte
fir ¢ liegen im Intervalle [0, 1].

§ s.
Wir wollen jetzt die Schnittpunkte der Kurve (9) mit dem
Kreise K (u):

bestimmen, Wegen (18) und (20) bekommen wir dafiir die Be-
dingung
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4bt

= u=Ry,

woraus wegen ¢ >0

(249) fe=p=—

R,

folgt. Setzt man in den Parametergleichungen unserer Kurve fiir ¢
den Wert 7z ein, so bekommt man die Schnittpunkte derselben mit
dem Kreise K(u). Wird eine der Zahlen x (%), y(z) nicht reell,
so wird der entsprechende Punkt imaginir und die Kurve (9)
wird keine (reellen) Schnittpunkte mit dem Kreise K (u) aufwei-
sen. Man hat dafiir die Bedingung

Rie*— 120
oder wegen Ry=u
(25) (wo—L)(ug+L) <0
(natiirlich ist in L auch ¢==7 zu setzen).

Es ist nun o
_ —2b4 4l 4w
u

und

3 2
LO =G — g &=

Es ist weiter
—2b+ \4b*+
T u u 1

I+ =(1+ —2b+ Vb 4w )z Iy
u

woraus
(26) L=%—— 5 e
2 u+\4b + 2
folgt.
Es ist also .
u@—L————u@—Q—’I “ ( )
2 u+\45b% 4+ u2
u¢+L=uo+ gw——ll~—_(bz~§2)
2 utyabrt

und die Bedingung fiir die Existenz der reellen Schnitt unkte d
Kurve (9) mit dem Kreise K (u) lautet: panicte der

u+y4b +u? 2 ut{abry g
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Es sei jetzt insbesondere
(28) e<u<a.

Wegen ug@— LS 02— (i ist di Kl i
¢ g 5 5 e erste ammer 1n

(27) positiv und die Bedingung (27) nimmt die einfachere Gestalt

¢* u
29 O 45 e (b — (2 0
(29) ug+-y }-u—l-\/ b’-{—u“( &>

an.

Wir haben somit das folgende Ergebnis:

Fiir u, welche der Ungleichheit (28) geniigen, ist die For-
mel (29) eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die
Existenz der reellen Schnittpunkte der Kurve (9) mit dem Kreise
K (u).

Verbindet man diesen Satz mit dem im § 3 bewiesenen
Hilfssatze zusammen, so folgt sofort der

Satz Sind ¢, u, a, b, { irgendwelche den Ungleichheiten (10)
und (11) geniigende Zahlen, so weist die Kurve (9) keine reellen
Schnitipunkie mit dem Kreise K (u) auf. ‘

Zusatz, Die vorstehende Behauptung ist auch dann richtig,
wenn ¢, u, a, b, { den Ungleichungen (13) und (14) geniigen.

§ 6.

Aus dem zuletzt bewiesenen Satze folgt gleich nachstehendes:
Bezeichnet man mit K (a) — K (¢) die Gesamtheit derjenigen
Punkte, welche auflerhalb K (¢) aber in K(a) liegen, so ist fest-
gestellt geworden, daB die Kurve (9) ganz auflerhalb des Kreis-
ringes K (a) — K(¢) verlduft. Demnach ist aber in K (a) — K ()
entweder stets

u(0) >u(d),

u (0) <u(d). ‘

Um nun festzustellen, welche Ungleichung tatséchlich zu-
trifft, gentigt es nur u(b) in einem Punkte zu berechnen und
dann mit der Zahl u(0)==0 zu vergleichen. Nun sicht man aber
sofort, da wenn x gegen £ und y gegen 7 konvergiert, so kon-
vergiert u(b) gegen — 0. Demnach ist in K(a) —K (0)

oder stets

und wir bekommen den
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Satz. Liegl (x,y) im Kreisringe K(a) — K (¢0) und ist
0 ‘\<.f(x:y) <L b
so ist (falls § der Ungleichung (11) geniigt)

u(f) <0.
Aus (8) und

0<V®) —V@= [ [ulfmn)ldzdg+ [ [ulf(c )] dxdy
X(0) K(a) =K ()
folgt dann ohne weiteres:

0<VP)~VQ< [ [ulf(x, )] dxdy.

K
Wegen ¥
+fx 9) 1 1
[t ] (== dshdxdy= [ [alf (e )1 dxdy
k@ —fey PM QM k@

ist also

@) o<V —vQ<[[( [ (et yaz)dreay.
k@ —fp PM o Tom

§ 7. ‘

Wir bezeichnen mit X; (¢) und K; (¢) die durch die Ungleich-
heit x <@ bzw. x < # bestimmten Halbkreise von K (0). Wegen
(31) ist dann gewi

+ £ 9)
o<V —VQ<[[1 [ = )ardy+
ko —sen M

+f(x3)
1

f{ f ( r
B —fhy M
also umsomehr

L Ydz}dxdy,
M

o)

b

T d
0V —VQ<[[1 [ Ly axdy+
K@) —b

Tem
+£(x:9) 1 1
{ ( ~——)dz}dxdy.
TP Tou
K, (0) —f(xy)

Da nun in K; (o) gewiB f(x, >4 gilt (vgl. § 1, wo be-
wiesen wurde, daB der Bereich (5), Ty genannt, gewil in 7" ent-
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halten ist), so wollen wir diese Ungleichheit auf die folgende Ge-
stalt bringen: o
- " dz
0<VP)=V@= [ [ [ 22} dedy+

k@ ~» M

[ =y dzydrdy +
(32) ‘ W) - rm QM
i ,
f { [ (e =) dz ) dxdy +
OIS Py Tom
[ [{ / (-;»!_~—w~;»1~w)dz}dxdy.
%l =1l gy TM QM
Wegen
AT )
{ (- 1 W,»...mlw)dz} dxdy < { iﬂ)dxdyg
r r T
xip ¢ e Tem ko £ P
b
([-22 ) dxdy
Kl Tt M
und 3 (
([l de)drdy <
Tr  Tom

ku.((') - f (%, y)

i -" k. d
[ ] eroctse [ 1 ] 2o oni
k@ ~slap PH hin -5 PM

bekommt man aus (32)

o<V V@< [ [ [ =) drdy+
) —b

(L yde)dedy +
(33) by Tpm oM

A iy
‘/.[{[Mr%;}dxdy +M{_{ ) dedy =

1\‘-;3(')
b
dr d
wiﬂﬁw_[[{ ‘ ~~»v£;}dxdy,

r r
Tn’ ru 'K‘.l ((') - L
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wo 7y den Bereich: (x —p)*+y? < 0% | z| < b, bedeutet.
Nun ist aber

[f H—r%}dxdy>ff{ f ~~%§:}dxdy,

Kl =t AR
woraus wegen i
1[«1[) +l.(<{ ml{i
die Ungleichheit ﬂ 1
A kS d " +4 d
z
69 [[( [ yaxdy> 5 [[1 [ -2 ) dxay
Kin ¢ QM k@) - QM
folgt.
Aus (33) und (34) folgt schlieBlich:
d dv
(35) 0L V(P)—V(Q) < J _.f%__u%w o,
' i) Tem o am

7," bedeutet hiebei den Bereich
=+ <oy 2] 8.

§ 8.
dz,,
Das Integral f - laBt sich in geschlossener Form be-
#o TPM
rechnen und es ist
dz -
(36) f—»—”i=7v{b\/92+~4b*—~2bz+—9flog L A )
7y "PM 27" —2b+4 o+ 4b

Das Integral tiber 7, stellt den Wert des vom Rotations-
zylinder 7, herriihrenden Potentials im Punkte Q dar. Um es
abzuschétzen, werde ich die bereits in der Einleitung zitierte Reihen-
entwickelung benutzen, wonach

¢
fd'”M__Q o tdt
o g farf e,
(37) T QM ~r 5 \/t5+92+(g____z)g
o +¢ 0
27 3 ¢, f dzf k2Rt gy ‘
k=1 = Y 3 (12+92+(C_z),)2k-[~{f
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Dabei sind ¢, gewisse positive Konstanten und so ist

» +8 ¢
[ ‘d,LM T f dz f e -{El.{ww_.__ =
i Tem . Vit et (2 —0)*

-0 0
204V 201448,
oy2

(38)  w{{V2¢'+40 —20+¢tlog
Aus (35), (36) und (38) folgt also
0 < V‘(P) ““‘ V(Q) < [3\/02_}.”4" b — 2 p2 4 C\/m@ —204+

7
Clog O g 2o V2E AL
2 logm:lb-l»\/@”—l‘-tlb“ veE 92

g 020 .
2 % (“2b 4 @ HAD) QLT V2e T ab)
Hieraus folgt weiter:

Ve —V@Q b 2L
0 n e SVo L abi+2b V2¢ + 40420

(39) 1. (25+V4b'+¢").2¢
2 Tl e 2Dy

b
Ich wihle jetzt insbesondere § == 5 und setze voraus, daf

L > J20 gilt. Die Ungleichheit (39) bleibt natiirlich giiltig und
a

man bekommt

0< Ve —VQ@Q b _ b
STUEE SUetdb+2b V2gHbi+b

(40) 1, @b+ViP+¢') .20

| T 0zt 2 0

Setzt man noch zur Abkiirzung

¢ -
(41) 5k

g0 kann man schreiben:

V) —V(Q L S S
we o pyALR  1tyiten

(42)
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}_logzx(z 4R 24ya+u n 31 224,
2 2+Ld+2\/1+m 1
da offenbar
2+ 4+ 2
2412421+ 42
ist.
Hieraus folgt noch
0VOZV@ 1 Ly,
oder
(43) o<4ﬁ‘i—ew~)<1 +2log 24,
Nun ist aber 1+2log22 <0 fiirr 4 < L e e ~1 .
. : 2 2ye
: e _a \/20 -
<03 . Da aberl=—b—<—3—< 20 <022... ist, so folgt
hxeraus.

Wird {= ; gewihlt und 1st~b— V20, so gilt
<VP)—V(Q <o,

was offenbar ein WlderSpruch ist. Demnach muB < V20 sein,

w. z. b. w.

(Regu par la Rédaction le 18. 2. 1935),





