Ein Satz iiber die Erweiterung von linearen Operationen

von

W. ORLICZ (Lwéw).*)

F:s bezeichne M [u] eine, in {0, + ) definierte, stetige, kon-
vexe Funktion, die nur fir u=:0 verschwindet. Einein (a, ) de-
finierte, mefbare Funktion f(x), heiBt mit M[u] integrierbar, falls

b

\MI1f()|1dx < + <o,
Setzen wir zuerst voraus, dafl die Funktion M[u] die folgenden
Bedingungen erfillt:
. M|u] .
a) lim -~ I"‘~l~l'«~l~-~'s=(); b) lim «M—;E—Lﬂ:-l—oo; c) es gibt eine Kon-

u-0 u T )
stante %k und ein u, so, daB die Ungleichung
(1 M2 u] <k M[u]

fiir u»u, besteht. Man beweist unter diesen Voraussetzungen
tiber M[u], daff die Menge aller mit M[u] integrierbaren Fun-
ktionen einen Raum vom Typus (B) bildet?); im folgenden werden
wir ihn immer mit (L") bezeichnen. Da aber fir M[u]= 12" der
Raum (L") mit dem Raum (L) aller mit der a-ten Potenz integ-
rierbaren Funktionen identisch ist, so werden wir in diesem Son-
derfalle auch die iibliche Bezeichnung (L%) benutzen. Es wird end-
lich unter (L”) der Raum aller wesentlich beschrinkten Funktio-
nen verstanden. ‘

Damit M, [u] nicht schwdcher als M[u] sei, d. h. damit jede
mit M [u] integrierbare Funktion auch mit M, [u] integrierbar sei,
ist die folgende Bedingung notwendig und hinreichend: es gibt
eine Konstante %, mit der die Ungleichung

*) Der Hauptinhalt dieser Arbeit wurde in der Sitzong vom 29. IIL 1935
der Poln. Math, Gesellschaft (Abteilung Lwéw) vorgetragen.

1) Siehe: W. Orlicz, Uber eine gewisse Klasse von Réumen vom Ty-
pus B, Bull. Ac. Pol. (1982) p. 207—220, Von den Resultaten dieser Arbeit
werden wir hier keinen Gebrauch machen,
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() M, [u] < kM u]

fiir u >, stattfindet?). Das gleichzeitige Bestehen der Ungleichung

(2) tiir u >, und der umgekehrten Ungleichung M [u] < k M, [u]

fiir u>,, bildet eine notwendige und hinreichende Bedingung

dafiir, daB die Riume (L") und (L") dquivalent seien, und zwar

in diesem Sinne, daff (L") = (L""). Sind zwei Riume (L"), (L™
b

dquivalent, so folgt aus der Bedingung: 1) \ M[|f, (x)|]dx < A4

a

b
bezw. aus: 2) S MI|f,(x) = f(x)|1dx~0 die Bedingung:

5
1%) SMan(x)(]dx<B (mit einer von f (x) unabhingigen
* : » b

Konstante B) bezw.: 2) SM1[| £ — f@)|]dx>0 — und

umgekehrt, es folgt aus 1’),abezw. 2') die Bedingung 1) (mit einer
von f(x) unabhingigen Konstante 4) bezw. 2).

Im weiteren werden wir ein fiir allemal von einer Fun-
ktion M[u] voraussetzen, dafB sie die Ungleichung (1) fiir
alle u>0 (nicht nur fiir u3>> u, > 0) erfiillt. Dies ist aber vom
operationstheoretischen Standpunkte aus nur eine unwesentliche

Beschrinkung, da, wie wir jetzt zeigen wollen, die folgende Tat-
sache besteht:

Sind fiir die Funktion M[u] die Voraussetzungen a), b) und
die Ungleichung (1) fiir u>u, > 0 erfiillt, so gibt es eine mit M[u]
dquivalente Funktion M, [u], die ebenso den Voraussetzungen a), b)
geniigt, und fiir welche die Ungleichung (1) fiir alle u>> 0 besteht.

Dies zu beweisen bemerken wir, daf§ Mu] = S p@dt, wo

p (f) eine nicht abnehmende Funktion bedeutet, undu lim p () =0
=0

ist. Da offenbar M[u)] < p () uy, so gibt es ein >0, so daB8

1 M [uo] : .
51 :p(uo)(’uo . Wird nun e so gewihlt, daf “u§=p(uo), so

) Vgl. dazu: Z. W. Birnbaum-W. Orlicz, Uber die Verallgemeinerung
des Begriffes der zueinander konjugierten Potenzen, Studia Math, 3 (1931)
p- 1—67; insb. p. 36,
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i
nimmt die Funktion (:;;1 fir u==u, den Wert M[u,] und ihre

Derivierte @ ' fiir u =, den Wert p (w) an. Wir setzen g (u) =ou’

u

fir 0<Cu<<uy, g@==p@) fir ul>u, und M, [u] = S g (D dt.

Die Funktion M, [u] ist stetig, konvex, erfiillt a) und b); da auBer-
dem fiir u»u, M;[u] -~ M[u],sosind die Funktionen M [u], M, [u]

bt 3-11 1 —1
aquivalent. Setzenwir noch k==max (2 i NN/AVENE Ml[,—z—uo} )

so ist, wie leicht einzusehen, mit dieser Konstante die Unglei-
chung (1) fiir uz» 0 erfiillt, :
Die folgende Bemerkung erweist sich bei verschiedenen Be-
weisen als niitzlich:
Wenn eine Funklion M(u] der Ungleichung (1) fir u>0
geniigt, so geniigt sie auch der sog. verallgemeinerten Dreiecksbe-
dingung :

® M+ ] < - (M o] + M)
fiir uy 220,022 0.
. |
In der Tat, es ist: M [u,+u) =M ’_5(2ul+2uﬁ)] <

T M)+ MI2w) <5 (M) + M),

§ L

Hilfssatz 1. Eine mefbare Funktion K(x,? (a < x<b;
a < t< b) geniige den beiden Ungleichungen
b b.
@ (kG 9ldi<a; @) S]K(x,t)|clx<A
fiir fast jedes x bezw. fiir fast jedes t. Es existiert dann fiir eine
mit M[u] integrierbare Funktion f(x) das Integral
b

fiir fast jedes x und, wenn wir k (A)-m"m;ﬁlk.[""‘/l]"l‘1 fur A>1,
k(A) =4 fiir 0< A1 setzen, so besteht die Ungleichung

9
Studia Mathematlon, T. V.
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) (M1, 11de <4y | mrl7Go 11 d,

Beweis. Da M[u] eine konvexe Funktion ist, so gilt die
bekannte Jensen’sche Ungleichung :

b b
| {r@p@dx|,  (Ml1f 1o d
© M= > — B
S playde S p (x) dx

wobei wir p(x) >0 (a<x < b) und die Existenz der rechts auf-
tretenden Integrale voraussetzen. Da M(0)~=0, so folgt aus (6)

b
fiir o<Sp(x)dx<1,

© M | reap x| |< § M1/ .

Da f(x) mit M[u] integrierbar ist, so ist |f(x)| integrierbar,
und mit Hilfe von (4) sieht man sofort ein, dafl das Integral /( 1, x)

fiir fast jedes x existiert. Es bezeichne S die Menge derjenigen x,
5

fiir welche S |K(x,?)|dt>1. Die Anwendung von (4), (6) ergibt

a

fiir fast alle x¢.S

M[lf(f’x)lﬁ]<M[1l(f,x)l(S |K(x,z)|dz)~1J <

b
§ MO7@IIK e, ] at
und nach (4), (6’) erhalten wir fiir fast jedés xeCS
b .
@ MGl |< [ MoK

Es. gilt also die Ungleichung (7) fiir fast jedes x und durch die
beiderseitige Integration nach x erhalten wir
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b b

dx < \ dx S MUK (x, )| dt—

a a

b
jo] 11090

b b
| £
Daraus ergibt sich fiir A.>1 die Behauptung
h b b
| M1l de A\ MTAIFO 1t < AR b(1 7] ).

a a

b
K, dldx<a | MU o)) de

Hilfssatz 2. Es sei {K (x,?)} eine Folge von mefbaren
Funktionen; wir setzen voraus, daf fiir jede Funktion K (x,?t) die
Ungleichungen (4), (4") mit n-freiem A fir fast jedes x, bezw. fiir

fast jedes t bestehen. Wenn wir dann
h

Lo VfOKGd,  ne1,2,30

fir f(x)G(LM) setzen, so soll fiir jede Funktion f(x), die einerin
(L™) iiberalldichten Menge H angehért4), der Grenzwert
b *

® tim \ MI1,(f,0—1, (/0 dx—0

mym oy
a

existieren. Unfer diesen Voraussetzungen bleibt die Relalion (8) fiir
Jedes f(x)¢ (L™) bestehen.

Beweis. Es ist nach Hilfssatz 1, (5)
h b

(MiL g Nde<k@| MU n=1,2,3...,

a
fir f(x)E(LM). Es sei h(x)e H; die Anwendung der verallge-
meinerten Dreiecksbedingung (3) ergibt die Ungleichung
1) Die obige Beweisfilhrung ist eine Verallgemeinerung einer schon
frither von Herrn Birnbaum und mir angewandten Schlufiweise; vgl die unter
") zit. Arbeit Kupitel 11, § 2. " ' ' .
Y Dag soll heifen: Wenn f(x)€(L"), so gibt es zu jedem &©> 0 eine
Funktion A(x) € F, fiir welcho
b
{ MIIF)—h () )dx<e

o

91:
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k

b
{ M11L¢ 90— 10 D de < 5 \ MU (=) =1, (F— R, 9] T de+

2

b

b
-’;_SM[un(h,x)—Im(h,x)udx<1‘2fk(A)S MIIf(e)— A (x) [1dx+

a a

b

7 | UL =1, )1

Wird nun zuerst das erste rechtsstehende Integral durch eine
entsprechende Wahl von A (x) kleiner als 23—7;(23— gemacht, so
kann man dann fiir n,m > N(¢) das zweite rechtsstehende Inte-
gral unter —;— herabs;etzen, so daf fHir n,m> N(¢) das linksste-

hende Integral <& kommt.

Bemerkung. Man kann die Hilfssitze 1, 2, mit leicht
verstindlichen Verinderungen, auch fir den Fall von mehreren
unabhingigen Variablen aussprechen.

Als Anwendungsbeispiele mdgen Folgen verschiedener, sog.
singulirer Integrale genannt werden. Man kannz. B. fiir K (x, %),
a, b setzen: :

et ge=——g, b=+ c;
7

/2 =y, a=0,0—1;

Py . 2n
%22"_1 (%r%))_! (cos x_z_t_) y @==—70, b= m;
(pe LA Vauiz Poussmsche Summationsmethode)
u. dgl. Fir die tiberalldichte Menge A kann man in den ange-
gebenen und analogen Beispielen die Menge der in (a,b) steti-
gen Funktionen nehmen?).
Man kénnte natiirlich auch analoge singulire Integrale in
mehreren Variablen betrachten.
Im Hilfssatze 2 kann statt fir n auch ein stetiger Parame-
ter r zugelassen werden, der gegen ein (endliches oder unendli-
5) Vgl. dazu H. Hahn, Uber die Darstellung gegebener Funktionen
durch singulére Integrale, I. Mitteilung, I Mitteilung, Denksechriften d. Kais.
Akad. der Wiss, Wien Bd. 93 (1916) p. 585—655 und p. 657—692,

Wir befassen uns hier mit dem Falle eines endlichen Definitionsintervalls;
den entgegengesetzten Fall werden wir an anderer Stelle behandeln,

Erweiterung von linearen Operationen. 133

ches) 7, strebt. Als Beispiel eines singuliren Integrals, firr wel-
ches in diesem Falle der Hilfssatz 2 anwendbar ist, wollen wir etwa
1 1—r2
K (x,) 91— 2r cos (x—1) 72 0Lr<1, =1,
Q= — g0 hresde gy
nennen.

Es sei (L) ein Raum vom Typus (B) und es bezeichne U (f)
eine in (L) erklirte Operation, deren Wertevorrat auch diesem
Raume angehbren moge. Die Operation U(f) heifit — bekannt-
lich — linear, falls sie: 1° additiv ist, d. h. U(f, +f,) = Uiy +

U(f,) fiir fie(L), f,e(L); 2° stetig ist. Ist (L)ein (L") so kommt
die Stetigkeit der Operation U(f) darauf hinaus, daff

b b

M1, —=f [ 1dx 0 immer M| UCE)— U] de—0

a a
nach sich zieht; diese Eigenschalt ist iibrigens mit der Bedingung
b

: ;
SMUU de<A§ ML F )| doe

dquivalent. | :
Es seien jetzt zwei Funktionen M, [u], M[u] — M [u] nicht
schwicher als M[u] — und eine lineare Operation U(f),

Fe) e ™, U(f)ed™ gegeben. Man nennt eine lineare Ope-
ration V'(f), f(x)e L™), V (f)e(L™) eine Erweiterung der Opera-
tion U(f), wenn fir f(x) e (L™ U(f)~= V() gilt. Ist U(f) eine
lineare Operation in (L"), deren Werte ebenso diesem Raume
angehdren, so nennt man auch jetzt V/(f) eine Erweiterung der
Operation U (f), falls U(f)=V(f) fir f(x)e(L”).

Satz 1. Sei W(f) eine lincare, in (L") erklirte Operation
mit Werten aus (L”) und U(f) eine lineare, in (L") erklirte Ope-
ration, mit Werten aus (L'), die eine Erweiterung von W(f) ist.
Fiir jeden Raum (LM) ist durch W (f) sowie U(f) eine lineare,
in (L™ erklirte Operation V (f) mit Werten aus (L™) so bestimmt,
dafi V(f) eine Erweiterung der Operation W(f) — und U(f)
eine Erweiterung der Operation V(f) ist®).

) Man vgl, im Zusammenhang mit Satz 1 die Arbeit: M. Riesz Sur
les maxima des formes bilindaires et sur les fonctionnelles linéaires, Acta Mathe-
maticn 49 (1926) p, 465497, insh. p. 481,
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Beweis. Sei f(x)e (L"), {9,(x)} das Haar’sche Orthogo-
nalsystem 7); schreiben wir die Entwicklung der Funktion U (y)
nach dem Haar’schen System

©) U(f) ~ 5Umwm&¢w

Da wir, unserer Voraussetzung zufolge, die Integrale

S U o0 dt

als lineare Funktionale in (L') betrachten kdnnen, so existieren
nach dem bekannten Satz von Stemuaus iiber die Darstellung sol-
cher Funktionale®), beschrinkte Funktionen ¥,(x), so daf}

b b
Suhedi=[rop0d,  i=1,23....

Die n-te Teilsumme der Entwicklung (9) kann man also in der Form

b
10)  L(f,0)=fOK, (x,0dt, n=1,2,3...
hinschreiben, wo )

K,. (x,9) =§(p,(x) ‘/f,-(t)~

Wegen Stetigkeit‘ der Operationen W(f), U(f) haben wir
(€3Y) WA, <BIf0]; TUA T[], 0);.

wenden wir die bekannten Eigenschaften des Haar’schen Ortho-
gonalsystems !%) an, so sehen wir, dafl die Integrale (10) die fol-
genden Eigenschaften besitzen:

") A. Haar, Zur Theorie der orthogonalen Funktionensysteme, Math.
Aun. 69 (1910) p. 331—371.

8 H. Steinhaus, Additive und stetige Funktionaloperationen, Math.
Zeitschr. 5 (1918) p. 186—221; vgl. auch S. Banach, Théorie des opérations
linéaires, Warszawa (1932); s. insb, p. 64—65.

) Mit |f(x)ll,,» If(x)]]; bezeichnen wir die iiblichen Normen in (L%)

b
bezw. (LY), d. h. es ist [|[f(x)]|, = wes. Ob.Gr.|f(x)|, [f(x)], = §If Gyl
alxlb a
1% Siehe die unter ) zit. Arbeit und etwa die Arbeit: W. Orlicz,
Beitrage - zur Theorie der Orthogonalentwicklungen, Studia Math. 1 (1929)
p. 1—39; insh. p. 11, Satz 1.
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b
1) MfwKﬂmﬁﬂstWUMWQMWﬂL;

2>nV@m@rwm¢muum <CIF,;

3) fur jede beschréinkte Funktion f(x) konvergiert (10)
asymptotisch gegen W (f) -~ U(f), also wegen 1) besteht (8) fiir
Fxeld”).

Wenden wir nun die tbliche Schlufweise an: Ist D eine
perfekte x-Menge, so daf} alle ¢,(x) auf D stetig sind, und setzen
wir f.() -~ sign K (x,?, so haben wir

b

b
§fwkugﬂ MK@@W

Fiir jeden F’unkL der Menge D, in dem sie die Dichte 1 hat,
also fiir fast jedes x von D, gilt nach 1) die Ungleichung (4)
(wo K(x,&) ~K (x,8), A ~B zu setzen ist); da man aber fiir
D eine Menge mit beliebig wenig von 6 —a abweichendem Mafl
wihlen kann, so gilt (4) fast iberall. Ist weiter A(x)e(L®),

f(x)c(L ), 50 haben wir nach 2)
IMW&M®K@ﬂﬂLUﬂMGMﬁI CIA@I_IF Wy

b
wo [ (t, h) S h(x)K (x,f)dx ist. Ist E die Menge derjenigen ¢,

fiir welche |7,(¢, )| =7, (¢, B)| ,—¢, und setzen wir f(i)»——m

sign [ (t,h) fir teE, f(@)==0 fir teCE, so besteht die
Ungleichung |1, (¢, B, —¢ < CIfG) |, 1 h @[, <ClAE],
und also [/, (¢, )| < C| A (x) |, . Daraus erhalten wir, durch
eine der frilheren analoge Schlufiweise, die Ungleichung (4') fiir
fast jedes ¢.

Nach dem Vorangehenden und 3) sind die Voraussetzungen
des Hilfssatzes 2 erfillt (wo fir A etwa die Konstante max
(B, C) zu setzen ist); es gilt also (8) fiir f(x)e(L™), woraus nach
einem wohlbekannten Satze!l) die Existenz eines einzigen

11) Siche z B.: 8t Kaczmarz-L. Niklibore, Sur les suites des
fonctions convergentes en moyenne, Fund Math. 11 (1928), p. 151—-168.
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V(f)e(L™) folgt, fir welches die Beziehung
b

lim \ MO L (f 0=V (H)dx=0
fiir f(x)e (L™ gilt. Offensichtlich stellt V(f) eine in (LM) erklirte
Operation mit dem Wertevorrat aus ebendemselben Raume dar.
Ihre Stetigkeit folgt am einfachsten direkt aus der Ungleichung
b

v G- de < k@) | MU7 0 -f, @1 ds,

welche sich durch den Grenziibergang aus

5 b

M0, 9 1 <R | MIA, 09— £, 9 1
ergibt ; die zuletztgenannte Ungleichung ist dabei eine unmittel-
bare Folge von ' (5) fiir / (fi—f =1 (f, ~fy,x) . Da augen-
scheinlich V(f) eine Erweiterung von W(f) — und U(f) eine

Erweiterung von V(f) ist, so ist unser Satz bewiesen,

Bemerkung. Man kann der Voraussetzung der Ste-
tigkeit der Operation W (f) entbehren. Die Stetigkeit der
Operation U(f) garantiert namlich die Giiltigkeit von (10); ist
nun W(f) als additiv vorausgesetzt, so folgt die Stetigkeit dieser
Operation aus den folgenden Tatsachen: es ist fiir jede be-
schrinkte Funktion | I.(f, )| < B(f); fir. jede beschrinkte
Funktion f(x) konvergiert I,(f,x) asymptotisch gegen W(f).

Man kann den Satz 1, auch ohne dafl man von Erweiterun-
gen der Operationen spricht, unter Beachtung der obigen Be-
merkung so formulieren:

Ist U(f) eine lineare, in (L) erklirte Operation, mit Wer-
ten aus (L') und ordnet sie einer jeden beschrinkten Funktion
f(x) wieder eine beschrinkte Funktion U(f) zu, so wird einer
mit M[u] integrierbaren Funktion f(x) eine ebensolche Funktion
U(f) zugeordnet. Dabei ist {J (f), als eine Operation in (L") be-

trachtet, linear. .
§ 2.
Als Beispiel einer Anwendun

wir hier einige Probleme aus de

wicklungen behandeln. Mit OS {

g des vorigen Satzes werden
r Theorie der Orthogonalent-
¢;(x)} bezeichnen wir stets im
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folgenden ein in (a, b) defniertes Orthogonalsystem. Mit f, l_ae-
zeichnen wir die Koeffizienten der Entwicklung der Funktion
f(x) nach dem gegebenen Orthogonalsystem. _ .

Seien (L)), (L,) zwei Funktionenrdume; man sagt von einer
Zahlenfolge {4}, sie fiihre den Raum (L)) in den Raum (L,) iiber,
wenn sie die folgende Eigenschaft besitzt:

Ist 2 f,9,(x)
izl

die Entwicklung einer Funktion f(x)e(L,), so ist
2 hfyp,(x)
e

die Entwicklung einer Funktion g(x)e(LQ.). Die Mc.ange allcfr
Zahlenfolgen {4}, welche (L,) in (L, tberfiihren, l:t.ezelchnen wir
mit (L,,L,). Jede Folge, die dieser Menge angehdrt, nennt man
auch einen Mulliplikaior der Klasse (L,, L,).

Satz 2. Das OS{p,(x)} seiin (LY wollsténdig, @,(x) se;'en Oboe-
schriinkt. Ist die Folge {}} ein Multiplikator der Klasse (L ,L ),
so ist sie auch ein Multiplikator der Klasse (LM, L)),

Beweis. Sei {li}e(Lw,Lw); wird mit W (f) diejenige
Funktion f(x)e (L”) bezeichnet, fiir welche

b : b

§W (9@ dx=1\f 99,0 dx
ist, so ist W(f ; wegen der Vollstindigkeit dt?s (?S {(p;(x)} eli:-
deutig bestimmt und stellt eine lineare Operah?n n.z L) dar' ).
Es ist (Lw,Lw)m(Ll,Ll); erkliren wir in (L') eine Operation
U (f) mit Werten aus (L") mit Hilfe der Bedingungen

12) In der unter 19) zit, Arbeit des Verfassers wurden einige, ;l/ie] Nle:};_
plikatoren verschiedener Klassen betreffende Pn;:;leme b;};anjitéhrail;ende;
i i e
11, p. 23 dieser Arbeit; die dort gemachten, m sch .
s;:):zauss:atfungen {iber das OS ktpi(xl)} hablefx ;10}: naChl:i:; alzr:;nc;t:ﬁl :;:r;z;::
i : S, Kaczmarz, Sur les multiplicateurs des .
g‘é;a?a &h;zul:h. 4 (1938) p. 21;26; ingh. FuBnote 2, Th’eoreme 4d). S:::, gini::
vorliegenden Arbeil bildet offenbar eine Verallgemeinerung des

vae 11, : e 99 o4
Sataes 1) Dafiir und folgendes vgl. die unter *) zit. Arbeit p. 22—24
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b b

fu e de=1{r09,00dx

so erweist sich auch sie als linear, und da sie offenbar ejne Ej-
weiterung von W(f) ist, so kdnnen wir den Satz 1 anwenden,
Betrachten wir nun die Operation V(f), von welcher im Satze 1
die Rede war; da fiir eine mit M[u] integrierbare Funktion F(x)
offenbar U(f)=V(f), so haben wir

b b b

Ve de= Ut pmde—1, | 19,00 e,

und mithin {L}e (LY, LY. ‘

Bemerkung. Da W(f), U(f) stetig sind, so gibt es zwei
Konstanten B, C, mit welchen (11) stattfindet. Man beweist
leicht, da8 man in dem betrachteten Falle B=C==4 setzen
kann, so daB

WD, <A 1UNDL<AIF @), -

Es ist also, wie aus dem Beweise des Satzes 1 hervorgeht,

5 b

v pide <k misconas,
mit einer von W(f), U(f) unabhingigen Konstante k(4).

Im Laufe ihrer Untersuchungen iiber die Summierbarkeit

der Fourierschen Reihen haben die Herren E. Hure und J. D.
TAMARKIN gewisse Verallgemeinerungen der zeilenfiniten Summa-
tionsmethoden betrachtet. Diejenigen von ihnen eingefithrten
Transformationen, die speziell zur Summation der Fourierschen
Reihen oder allgemeinen Orthogonalentwicklungen im Raume
(L) (d. h. im Sinne des in (L%) geltenden Konvergenzbegriffs)
dienen sollten, haben sie als (L) — effective® bezeichnet. Wir
geben hier die Definitionen von HitLe~TamarkiN') wieder, mit dem

einzigen Unterschiede, dafl wir statt (L) gleich die Riaume (L")
betrachten.

“) Siehe: E. Hille- J. D. Tamarkin, On the Summability of Fourier
Series II, Ann. of Math. (2) 34, (1933) p. 329—348; und derselben Verfasser:
Addition to the paper: ,On the summability of Fourier Series i

602 608 , ebenda
p- —605.
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Es entspreche die Matrix (a, ) ciner Transformation o; die

Transformation 91 ist ,,(LM) =~ effective”, wenn sie die folgenden
Eigenschaften besitzt:
a) fiir jedes m gibt es eine Funktion = (f, x)e (L¥), so daB

(12) Ty )~ Ya, f9,00,
FECY

wobei f; die Koeffizienten einer Funktion f(x)e (L") bezeichnen;
b

b (13 lim M%)~ £ 1 dx =0,

fir f(x)e (LY.

Betrachten wir den Grenzfall (L”); die Transformation %
ist ,(L") = effective”, wenn folgendes stattfindet:

a’) fiir jedes m gibt es eine Funktion =, (f, x)¢ (L"), fiir welche
(12) gilt, wobei f; die Koeffizienten einer Funktion f(x)e(L*)
bezeichnen;
b’) die Folge {#,(f, x)} konyergiert asymptotisch gegen f(x):
%, (f, %) = £(2)

fir jedes f(x)e(L”);
¢) es ist flir f(x)e(L”)

Iz, (fy )l < ACS).

Satz 3. Das OS{p,(x)} seiin (L") vollstindig; ¢,(x) seien
beschrinkt. Eine Transformation % die ,(L*) — effective® ist, ist
auch ,(L™) — effective®, .

Beweis. Da die Folge {a,,} m=1,2, 3... ein Multiplikator
der Klasse (L®,L®) (L', L") ist, so bestehen nach der Bemer-
kung zu Satz 2 die Ungleichungen

1%, (s ) LA g e, (s Do <A 5
wo ¢ (f,x) diejenige Funktion aus (L") bezw. (L®) bezeichne,
die durch (12) fiir f(x)e (L) bezw. f(x)e (L) erklirt wurde.
Wenn f(x) mit M[u] integrierbar ist (also erst recht integrierbar
ist), alsdann haben wir nach Satz 2 7, (f, x)e(L™) und
h b
| a2, (f, 011 e e, | ML) e

i
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Da aber aus der Eigenschaft ¢’) der Transformation ¥ dje
Existenz einer Konstante 4 folgt, fir welche 4 < A4, da weiter
nach b’), ¢’) der Grenzwert (13) fir jede beschrinkte Funktion
existiert, so muf (13) fiir jede Funktion f(x)e (L") gelten. Dies
sieht man sofort ein, wenn man eine analoge SchluBweise, wie
bei dem Beweise des Satzes 1, anwendet.

(Recu par la Rédaction le 20. 4. 1935),





