Eine Bemerkung iiber die Gruppe der topologischen
Abbildungen der Kreislinie auf sich selbst

von

J. SCHREIER und S. ULAM (Lwéw).

1. Es bezeichne G die Gruppe aller topologischen Abbil-
dungen des Intervalls (0,1) auf sich selbst.

Wir wollen zunéchst die vers¢hiedenen Klassen iquivalenter
Elemente, in die G zerfillt, angeben. (Dabei heifien, wie iiblich,
zwei Elemente f und g &quivalent, wenn es ein A¢G gibt, so
daf} f==hgh—! gilt).

Wir konnen uns bei dieser Untersuchung auf die Einheits-
komponente G* von G, d. i. auf die Abbildungen, die durch mo-
noton wachsende, stetige Funktionen f(x) mit £ (0)=0, f(1)=1
gegeben sind, beschranken.

Ein Fixpunkt x resp. ein Intervall von Fixpunkten X einer
Abbildung f heifle attrakiiv, wenn fiir jeden, in einer genii-
gend kleinen Umgebung von x (resp. X) liegenden Punkt
¥, lim /" (y)==x resp. lim f"(y)e X gilt. ;

Es bezeichne fiir eine Abbildung f, Z(f) die Menge der
attraktiven Fixpunkte und Fixintervalle, X(f) die Menge der iibri-
gen Fixpunkte.

Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Aquz-
valenz zweier Abbildungen f und g aus G* ist die gleichzeilige
Aquwalenz der Mengen Z(f) und Z(g) und der Mengen X(f)
und X(g) d. h. die Existenz eines he G, so daf h (Z(f))*-Z(g)
und h(X (f)) ==X (g) ist
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Der einfache Beweis dieser Behauptung beruht auf folgender Bemerkung 1),
Zwei Abbildungen f,g€ G* sind immer in G* iquivalent, wenn )

f) >x und g(x) > x fiir 0 <x<1
resp. f&x) <x und gx) <x fiir 0 <x<1
gilt. .

: Man wihle nimlich ein x;, (0 < xj < 1), setze A (xp) > x, beliebig, X, =
¢ty =g = (x_(,_q) und
hix,) =fhix,_,),
h(x_p)=Ff""h(x_( 1)

Dann verbinde man A (xp) mit h (x;) stetig und monoton wachsend, sonst aber

(n=1,2,...)

beliebig und setze fiir jedes xy < &y < xy: &, =g (&, _;), E_, =g~
B E)=Th G )y AG_) = A (E _y).

Man bestitigt leicht, daB A (x) eine topologische Abbildung des Inter-
valls (0,1) auf sich selbst ist und daf hgh™? (x) = f (x).

Es seien nun f und g€ G* mit X (f) = X(g) und Z(f) = Z(g) gegeben.
Daraus folgt leicht, daB in jedem Intervalle (x,, x) derart, daff x, € X+ 2,
x€X + 2, (xg, x3) (X4 2Z) =0 entweder f(x) > x und g (x) > », oder
f{x) < x und g (x) < x gilt.

Laut der fritheren Bemerkung 148t sich in jedem (%1, x5) ein A (x) erkliren,
welches die Gleichung Agh™(x) = f(x) fiir x) Sx K xgerfillt. Dabeiist A (v) =x;
und £ (xy) = x5. Damit ist aber in (0,1) ein A(x)€G* erklirt, welches gin
f transformiert, d. h. Agh—! = f erfiillt,

£ (n—l)) »

Wir betrachten jetzt einen Normalteiler D der Gruppe G*;
f bezeichne eine zu D gehérende Abbildung, fir die 0 und 1
isolierte Fixpunkte sind.

Die Null sei z. B. fiir f nicht attraktiv, die Eins z B. fiir
f~* attraktiv. (Da 0 und 1 isolierte Fixpunkte sind, muf jeder
von ihnen entweder fiir f oder fiir f~! attraktiv sein).

Man findet dann zwei Abbildungen ¢ (x) und Y(x) mit fol-
genden Eigenschaften:

a) ¢ ist mit f, ¥ mit f~! #quivalent, daher gehdren ¢ und
Y zu D,
b) ox)>x in 0<x<1l—¢

Yx)>x in e<x<1

[P —x|<e(x) in 1—s<x<1

(@) —x|<e(x) in 0<x<e

1) H. Kneser, Kurvenscharen auf Ringfliiche;:, Math, Ann. 91 (1924)
p. 135154,
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wobei & und &(x) positiv und so klein sind, daB v(x)=—¢w(x)
die Ungleichung
v(x)>x fir 0<x<1

erfullt. :
Da v=¢ ist, gehdrt laut a) » zu D, also auch die Ab-
bildung »~!(x), die die Ungleichung '

iy <x fir 0<x<1
erfullt. Daher gehdren zu D alle mit » oder »—! Hquivalenten
Abbildungen, also alle Abbildungen £, fiir die entweder f(x) > x
oder f(x) < x in ganz (0,1) gilt. Es sei nun p(x)e G* beliebig
gegeben.

Wir nehmen ein f(x), das die Bedingungen

@ J()>x
fir 0<x<1

@) () > px)
erfiillt. Wir setzen
©) g(x)=f""px).

Da f~1'(x) ebenfalls monoton wichst, ist nach (2) und (3)
“ g <ff(x)==x
Wegen (3) ist
() p(x)=fg(x).

Nach (1) und (4) gehdren f und g zu D, also wegen (5)
gehdrt auch p zu D. D ist also mit G* identisch.

Alle Abbildungen f, fiir die f(¥)=x in (0,2(f)) 0 <e(f) < 1) gilF, bil-
den, wie man leicht bestitigt, einen Normalteiler in G*. Ebenso die Abb.lldun-
gen h (x), fiir die in beliebiger Nihe des Punktes 0 Punkte x und y llegen,
so daB h(x) > x und A(y) <y gilt. SchlieBlich erhdlt man einen Normalteiler,
wenn man Abbildungen g (x) betrachtet, fiir die es ein & (g) gibt, so daf g (x) =
x fiir 0<Cx<Ce(g) gilt, und in beliebiger Nahe des Punktes x =e(g) Punlfte
v und z liegen, so daBl g(y) > y und g(z) < z ist. Man kann dann noch die-
selben Singularititen bei x =1 konstruieren,

Aus dem Bewiesenen folgt, dafl G* keinen abgeschlossenen
nichttrivialen Normalteiler enthalt.

2. Wir gehen nun zur Untersuchung der Gruppe K .aller
topologischen Abbildungen der Kreislinie auf sich selbs’.t iiber.
Wir kénnen uns hier auch von vornherein auf die Einheitskom-



158 J. Schreier — S, Ulam.

ponente K* von K, d. h. auf die die Indikatrix erhaltenden Ab-
bildungen beschrinken.

Wir beginnen mit folgender Bemerkung:

Die Untergruppe der Elemente von K, die ein gewisses x festlassen,
ist stetiz isomorph mit der Gruppe G?).

Fiir Abbildungen f, die mindestens eimen Fixpunkt besitzen, sind daher
die Bedingungen fiir Aquivalenz dieselben wie in der Gruppe G.

Wir betrachten zundchst zwei Abbildungen f, @, deren n-te Iterationen
Fixpunkte besitzen, wihrend f, o, f2, 92, f2 el fixpunktfrei sind.

Wir behaupten: Zur Aquivalenz dieser Abbildungen ist die Aquivalenz
von f” und 9" notwendig und hinreichend.

Die Bedingung ist offenbar notwendig. Um zu zeigen, dafl sie hinrei-
chend ist, kénnen wir annehmen, daf ¢” und Sf" miteinander identisch sind.

Die bei f" fixpunktfreien Intervalle zerfallen in Klassen von je r Intervallen:
Iy Iy, 1, s0 daB f(I))=1,,... flla)=1,, f(I) =1 ist. Man setze

Rix)=f*"Tol=*(x) fir x€r,.
Man bestitigt, daB A (x)€ K* und

R fR() =9 (x)
gilt.

Wir nehmen jetzt an, daB kein f* Fixpunkte besitzt. Man kann dann mit
Poincaré die sogenannte Rotationszahl « %) einfiibren, welche eine Klassenin-
variante ist, d. h. fiir je zwei Hquivalente Abbildungen iibereinstimmt. st noch
die Punktmenge {f* (x)} (— <n<w) fir irgendein x iiberalldicht, so be-
weist man leicht, daf f einer Drehung um « dquivalent ist. Sonst ist die Ab-
leitung der Menge {f” (x)} eine nirgendsdichte, perfekte Menge (sog. Can-
torsche Menge). Ihre Restintervalle zerfallen in Klassen, indem zwei solche In-
tervalle /7 und / zu einer Klasse gerechnet werden, wenn F ) =] fiir ein ge-
wisses n gilt. Da zwei Cantorsche Mengen immer dquivalent sind, so ist, wie
man sich iiberzeugt, die Anzahl dieser Klassen nebst der Rotationszahl genii-
gend, um die Klasse einer Abbildung zu charakterisieren,

Es bezeichne wieder D einen Normalteiler von K *,

Enthdlt D ein £, fiir welches ein Punkt X, isolierter Fix-
punkt ist, so enthilt D laut obiger Bemerkung und dem Resultate
von L. alle £, fir die f(x)) =x, ist, daher auch jede Abbildung,
die berhaupt einen Fixpunkt besitzt, (Durch Drehung wird nim-
lich ihre Agquivalenz mit einer Abbildung, die x, zum Fixpunkt
hat, bewiesen).

) J. Schreier und S. Ulam, Uber topologische Abbildungen euklidi-
scher Sphiren. Fund. Math. 23 (1934) p. 102118,
%) S. die unter 1) zit. Arbeit. :
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Da jede fixpunktfreie Abbildung natiirlich als Zusammen-
setzung zweier Abbildungen mit Fixpunkten erhalten werden
kann, so ist D mit K* identisch.

Nun enthalte D ein f, dessen Fixpunktmenge F perfekt ist.
D enthilt dann alle ¢ mit X (¢) =X (f), Z(¢)=Z(f). Man kann
nun unter diesen ¢ ein solches wihlen, welches in einem Restin-
tervall / der Menge F' so erklart ist, daB die Zusammensetzung
¢~ 'f in I einen isolierten Fixpunkt hat. D;her ist auch in die-
sem Falle D mit K* identisch.

Enthélt D eine fixpunktfreie Abbildung f, so kann unter
den mit £~ #quivalenten Abbildungen leicht eine Abbildung
g3/~ gefunden werden, so daB fg einen Fixpunkt besitzt. Nach
dem Vorangehenden ist also D auch jetzt mit X'* identisch.

* Unser Resultat kdnnen wir daher so aussprechen:

Die Gruppe der indikatrixerhaltenden topologischen Abbil-
dungen: der Kreislinie auf sich selbst ist einfach. '

Die Frage, ob ein analoger Satz fiir die hdheren Dimensio-
nen gilt, bleibt offen.

(Recu par la Rédaction le 12, 6. 7935).





