Uber Folgen linearer Operationen, die von einem Parameter
abhingen

von

W. ORLICZ (Lwéw)*).

Betrachten wir eine Doppelfolge {£,  (£)} von linearen Ope-
rationen, die in einem Raume & von Typus (B) erklirt sind, und
deren Wertevorrite einem ebensolchen Raume angehéren. Exi-
stiert fir n==1,2,3... ein Punkt § ¢ 5, fiir welchen die Folge
{f.m (&)} divergent ist, so gibt es nach einem Satze der Herren
S. Banace und H. Stennaus ein £)¢ 5, das alle Folgen { Fom GO}
gleichzeitig divergent macht?). Es entsteht die Frage, inwieweit
ein analoger Satz fiir Folgen linearer Operationen { /., (&,7)} be-
stehen kann, wenn ein Parameter 7, der in einer nichtabzihlbaren
Menge variiert, die Rolle des Index n itbernommen hat. Nun ist
es im allgemeinen nicht méoglich, aus der Existenz eines x,, das
fir jedes einzelne = die Folge {f, (¢,7)} divergent macht, auf die
Existenz eines universellen &, fiir das | /., 7)} bei jedem = di-
vergiert, zu schlieflen. Ein derartiger Satz ist auch dann nicht
richtig, wenn £ (§,7) von 7 in stetiger Weise abhingt (dabei
mdge der Wertevorrat der zulissigen 7 etwa einen metrischen
Raum bilden), und das einzige, was wir hier zu erwarten haben,
ist die Kondensation der Menge der 7, fiir welche lim £, 6,9

-+ 00

nicht existiert, von diskreten Punkten zu einer nichtabzihlbaren
Punktmenge. Dies ist aber wirklich moglich (unter gewissen Vor-
aussetzungen); ein entsprechender Satz wird in § 1 dieser Ar-

*) Der Hauptinhalt dieser Arbeit wurde in der Sitzung vom 16. IV, 1934
der Poln. Math. Gesellschaft (Abteilung Lwéw) vorgetragen.

) S. Banach et H. Steinhaus, Sur le principe de la condensation
de singularités, Fund. Math. 9 (1927) p. 50—61; vgl. auch S. Banach, Théorie
des opérations linéaires, Warszawa (1932), insh. chap. 5.

Folgen linearer Operationen. 161

beit bewiesen und zwar gleich in einer Fassung, die der Anwen-
dungen wegen zweckmifig erscheint. Es folgen in § 2 einige
Anwendungen.

§L

In diesem § denken wir uns einen separablen (B)-Raum =
und einen vollstindigen, separablen metrischen Raum 7" zugrunde
gelegt.

Hilfssatz 1. Sei T,C T eine Menge wvon erster Kategorie,
{f, (@)} eine Folge von Operationen, die in T,= T— T, definiert
und sletig sind und deren Wertevorrat einem (separablen oder

4

nicht separablen) Raume 5’ angehérl. Besteht die Relation
® i |f, ()] = + o

fiir eine in T iberalldichte Punktmenge, so ist sie auch fir eine
Punktmenge zweiter Kategorie erfillt.

Beweis. Bezeichnen wir mit A  die Menge der Punkte
aus 7}, fiir welche die Relation (1) besteht, mit 4 , die Menge
der 7€ 7, fir welche pr @)| < k fir p > n. Wire eine von de.n
Mengen 4 ,, etwa A"“kn, von zweiter Kategorie, so miifite sie
in einer Kugel K iiberalldicht liegen; sodann miifiten alle Punkte
aus K,.7, der Menge A, , angehdren. Dies bedeutet aber einen
Widerspruch, da kraft unserer Voraussetzung A _ in 7| iiberall-
dicht ist. Es sind also alle 4, , von erster Kategorie und dem-
zufolge ist A_ von zweiter Kategorie.

Hilfssatz 2. Sei 7,C T eine Menge wvon erster Kategorie,
{f,(®)} eine Folge wvon Operationen, die in T— T, defir-zz'ert und
stetig sind und deren Wertevorrat einem (separablen oder nicht sepa-
rablen) Raume 5’ angehért. Existiert fiir te T — T, der Grenzwert

lim £, =@,

so gibt es eine Menge T,C T— T, wvon erster Kategorie, so daf
f (@) in jedem Punkte von T — T,— T stetig ist.

Beweis. Man beweist diesen Hilfssatz, indem man den Be-
weis des bekannten Bare'schen Satzes (d. h. jenes Satzes, in
welchen der Hilfssatz 2 iibergeht, wenn 7|, zu einer leeren Menge
wird) mit leicht ersichtlichen Abanderungen wiederholt?).

) Vgl C. Kuratowski, Sur les fonctions représentables analytique-
ment..., Fund. Math. 5 (1924) p. 75—86, insb. p. 80.
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Satz 1. Sei {f,, (§,7)} eine Doppelfolge von Operationen,
die sdmilich fiir £€ B, ve T definiert sind und deren Wertevorrdite
einem (separablen oder nicht separablen) Raum E' wom Typus
(B) angehdren. Wir setzen wvoraus, daf diese Doppelfolge die fol-
genden Eigenschafien besitzt:

1) Die Operation f, (§,%) (n,m=1,2,3...) ist fiir jedes v T
im Raume E linear;

2) Die Operation f, (§,7) (n,m==1,2,3...) ist fiir jedes £ ¢ 5
im Raume T stetig; v :

3) Fiir jedes ve T gibt es einen Punkt &§.¢ 5, so daf der
iterierte Grenzwert

@) lim lim £, (% 7)

n-»w m—w
fiir §=§, nicht existiert.
Unter diesen Vorausselzungen gibt es eine Menge Re 5, so
daf folgendes besteht: a) 5—R ist von erster Kategorie; b) S
Jedes §e R gibt es eine ©- Menge wvon zweiter Kalegorie, fiir wel-
che der iterierte Grenzwert (2) nicht existiert.

Beweis. Wir bezeichnen mit M, (v) die sog. Norm der
Operationenfolge .G, D)}; es ist M (v) = ob. Gr. [ob.L_ Gr.
1 @ *

HI

tional M, (7) ist nach unten halbstetig; wenn nimlich = -7, und

1o oo )]

§, ein Punkt aus 5 ist, fiir welchen bei gewissem my =t

. &~
£, e o0 %)

”50 I <M" (Tp) die Un-

gleichung lim M (z) > M, () — . Bei natiirlichen n, &, r sei

P>

A; die Menge der Punkte 7, fiir welche M, (v) <k, wenn nura

1, wobei M (z) = - o nicht ausgeschlossen ist. Das Funk-

M, (5)) —e, so haben wir, wegen

[z—7f < -%— — und 4; die Menge der Punkte 7, fiir die M (v) < k.
Aus der Halbstetigkeit des Funktionals M (v) folgt sogleich die
Abgeschlossenheit den Mengen A;. Sei .Z: die Menge der Punkte
7, fiir die M (1) = + © und setzen wir noch A"— Zw' AL,
B'=1T-—-4", o
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Nehmen wir zuerst an, daB ein B" von zweiter Kategorie
ist; dann ist B" in einer Kugel K iiberalldicht. Die Mengen
A, . K, sind nirgendsdicht; anderenfalls wire eine von diesen
Mengen A, . K, in einer Kugel K, CK, iiberalldicht, und da
ﬁzﬂ abgeschlossen ist, wire z;ﬂ K, =K,. Daraus wiirde aber,
im Widerspruch zu unserer Voraussetzung, 4". K, =K, B". K, =0

folgen. Wir sehen also, dafi die Menge ‘Z: —S’EZ in K tber-
k=1
alldicht ist. Nach einem bekannten Satze?) gibt es zu jedem

ve A" einen Punkt &, fiir den lim fom(E,37) = + 0; wihlen

wir eine in K iiberalldichte Punktmenge Ty Tyaees Tpyoens die der

Menge Z; angehort, so gibt es nach dem eingangs erwihnten
Satze der Herren S. Banacu und H. SremHaus eine Punktmenge

ReH, so daB lim £, (¢ v)=+owfir §eR,1=17,(p=1,2,3...),

und 5— R von erster Kategorie ist. Da, nach Hilfssatz 1, fiir
jedes §¢ R diese Beziehung in einer z-Menge von zweiter Ka-
tegorie besteht, so ist in diesem Falle unser Satz bewiesen.

Nun setzen wir voraus, daB fiir jedes n die Menge B" von
erster Kategorie ist. Sei R (n=1, 2,...) die Menge der Punkte
&, fiir die der Grenzwert

3) mll?::’ f,,m(g’ 7),

fiir jedes 7, abgesehen hochstens von einer Menge erster Kate-
gorie, existiert. Nehmen wir an, dafl ein gewisses R in einer
Kugel L, C 5 iiberalldicht ist, und es sei &, £,,.., §p,... eine ab-
zdhlbare, in L, iiberalldichte Punktmenge aus diesem R . Fiir
3 =§p ist die Punktmenge Cp, in welcher der Grenzwert (3) nicht

existiert, hochstens von erster Kateghrie. Wenn z,¢ 4" — 2 Cp,
=1

§ beliebig in & gewahlt wird, so ist [f,, ¢, 7| <M, ()|

(m=1,2,3...), M (3) <+ o, und es existiert lim fnm(§p, 7,) fiir

p=1,2,3...; daraus folgt auf die iibliche SchluBweise die

Existenz des lim £ (§,7,). Da aber 4" —-ZCP sich héchstens
p==1

m~—» o0

3) Siehe z. B. das unter ') zitierte Buch von S. Banach, p. 80.
11+
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durch eine Menge erster Kategorie von & unterscheidet, so zeigt
uns diese Uberlegung, daB R, entweder nirgendsdicht oder mit
dem ganzen Raum 5 identisch ist. Wire ein R nirgendsdicht,
so wire unser Satz bewiesen; wir haben also nur den Fall R ==F
(n==1, 2, 3...) zu betrachten. Sei §, §,,..., §p,... eine in 5 iiberall-
dichte Punktmenge; beachten wir den Hilfssatz 2, die Definition
der Menge R und ferner, daBl B" von erster Kategorie ist, so
sehen wir, dal es eine Menge 7, C 7 mit den folgenden Eigen-
schaften gibt: a) 7— 7} ist von erster Kategorie; b) wenn 7€ 7 e
so gilt bei gewissen, von n, 7, abhingigen %, r die Ungleichung
M, (v) < k fiir ve T,

1 . -
1—7g | <=3 ¢) fir §=§ existiert der
r P

Grenzwert (3) auf 7| fiir jedes n und die Grenzoperation f.E, 9
ist auf 79 stetig. Aus b) und c) folgern wir zuerst ohne Miihe
dafl fir ein beliebiges §¢5 der Grenzwert (3) fiir jedes n auf
T, existiert, Bnd daB die Grenzoperation £, (§, %) auf 7} stetig

1.6 9)]

ist. Nun setzen wir, fiir z¢ 7}, N(z)= ob. Gr.[ob.{AGr.— “ &-’"1 ----- —]

n 5 5
und bezeichnen mit D, die Menge der Punkte 7, fiir die NV (z) < k.
Betrachten wir zuerst den Fall, dal eine von den Mengen D,
etwa die Menge D, , von zweiter Kategorie ist. Dann gibt es
eine Kugel K, so dafl D, .Kj in K. 7, iiberalldicht liegt. Da
wegen der Stetigkeit von f (§,7) auf Ty, N() relativ zu T
nach unten halbstetig ist, so ist D, relativ zu T, abgeschlossen
und es ist also D, .K,= T,.K,, was offenbar ||£,(, 7| < NS
(n=1,2,3..) flirz¢ T,.K, bedeutet. Sei .S die Menge der Punkte
&, Hir die der Grenzwert

*) lim £, (&, )

fiir jedes ve 7;. K|, abgesehen von einer Menge erster Kategorie,
existiert. Ware die Menge .S in einer Kugel iiberalldicht, so lehrt
eine Uberlegung, die der bei der Betrachtung von R vorge-
nommenen ganz analog ist, dafl fiir ein gewisses w-—:'v:e 7,.K,
der Grenzwert (4) fiir jedes & existierte. Dies wiirde aber zu
einem Widerspruch mit unserer Voraussetzung, daB der iterierte
Grenzwert (2) fiir ein gewisses & nicht existiert, filhren. Daraus
ist ersichtlich, daB in diesem Falle die Menge R ==CS alle in
unserem Satze behaupteten Eigenschaften besitzt. Betrachten wir
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jetzt den Fall, daB} alle D, von erster Kategorie sind. Dann kann

@ .
y A7 . . e «
man aus 7, — ' D, einein 7} iiberalldichte Punktmenge 7,,7,.., LA

k=1
I£. G, 7))

I§]
. S
nach dem schon einmal benutzten Satz von Banacu- SteineHAUS
die Existenz einer Menge RC 5, so daB 5 — R von erster Kate-

gorie ist, und lim fn(§,'b'p)=-}—oo, (r=1,2,3...; £€R). Da

f, (&, %) auf T stetig ist, so folgt nach Hilfssatz 1 die Eigen-
schaft b) unseres Satzes. )

wihlen; da fiir jedes 7, lim ob. Gr. = + o, so folgt

n-—»w

§ 2.
In diesem § werden wir einige Sitze aus der Theorie der
Orthogonalentwicklungen beweisen, wobei der Satz 1 zur An-
wendung kommt.

0
Hilfssatz 3. Wenn die Reihe X' &, b, bei beliebiger Vor-
n=1\
zeichenverteilung &, — = 1 mit einer ToErLZ’schen Summationsme-

thode T%) summierbar ist, so ist die Reihe 2'|b,| konvergent.

n=1
m m

m
Beweis. Esist Y a, s =3¢ [b (2a,), wobei s, =
k=n

n=1 n=1

2’z b . Da die Limitierungsmethode, die der Matrix b =

n==1

bn(ﬁ'aik) 1 <n<m, b, =0 fiir n>m entspricht, jede Zahlen-
k=n

folge &, = + 1 limitiert, so gibt es, nach einem Satz von I. Scuur?),
zu jedem &> 0 ein NV, so dafl

#) Unter einer Toeplitz'schen Summationsmethode verstehen wir hier
eine lineare, permanente Summationsmethode, die durch eine Matrix (a;,) charak-

-]
terisiert ist; die Summe T;= ¥ a;,s, nennen wir die i-te Transformierte der
n=0
Zahlenfolge s, . )
%) Siehe: L Schur, Uber lineare Transformationen in der Theorie der
unendlichen Reihen, Journ. f. r. u. ang. Math. 151 (1921) p. 79'—111, insb.
p. 82 und p. 88—90. Wir wenden hier den Satz von I. Schur in folgenden

etwas schirferen Fassung an: Sei (a;,) eine Zahlenmatrix; wenn fiir eine be-~
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) b =308 S, <
n=N n=N"

k==n 2
fir m=N,N+1, N+2.... Da die Reihe Svaik konvergiert, so
folgt aus (5) =
2] o & m o
(6) Zlbn“é:a.-kK-z—» 218, 2 a,l<e, (m=N,N+1,..),

n=N

nz=N k=m--1
Es ist
IZIE" [b" (kzaik)] —Zain sn ] = l 26‘" [bll( 21 aik)] +
n= =n n=1 n==1 fezmm -1
2 g, [b,. (ZWQH‘ )] { 5
n==m-}-1 k=n

wegen (6) wird aber die rechte Seite dieser Identitat, fir hin-
linglich grofie m, beliebig klein, so daf

(7) né: a,;, 5, == ém:en [bn ( iaik )] (1‘.1‘__& 19 2) 3 .e -).

k=n
Da nun nach unserer Voraussetzung die Folge ),
Vorzeichenverteilung & —
stante K, so daf}

bei jeder
+1 konvergiert, so gibt es eine Kon-

2:”’,1”2“:1" <K

n== k=n

fir i=1, 2, 3...9). Da aber fiir jedes n lim j’a.L ==1, so folgt
i~ Je==n e ’

darausj']bn!<+oo,

n=1

Satz 2. Sei {9, (0 O x< 1) ein in 15 vollstindiges
Orthogonalsystem, T eine beliebige TorrLrz’sche Summationsme-
thode. Es gibt dann eine Orthogonalreihe

liebige Vorzeich i = i s
lge' orzeichenverteilung e = + 1 die Folge T, = % 4;, &, konvergiert, so

‘ ' © n==1
gibt es eine Konstante X, so daf§ X, | <K, (1=1,2,3..) und es gibt zu

n==1

. ) . hod
jedem & > 0 einen Index &V, so daﬂ}]|ain|<s, (i=1,2,3 )
n=N

8) Vgl. ).
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8) fa,, ¢, (%),

n==1

el
2 - Iy . . .
) @, <+, welche in einer Menge X, die in jedem Intervall von
n==1

der Mdchtigkeit des Kontinuums isl, mit der Methode T nicht
summierbar ist,

Beweis. Sei 0 ein Intervall aus (0,1) mit rationalen End-
punkten; wir wahlen in J eine perfekte Punktmenge D, auf wel-

cher alle ¢, (x) stetig sind und Zm'q)z (x) ==+ 0. Dies ist mdglich,

n==1

da die Menge der Punkte, fiir welche qu)i (x) =1, vom Mafle 1
n==1
ist?). Sei x,eD; wir wihlen eine Zahlenfolge {5}, welche den

o0

beiden Bedingungen 3’52 < + oo, [6 || @, (xp)| =+ co geniigt.
1

n=1 n=
Nach Hilfssatz 3 gibt es eine Vorzeichenverteilung &, ==+1, so
daB, a,—¢ b, gesetzt, die Reihe (8) fiir x==x, mit der Methode T
nicht summierbar ist. Nun kénnen wir den Satz 1 anwenden,
indem wir fiir 5 den Huserr’schen Raum (%), fiir T die Menge D,
fiir £, (5,1) die m-te Teilsumme der n-ten Transformierten der
Reihe (8) nehmen. Aus Satz 1 folgt die Existenz einer Menge
R;C ([2) mit den beiden Eigenschaften: a) die Menge (* — Ry
ist von erster Kategorie; b) fir jedes Element aus Ry ist die
Reihe (8) in einer Teilmenge von ¢ von der Machtigkeit des
Kontinuums mit der Methode T nicht summierbar. Es ist jetzt
evident, daB jede Reihe aus /[ Ry, wo J alle Intervalle aus ©,1)

g

mit rationalen Endpunkten durchliuft, die Eigenschaft besitzt,
von der im Satze 2 die Rede ist.

Satz 3. Es sei {g, (x)} (0< x<1) ein Orthogonalsystem mit
lp. ()| <M (n=1,2,3...); es bezeichne {A}, 2, >0, eine ge-
gen + o wachsende Zahlenfolge, fiir welche die Reihe

5 1
) 2=

n==1 2‘,,

") Siehe: W. Orlicz, Zur Theorie der Orthogonalreihen, Bull. Ac. Pol.
(1927) p. 81—115, insb. p. 101. .
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divergiert. Ist T eine beliebige Torpurz'sche Summationsmethode,
so gibt es eine Orthogonalreihe (8) mit den folgenden Eigen-

schaften: a) 24 ai <+ w; b) alle TransformiertenT, der Reihe(8)
n==]1

sind sinnwoll; c¢) in einer Menge X won der Mdchtigkeit des Kon=

tinuums ist die Reihe (8) mit der Methode T nicht summierbar.

Beweis. Es entspreche der Summationsmethode 7' die
Matrix (@, ); dann gibt es ersichtlich eine gegen+ oo monoton
wachsende Folge {¢,} von positiven Zahlen, so dafl

(10) fla,-,,la,,< + (i==1,2,3...).

n=1

Es bezeichne {1} eine Zahlenfolge mit der Eigenschaft, daf:

- Poq @
a) A, >4 ; b)Z’Tgap; c) 2 :1,=_|_ . Mit 4 bezeichnen
n=1%, n=1 4,

wir weiter die Menge derjenigen x, fiir welche die Reihe

an b qf,_(x)

n=1" A

n

di.vergiert. Die Menge A ist von positivem Mafle; denn setzen
wir voraus, daf} die Reihe (11) fast iiberall konvergiert. Nach dem
Ecororr’schen Satze konvergiert sie dann gleichmifig auf einer

Menge A,, deren Mafl wir grofer als 1 — 5—11—12—2 annehmen diir-
fen. Da wegen |9 (x)| <M, die Ungleichung 5 ‘/’,2, (x) dx > _;— be-
Al .

. . &1
steht, und da die Reihe >/ 1—.—; 92 (x)dx konvergiert, so muf
n=1 A 4

p ol K . . .
auch 2 = konvergieren — dies widerspricht aber der Bedin-

n=1 4,

gung c). Wir wihlen eine perfekte Menge D‘CA, auf welcher

alle @, (x) stetig sind, ein x,¢ D und eine Reihe j’bﬁ < 4 0, so daf}

n==1

21, 9| _
%l[bn|—:_°—=+oo, Setzen wir nun by==8b ,& ==+1, so

V2,
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ist nach Hilfssatz 3, bei entsprechender Wahl der Vorzeichen-
verteilung ¢, die Reihe

12) P, (x)

5, Dl
1

Vi,

fir x==x, mit der Methode I nicht summierbar. Die Anwen-

0s

n

I

dung des Satzes 1 ergibt die Existenz einer Reihe 3 Zf <+ o0, s0

n=1
daB (12) in einer Menge XeD, von der Michtigkeit des Konti-

nuums mit der Methode 7 nicht summierbar ist. Setzen wir nun

=::r~£_).:m":, so weist die Reihe (8) alle im Satze 3 behaupteten

Eigenschaften auf (die Existenz von Transformierten folgt insbe-

a
n

sondere aus (10), b) und _):O’Z: < + ).

n=1
Wir fithren noch, ohne Beweis, einen anderen Satz an, der
von demselben Typus wie Satz 3 ist:

Satz 4. Sei {p, (x)} (0<x<1) ein Orthogonalsysiem mit
lp, (x)| <M (n=1,2,3..), T eine beliebige TorpLirz'sche Sum-
mationsmethode, M [u] (0 u < + ), eine stetige Funktion mit
M[u]l>0 u>0,M[0] =0, lim M Eu] =+ 0. Es gibt eine Orthogo-

u->0

u

nalreihe (8) mit den folgenden Eigenschaften: a) ZQ?MH a,|]<+w;

n==1
b) alle Transformierten T, der Reihe (8) sind sinnvoll; ¢c) in einer
Menge X wvon der Mchtigkeit des Kontinuums ist (8) mit der
Methode T nicht summierbar.

Bemerkungen. 1. Es ist zu bemerken, daB wir im Be-
weise von Satz 3 keinen Gebrauch von der Orthogonalitétsei-
genschaft des Funktionensystems gemacht haben (Analoges gilt
auch vom Satz 4). Da wir nur die Divergenz der Reihe (11) in
einer Menge von positivem Mafe sicherstellen miissen, so ist es
zulissig, ein Funktionensystem {@,(x)} zu nehmen, das die ein-
zige Bedingung (statt der in Satz 3, bezw. 4 angefiihrten) erfiillt:
(13) lim Slqvn(x)|2dx>a>0.

n—w A
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2. Ist (13) fiir jede Menge A von positivem Mafle erfiillt,
so ist es mdglich die Sitze 3, 4 und dgl. dahin zu verschirfen,
dafl man die Eigenschaft der Menge X ,von der Michtigkeit
des Kontinuums“ durch den Zusatz ,in jedem Intervall® ver-
stirken kann. Dies findet also z. B. fiir das trigonometrische
Orthogonalsystem statt, oder allgemeiner, fiir ein Funktionen-
system @ (x)=g(nx), n=1,2,3..., wo g(x) etwa stetig von
der Periode 1 ist. In dieser Hinsicht verschirft, bildet Satz 3
die Verallgemeinerung eines zuerst von Herrn H. Stemuaus®) fiir
das trigonometrische Orthogonalsystem bewiesenen Satzes.

3. Erfiillt eine Zahlenfolge {a,} die Bedingung na,~0 oder
auch nur Z’ai (log n)* <+ o0, bezw. 2| a, "<+ o0, so ist be-

n=1 n==1

kanntlich die Orthogonalreihe (8) fast iiberall konvergent. Die
Sétze 3, 4 und dgl. lehren uns, daBl derartige Kriterien immer
(zumindestens fiir gleichméfig beschrinkte Orthogonalsysteme)
wesentlich mit ,fast iiberall“— Aussagen verbunden werden miis-
sen, auch dann, wenn wir statt der gewGhnlichen Konvergenz
beliebige Summationsmethoden zulassen. Darin ist der eigentliche
Sinn jener Sitze zu erblicken.

4. Es ist endlich zu bemerken, daff die in Satz 3 ge-
machte Voraussetzung der Divergenz der Reihe (9) in der Na-
tur der Sache liegt. Ist sie ndmlich nicht erfiillt, so folgt

o0 (2]
aus 32 a: <+ ohne weiteres 3'|a | <+  und also, wegen

n==1 n=1

{9, ()| <M, auch die absolute Konvergenz der Reihe Dap (%)
n=1

fir jedes x.

¥) H. Steinhaus, Rozwigzanie pewnego zagadnienia Fatou, Rozpr. Wydz.
mat.-przyr. Ak. Um. 58, ser. A (1918) p. 147—154 und H. Steinhaus, Ré-
solution d'une question de M. Fatou, Bull. de 'Ac. des Sc. de Cracovie, série A
(1918) p. 69—71 (extrait).

(Regu par la Rédaction le 6. 7. 1935).





