Beitrige zur Theorie der Orthogonalentwicklungen (IV)
von

W, ORLICZ (Lwéw).

Mit OS5 {¢,(x)} bezeichnen wir stets im folgenden ein in (0, 1)
definiertes  Orthogonalsystem. Ein OS {g,(x)} heiBt gleichmdfig
beschrankt, falls | ¢, (x) |+ K fiir fast jedes x und alle i gilt.

Wenn eine Funktion f(x) vorgegeben ist, so bezeichnen wir
mit /, die Koeffizienten der Entwicklung dieser Funktion nach
dem gegebenen Orthogonalsystem.

Seien A4, B zwei Funktionenklassen; man sagt, eine Zahlen-
folge {A} fiihre die Klasse A in die Klasse B iiber, wenn sie die
folgende Eigenschaft besitzt:

[st

w0

X fo,(x)
(L)

die Entwicklung der Funktion /(x)e 4, so ist

22‘,]‘; P; ()

i==1
die Entwicklung einer Funktion g (x)e¢ B. Die Menge aller Zahlen-
folgen {4}, welche diese Eigenschaft aufweisen, bezeichnen wir
mit (A4, B). Jede Folge, die dieser Menge angehért, nennt man
auch einen Multiplikator der Klasse (4, B).

In Weiterfihrung einer fritheren Untersuchung werden hier

einige Probleme bebandelt, welche Multiplikatoren verschiedener
Klassen betreffen?).

1y Vgl die friiheren Teile: I Studia Math. 1 (1929) p. 1—39, II p. 241~
2555 1 Bull. Ac. Pol. (1932) p. 229-- 238, Diese Arbeiten werden im folgenden
als Boitriige I, 11, T zitiert. v

Stwdia Malhemation, T, V. . 1
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§1.
Hilfssatz 1. Gegeben sei ein OS {9,(x)}, dess'env Funktio-
nen beschrinkt sind. Gibt es fiir jede Funktion g(x)e (L") («>1)
eine Konstante K >0, so daf8 die Ungleichung

<K  (n==1,2,3,..)

1 n

[20 (2 9n01d
I =1
fast iiberall besteht, so gibt es auch ein M>0, so daf fir fast

Jjedes x

; n @
@) f\Z'wi(x)cp,(t); dt <M
: i=1
gilt ), 0
Beweis. Wir setzen K, (1) =2 9,()9, (0, U, [g(] =

fe=
1
fg(t) K (x, 1) dt; offenbar sind die Operationen U, [g(x)] linear,
J ‘

wenn man sie als Operationen in (L) mit dem Raume (L%)
angehdrenden Werten. betrachtet?). Da nach Voraussetzung fiir

ted LY
jedes 600 U el <K (n=1,2,3,..)

ist, so gibt es nach ‘einem Satze von Herrn S. Banacut), eine

Die Multiplikatoren sind insbesondere in Beitrage I, p, 15—26 und Bei-
trage IIl, p. 237—238, behandelt.

Vgl auch die Arbeiten: H. Steinhaus, Sur les développements ortho-
gonaux, Bull Ac. Pol. (1926) p.11—39, S. Kaczmarz, Sur les multiplicateurs
des séries orthogonales, Studia Math. 4 (1933) p. 21—26.

%) Mit (L) bezeichnen wir den Raum der mit der «-ten Potenz (« =1)

integrierbaren Funktionen, mit (L®) den Raum der wesentlich beschrinkten
1

1
Funktionen, Mit | ||, wird die iibliche Norm: (5‘ | f(x) I“clx) “, bezw. wesent-

0
liche Ob. Gr. | f(x)|, wenn & =00, bezeichnet.
Der zu einem « konjugierte Exponent wird immer mit o/ bezeichnet; os

. 1 1
ist also ?-l—?,—l.

%) Fir die Theorie der linearen Operationen verweisen wir auf: S, Ba-
nach, Théorie des Opérations linéaires, Warszawa (1932). Dieses Buch wird
im folgenden als Opérations zitiert. :

1) Vgl. Opérations, p. 80, Théoréme 5.
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Konstante M >> 0, so daf}

1U,lg ., <M (rn=1,23,..), .
d. h.

1
@ [0k odt<r (=13,
0

fiir fast alle x besteht, wenn nur |g(x)|,< 1. Offenbar gibt es
zu jedem ¢>0 eine Menge 4, so daB: 1° 4 in jedem Punkte
die Dichte 1 besitzt; 2° jede Funktion P, (x) (n=1,2,3,...) in
bezug auf A4 stetig ist; 30 |4|>1—s. Ist x,€A und|lg ()], <1,
so besteht (2), woraus bekanntlich (1) in diesem Punkte ‘folgt.
Da das Mafl der Menge A beliebig wenig von 1 abweicht, so
besteht (1) fast iiberall.

Bemerkung. Im Grenzfalle ¢ =1, & ==c muB man die

Ungleichung (1) durch
3 2 .(x) 7, ()
fe== ]

fiir fast jedes x, ¢ ersetzen.
Hilfssatz 2. Gibt es fiir jede Reihe, die der Bedingung

<M

4) S a) <+ (1<a<wo)

i==]

geniigl, eine Konstante K >0, so daf die Ungleichung
©)

2 af(n| <K (n=1,23,...)
fast tberall besteht, so gilt fir ein M >0, die Ungleichung

il

®) Sifel <m

fast iberall,
Beweis. Zum Beweise betrachtet man die Folge linearer
Operationen U [{a}]== 23 a,f,(x) (n=1,2,3,...) und wendet
(£
den schon oben erwihnten Banaci’schen Satz an.
Bemerkung. Der Hilfssatz 2 behilt im Grenzfalle s =1,
a =00, bezw. =00, o' ==1 seine Giiltigkeit, wenn man (6)
durch |f,(x)| <M (i+-1,2,8,...), bezw. (4) durch Ob. Gr.

o

a,| < - o ersetzt.
f

4

1*
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Hilfssatz 3. Gegeben sei ein OS {q,(x)}, dessen Funkiio
nen beschrinkt sind, Damit die Reihe

& DA
fiir jede Koeffizientenfolge {f,} einer inlegrierbaren Funktion kon-
vergiert, ist notwendig und hinreichend, daf die Ungleichung

(8) Ay|/-’qu)i(x)|\<\M (n’r"41:2’31-'-)
f==1
fast iiberall besteht.
Beweis. 1° Ist (8) fast iiberall erfiillt, dann gilt auch

2 d;Pg‘lJi(x)~<M
=1

fast iiberall, wenn |d|<1 ist. Beiderseitige Multiplikation der
letzten Ungleichung mit einer integrierbaren Funktion f(x) und
Integration ergibt die Ungleichung

2 dfp <M (n=1,2,3,..),
i=1
woraus die Konvergenz der Reihe (7) folgt.
20, Wir setzen jetzt die Konvergenz der Reihe (7) bei be-
liebigen f(x) e (L") voraus. Ist |d,|<1(=1,2,3...), so existiert
dann der Grenzwert

n—=>0 ;.1

i=1

lim 3 dp,f=lim [ 109 (2 dp9,(3)) s,
0 ==

woraus, nach dem bekannten Satze des Herrn H. Lesescur 5, die
Ungleichung :

()| <K

(n=1,2,3..)

1=1
fast fiberall folgt. Nach der Bemerkung zum Hilfssatze 2 ergibt
sich hieraus die Ungleichung (8) fast iiberall.

%) Vgl. H. Hahn, Uber Folgen linearer Operationen, Monatshefte fiir
Mathematik u. Physik, Bd. 32 (1922), p. 40, Satz XVIII a.
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Bemerkung. Fiir gleichmiiflig beschrinkte OS ist das
Bestehen der Ungleichung (8) mit der Bedingung jfp | < o0

[z ]

dquivalent. Zum Bewuse geniigt es zu bemerken, daf fiir solche

OS die Ungleichung f [p,(x) |dx >a >0 (i=1,2,3,. ..) besteht.

§ 2.
Satz 1. Gegeben sei cin gleichmdfig beschranktes O.S | {o,(x)}.
Ist A} e (L, L Yy so ist die Folge {1} beschrinkt.
Bewem Wenn (4} e(L", L"), F)e ), so ist Lf,~ 0,

d. h. /f(\:)l ¢, (x) dx-»0. Daraus folgt bekanntlich ©)

i
12, 0,0, <

Da aber fiir ein gleichmiBig beschranktes 05 llp,®s>a>0
(-+1,2,3...) gilt, so ist

1] <2 (i==1,2,3,...).

Satz 2. Gegeben sei ein OS {¢,(x)}, dessen Funktionen
beschrinkt sind. Dafiir, daf {A}e (L', L?), ist notwendig und hin-
reichend, daf die Ungleichung

©) ,Zf’x 02 () <M

i

—

fast iiberall besteht.
Beweis. 1% Es sei 2 (x)e(L?), f(x)e(L"); wenn die Un-
gleichung (9) fast tiberall erfiillt ist, so besteht fast iiberall

z’llllﬁll(P,(x)l&(M P HEN

f=x]
Nach Hilfssatz 3 ist also E [4,]| k|1 /] < + . Da fiir {h} eine
fieil
bc.lu,blgc Folge aus () gewshlt werden kann, so ist weiter

)Vgl I ¢ ) p. 48, Salz XIXa,
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(10) 2hfi <+
i=1
was mit {4} (L', L?) gleichbedeutend ist.
20, Wir setzen jetzt voraus, dafl {4} e (L', LY. Dann besteht
(10) fiir jedes f(x)e (L), und wenn {al}e(lz), so ist die Reihe

Zw’ |4,| .| |a,| konvergent. Es gilt also nach Hilfssatz 3 fast

i=1

iiberall

ZH'IMIailI%(x)KK (n=1,2,3,...),

i==1

folglich, nach Hilfssatz 2, auch die Ungleichung (9).
1
Bemerkung. Da fir ein OS {¢,(x)} f(pf (x) dx =1 ist, so

0

folgt aus dem Bestehen der Ungleichung (9) fiir fast alle x, die Be-

dingung f’ 22 < + 0. Fiir ein gleichmafig beschranktes OS folgt
i=1

aus dieser Bedingung die Ungleichung (9) fiir jedes x. Es gilt

also der folgende Satz: Fiir ein gleichmaflig beschrinktes
OS {op,(x)} ist {A}e (L', L") dann und nur dann, wenn

S < 4.7
i==1 .
Satz 3. Gegeben sei ein gleichmdfig beschrinktes OS {p,(x)}.
Wenn {L}e(L', L"), 1< a<2, so gilt

11 247 <+ o
i=1
Beweis. Ist {1}e(L", L), 1<a <2, f(x)e(L), so sind
A, f; die Koeffizienten einer Funktion aus (L%). Nach einem Satze

des Herrn F. Riesz8) ist also die Reihe j’ AN konvergent.
i==1

") Unter weiteren, sehr einschréinkenden, Voraussetzungen wurde dieser
Satz zuerst von Herrn S. Kaczmarz bewiesen. Siehe die unter 1) wit, Arbeit
des Herrn Kaczmarz, p. 25—26.

%) F. Riesz, Uber eine Verallgemeinerung der Parsevalschen ' Formel,
Math. Zeitschr. 18 (1923) p. 117—124.
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Wenn X' |a,|“< + o, so ist die Reihe 2|fi].|l,.| |a,| konver-
I==1

femx ]

gent, und nach Hilfssatz 3 gilt fast iiberall
l%:uﬂ Ial.] ‘(/’i(x)[\<K-
Daraus folgt weiter, nach Hilfssatz 2,

(12) )7 9,00 <M

temz ]
fir fast alle x, und beiderseitige Integration von (12) ergibt end-
lich, da

1 1
(flw,<x>|“'dX)“'>a>1 (i=1,23,..),
0 i

die Bedingung (11).

Bemerkung., Fiir ein gleichmifig beschrinktes, in (L')
vollstindiges OS {p,(x)}, ist die im Satze 3 angefiihrte notwen-
dige Bedingung sicher nicht hinreichend. Dies folgt ohne weiteres
aus dem Satze 7.

Satz 4. Gegeben sei ein in (L) (1< & < o) wollstindi-
ges OS{p,(x)}9), dessen’ Funktionen beschrinkt sind. Damit die
Folge {=4) bei beliebiger Vorzeichenverteilung zur Menge (L', L*)
gehore, ist notwendig und hinreichend, daf$ die Ungleichung

1 n "
(13) fJ kg On|d<M  (1=1,23..)
0 le==
bei beliebiger Vorzeichenverteilung &=+ 1 fiir fast jedes x er-
fiillt sei.

Beweis. 1% Setzen wir voraus, dafl bei beliebigen {s,},
&,== + 1, die Ungleichung (13) fast iiberall erfillt ist. Ist g(x)€ (La’),
so erhalten wir, mit Hilfe von (13) und der HoLpeEr’schen Unglei-
chung fiir Integrale, die Beziehung

" 1
|2:'1 Siligi(p{(x)|\<__ Ma"g(x)”a’ (n=123,..)
e ] .
Y Ein OS {:p, ()} heifit im (L) vollstindig, wenn aus
[ oo () dx=0 (1=1,2,8,...), fx)€ (L),

0
die Beziehung f(x) == 0 fiir fast jedes x folgt.



-8 W. Orlicz.

fast iiberall. Wenn f(x)e(Ll),v so folgt daraus weiter

1 n 1
fg D) (2 &L /i X <M g ) Af@D)];  (r=1,2,3,..0),

=1

und endlich
n 1
(14) 13 et fig O, < MEIF], (r=1,2,3,..)
i==1 .

Aus (14) folgt aber, dafl {g,4} e (LY, L") 1),

20, Nun setzen wir voraus, daf bei beliebiger Vorzeichen-
verteilung {+ 4} e (L', L*). Dann ist es ohne weiteres klar, daf}
jede Folge {74}, wo 7, die Werte 1,0 annimmt, auch der Menge
(L', L) angehdrt. Wir erkliren jetzt in (L") eine Operation
g(x)=U,[f(x)], indem wir einer integrierbaren Funktion f(x),
diejenige Funktion g(x)e (L) zuordnen, welche den Gleichungen

1 1

fg(x) @, (x) dx%niliff(x) @,(x) dx geniigt. Da unser OS in
J ;

0

(L% vollstandig ist, so ist diese Operation eindeutig bestimmt
und, wie leicht einzusehen, additiv. lhre Stetigkeit folgt am
einfachsten durch Anwendung eines allgemeinen Satzes des
Herrn S. Banacu'l). Es gilt also fiir jede Folge {7}, (7,==1, 0), die
Ungleichung

15) U, Lf Gl < M, £ @],

wobei A/, die sog. Norm der Operation bedeutet (d. h. die

kleinste Konstante, fiir welche die Ungleichung (15) fiir jedes

f(x)e (L") stattfindet). Wir behaupten nun die Existenz einer Kon-

stanten M derart, dal M, <M fiir jede Folge {7}, (,=1,0).
Zuerst bemerken wir, dafi die Orthogonalpolynome

2 P, (x))

i=1
eine in (L") dichte Menge bilden. Unserer Voraussetzung zufolge
kann man nidmlich das gegebene OS in (L®) als eine im
Banacw’schen Sinne wollstindige Menge betrachten ), Daraus

%) Vgl. Beitrage 1, p. 11—12, Satz 1.
1) Vgl. Opérations, p. 41, Théoréme 7.
12y Opérations, p. 58.
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folgt aber, daff sie in (L") fundamental ist1%), was auf unsere
Behauptung hinauskommt. Wir setzen nun voraus, daf} die Menge
dfer Zablen M, .mcht beschrinkt sei. Dann gibt es, wie leicht
einzusehen, zu jeder Zahl k und einem beliebigen Index m ein

Orthogonalpolynom w, (x) == Y ¢,¢,(x), (> m) und eine Zahlen-

iz :

folge ne {0}, (n,7+1,0), mit den folgenden Eigenschaften :

1) ==0 fir 1<i<m, i>r;
2) ” Ul[ [zvp (X)] |lu ‘:”:’ k ’
3) o, (x|, << 1.

Man konstruiert mit Benutzung dieser Bemerkung eine Folge von
Orthogonalpolynomen w, (x), (r,<r,.y, und unendlich viele

Folgen " {nil, (o ==1,0), so daB:

a) N0 fir 1<i<r, _,, i>r;

b Uyl 1,3 Myumr. 2% My 15
wobei i = n' ' oL

O lu, @l <1
Nach c¢) ist die Reihe

(16) fy= 3 Lw

#,==0 fiir 1 <{i<r, setzen. Fiir die durch (16) definierte Funk-
tion f(x), besteht nach (15) die Ungleichung

(17) |U @] < M,
Anderseits gilt aber die Abschitzung

1) Qpérations, p. 58, Théoréme 7.
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1
5 P ().

n—1 ‘
8) 10, f@l=| U.,-,.[ 2 i w,l.(x>J+ U +

i=1

. ne-=-1
n 1 .
]> Mﬂn-—l 2 - Mﬁ ”2 2i wri(x) ”a

{==l

+ Uﬁ[ P 51; wr.(x)]
i==p41 z
- M;s“ E 51,— w,—(‘x) ” «*
' i==n-1 i

Die Ungleichungen (17), (18) sind unvereinbar, da fiirl n-o
die rechte Seite in (18) gegen + o strebt. Damit ist (.ile Exi-
stenz der Konstanten M gesichert. Sei {g} eine Folge mit &-=0
fir i>n und g=1=21 fir i<n

Nach Ungleichung (15) ist:

| 2ok g0, <2MIF@L =N @,

-und weiter, wenn g(x)€ (LY,

1 n 1 1 n
[ (2 eiifig0)de = [Fds [0 (2 a9 @ 9,0} e
0 =1 0 0 =

<NIF@ g0 (n==1,2,8,...

Da die letzte Ungleichung fiir jede‘Funktion f(x)e (LY besteht,
so haben wir weiter fiir fast jedes x

[¢® (2 enn@a0) 4<Nlg@l, (=1,23,..)

Daraus folgt endlich, nach Hilfssatz 1, daB die Bedingung un-
seres Satzes auch notwendig ist.

Bemerkung. Im Grenzfalle ¢ ==00, ¢’ ==1 bebilt Satz 4
seine Giiltigkeit, wenn man die dort angegebene Bedingung durch
die folgende ebenfalls notwendige und hinreichende Bedingung
ersetzt:

Die Ungleichung
(13,) Z: Eili(pi(t) (Pi(x) ‘~<\M (nmlv 2’ 3-")

soll, bei beliebiger Vorzeichenverteilung ¢==2-1, fiir fast jedes
x, t bestehen.
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Satz 5. Gegeben sei ein gleichmdpig beschrinktes OS {p,(x)).
A. Geniigen die Exponenien @, (i einer der Bedingungen

1) 1<e<2, 1K< ;

2) a>2, 2< <,
und ist das OS {g,(x)} in (LJ), [0 =min (¢, @)], vollstindig, so
gibt es eine nullkonvergente Zahlenfolge (A}, welche der Menge
(L% LY nicht angehdrt.

B. Geniigen die Exponenten o, § der Bedingung

e>2, 1<K,

so ist jede beschrinkte Folge in (L") L?) enthalten.
Beweis. 4. Nehmen wir an, dafl jede nullkonvergente Folge

der Menge (L L%, (1 < @< 2), angehdre. Wir betrachten eine
Funktion f(x)e (L), so daB f,0 (i=1,2,3...), 2 f =+ .

i=1

Die Existenz einer solchen Funktion ist bei unseren Voraus-
setzungen offenbar gesichert. Wir definieren in (c,) **) eine Ope-
ration U[A]===g(x), indem wir einer Folge i=={i}, ie(c), die-
jenige Funktion g(x)e(Lﬁ ) zuordnmen, in welche f(x) durch die
Folge {4} iiberfiihrt wird. Daf} diese Operation linear ist, folgt wie-
der am einfachsten durch die Anwendung des schon beim Be-
weise des Satzes 4 erwihnten Satzes des Herrn Banacu. Es be-
steht die Ungleichung

11U Hﬁ < A{gﬁé‘ﬂl M ’

woraus insbesondere

| Dafn@l, <M @=1,23..)
i=1

bei beliebiger Vorzeichenverteilung &= 1 folgt. Daraus folgt
aber weiter die Konvergenz der Reihe

DA

i==

fast iiberall’®), Da fiir ein gleichmiBig beschrinktes OS {g, (%)},
9) f\)lan bezeichnet mit (c,) den Raum aller nullkonvergenten Zahlenfolgen.
1) Vgl, Beitriigo 1Il, p. 230, Hilfssatz, oder W. Orlicz, Uber unbedingte

Konvergenz in Funktionenriiumen (I), Studia Math, 4 (1933) p. 33—37.
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f‘P? (x) dx > —% ist, wenn nur das MafB der Menge A geniigend
A ‘

wenig von 1 abweicht, so sehen wir, indem wir den Ecororrschen

Satz anwenden, daB die Rethe J £’ konvergiert. Wir sind also

im==1

zu einem Widerspruch mit unserer Annahme ) ffz: + oo gelangt.
. ie=l
Wenn das OS in (L’y), [0 = min (¢, @)], vollstindig ist, so ist
(L L= (L", L*)1); der Fall A2) laBt sich also ohne weite-
res auf den Fall A1) zuriickfithren.
B. Wir setzen jetzt o >2,1<8<2, {4} € (c) voraus. Fiir ein

F(x)e(L?) ist die Reihe Zm’ 12 2 konvergent; es sind also A /i
i==1

die Koeffizienten einer quadratisch und umsomehr mit dem Expo-
nenten ( integrierbaren Funktion.

Satz 6. Gegeben sei ein gleichmdfig beschrinktes OS | @, (x)}.
Ist e>1, <0, so gibt es immer in (L%, L") einen Multinli-

kator {i} mit der Eigenschaft, daf fiir unendlich viele Indizes.

{n}, A, =1 ist.

- Beweis. Ist das OS {9, (x)} gleichmaBig beschrinkt, so gibt
es, wie Herr Banacu gezeigt hat, eine Indizesfolge {n;}, so daff
aus Eaf <+ die Konvergenz im Mittel der Reihe

i=1

fq%@

i=1 .
mit jedem  Exponent §< o folgt!?). Eine leichte Uberlegung
zeigt, daf fiir jede Funktion f(x)e(L%), «>1, die Reihe ‘f’fi

fe=1
konvergiert!8). Setzen wir nun lnp=1 (p=1,2,3,..), A,=0 fiir
iz n,, so gehdrt die Folge {1}, wie leicht einzusehen, der Menge
@ L an.

%) Vgl. die unter !) zit. Arbeit des Herrn Kaczmarz, p. 24, Théoréme 3.
Fir die Giiltigkeit des Satzes geniigt es statt der Vollstindigkeit in (L') die
Vollsténdigkeit in (L°) vorauszusetzen.

1) 8. Banach, Sur les séries lacunaires, Bull. Ac. Pol. (1933), p. 149154,
) Vel. dazu 7y p. 158,
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Satz 7. Gegeben sei ein gleichmdfig beschrinktes, in (L')
vollstindiges OS {p,(x)).

A. Geniigen die Exponenten o, § einer der Bedingungen
1) a==1, 1p< o0; '
2) 1<+, f=oo,

0
g e , SRV IR . . .
und ist die Reihe D, A, divergent, so gibt es eine Vorzeichenver-

teilung &, -~ :t'l, so daf8 die Folge {21} der Menge (L%, L®) nicht
angehdrt. ’

0
B. Ist die Reihe 3|1, divergent, so gibt es eine Vorzeichen-
isal

verteilung &+~ 1- 1, so daf die Folge {&,4} der Menge (L', L)
nicht angehért. ;

Beweis. 4. Da (L', L = (L", L*) ist'), so geniigt es
nur A1) zu beweisen. Wir setzen voraus, daB bei beliebiger Vor-
zeichenverteilung die Folge {¢,4} der Menge (L', L?) angehért.
Nach Satz 4 gilt (13) fast tiberall, woraus die Konvergenz der
Reihe

P A GYAC)
i==1

fir fast alle x, ¢ folgt?). Indem wir nun, analog wie beim Be-

weise des Satzes 5, den Ecororr’schen Satz anwenden, sehen

wir, dafl die Reihe 3’ L? @: (@) fiir fast jedes ¢ konvergiert. Eine
i=1

nochmalige Anwendung des Ecororr’schen Satzes ergibt endlich

die Konvergenz der Reihe ' 17. Dies steht aber im Widerspruch
zu unserer Voraussetzung. =

B. Setzen wir voraus, dafl bei bei beliebiger Vorzeichenver-
teilung die Folge {¢4)} der Menge (L', L”) angehdrt. Dann be-
steht, nach der Bemerkung zum Satze 4, bei beliebiger Vorzei-
chenverteilung fiir fast alle x, ¢ die Ungleichung (13"), woraus
fur |d,| -1 die Relation

M Vgl die unter !) zit. Arbeit des Herrn Kaczmarz, p. 23, Théoréme 2.
) Vgl dazu die unter 1) zit. Arbeiten.
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2 die,@)e )| <M (n=1,2,3,..))

i=1

fir fast alle x, ¢ folgt.
Nach der Bemerkung zum Hilfssatze 2 ist also die Reihe

Zw‘“'i‘ '(Pi(x)| ‘%(ﬂ‘

i=1
fiir fast alle x,  konvergent. Daraus erhalten wir, wieder durch zwei-

malige Anwendung des Ecororr'schen Satzes, daBl 3’ |4,] < + o0
£}
Das widerspricht aber unserer Voraussetzung.

Bemerkung. Wir;haben in den Sitzen 4, 5, 7 die Voll-
stindigkeit des gegebenen O.S vorausgesetzt. Die Behauptungen
jener Sitze lassen sich auch unter anderen Voraussetzungen be-
weisen. Man kann z. B. statt der Vollst'éndigkeit des OS die
folgende Eigenschaft fordern:

Es soll fiir fast jedes x die Unglelchung
f 6, To09,0)
J li=1 i=1

bestehen. Dabei bedeutet (5,) die Matrix irgend einer zeilenfi-
niten ToEerurz’schen L1m1t1erungsmethode

dt<M

(Recu par la Rédaction le 18, 4. 1934).





