Uber mehrdeutige stetige Abbildungen

von

S. BANACH und S. MAZUR (Lwéw).

Die in dieser Note behandelten Probleme sind an sich nicht
neu und ihre Lo&sungen fiir verschiedene Spezialfille lingst be-
kannt; die hier vorliegenden Sitze médgen trotzdem vielleicht
mit Riicksicht auf die Allgemeinheit ihrer Voraussetzungen Inte-
resse beanspruchen.

Seien X und Y metrische Riume. Ist jedem Punkte %e¢ X
eine aus k Punkten bestehende Menge F (%) CY zugeordnet, so
sagen wir, es sei eine k-deufige Abbildung F'(x) von X auf einen
Teil von Y erklart. Die k-deutige Abbildung F'(x) heifit stetig,
wenn man stets fiir x, € X (n=1,2,..) und x,€ X mit x~x, in
der Menge F(x,) (m=0,1,..) eine Anordnung y, .,..y,, so
bestimmen kann, daB y .- y,,. Eine stetige Abbildung f(x) von
X auf einen Teil von Y wird als ein stetiger Zweig der k-deuti-
gen Abbildung F'(x) bezeichnet, falls f(x)eF(x); wir sagen,
dafl die k-deutige Abbildung F'(x) in stetige Zweige zerfdllt,
wenn es stetige Zweige f(x) von F(x) mit F(x)={f,(x),..
£,G) gibt.

Bei unseren Ausfiihrungen spielen die metrischen Riume 7
mit den folgenden Eigenschaften (¢) und (6) eine grundlegende
Rolle: (@) Jede Umgebung W eines Punktes z,¢Z enthilt eine
Umgebung W von z, derart, daB jeder Punkt von W mit z,
durch eine stetige Kurve innerhalb W verbindbar ist; fiir jedes
zeW gibt es also eine stetige Abbildung z() von <0,1> auf
einen Teil von W, so daf z(0)=z,, z() =z. (9) Je zwei ste-
tige Kurven in Z mit gemeinsamen Endpunkten kénnen durch
eine stetige Deformation, bei der diese Endpunkte unverindert
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bleiben, ineinander iiberfithrt werden; d. h., sind z'(?), 2" () ste-
tige Abbildungen von <0,1> auf einen Teil von Z mit 2’ (0) =
2" (0), 2 (1)=2"(1), so existiert eine stetige Abbildung z(%s)
von <0,1; 0,1> ebenfalls auf einen Teil von Z, fiir die z (£,0) =
2 (), z(t,1)=2"(t), 2(0,5) =2 (0), z(1,8)=2'(1).,

Satz I. Sind X, Y metrische Rdume, wobei der Raum X
die Eigenschaften (¢) und (6) besiizt, so zerfdllt jede k- deutige
stetige Abbildung F(x) wvon X auf einen Teil won Y in stetige
Zuweige.

Beweis. Bemerken wir voraus: Zu jedem xye X gehort
eine Umgebung Ulx,] von x,, so daB die k-deutige Teilabbil-
dung F(x|Ulx)]), d. h. die durch F (x| U[xy])= F(x) definierte
Abbildung von Ulx,], in stetige Zweige zerfillt. Denn sei F'(xp) =
{015+ Yoz} und V; eine Umgebung von y,,, V,V, ==0 fiir p¥q;
alsdann ist jedenfalls eine Umgebung Ulx,] von x, so bestimm-
bar, daf es fiir jedes ¢ U[x,] in der Menge F'(%) eine Anord-
nung J,,..7, mit g€V, gibt; setzt man £ (X)=/F,(x; x55 Yp1s--
You) =J,, so sind von selbst die Abbildungen f,(x) von Ulx]
stetig und F (x| Ulx)]) = {f; (x),..f, (¥}, fi(x) =y,;- Nun kén-
nen wir leicht zeigen, daf fiir jede stetige Abbildung x(f) von
<0,1> auf einen Teil von X die k-deutige Abbildung F(x(¥)
von <0,1> in stetige Zweige zerfillt, In der Tat, sei x,=x(0),
F(x)) = 1{ygy»+-Yop}; wir wihlen ¢,€<0,1> (m = 0,..r) mit
ty=0, t =1, ¢ <t .., x(OeU[x@E)] fir £, <i<H, 14, und
setzen y, 0) =Yoi» Y: @O =fx@®; x (tm); A (tm)’ Y (t,,.)) fiir
t,<t<t, . ; die auf diese Weise erklirten Abbildungen y,() =
9,3 x5 Yo1r--You) von <0,1> sind augenscheinlich stetig
und Fx(®)={y, ®,..7,®O}; y;0)=y,;- Betrachten wir jetzt
beliebige stetige Abbildungen x'(f), x"(# von <0,1> auf
einen Teil von X mit x' (0)=x"(0); sei x,=x(0), F(x)=
{yop . -yok} ’ y:-(t>=y,- (t; x ®; Jo1» --yOk), .l/:-’ ® =y,-(f; x"(0);
Yors--You) - Sicherlich ist y;(0) =y (0); wir behaupten, daff all-
gemeiner #,#7¢<0,1>, x () =x"(t") die Gleichheit y;(t)=
y; (") zur Folge hat; es geniigt, wie sofort ersichtlich, den Be-~
weis fiir den Fall #=1¢"=1 zu filhren. Da der Raum X die
Eigenschaft (§) aufweist, so lafit sich eine stetige Abbildung
x(#s) von <0,1;0,1> auf einen Teil von X angeben derart,
dal x(40) =x'(2), x(t, 1)=x"(t), x(0,5) = x'(0), x(1,5)=x(1);
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setzen wir y,(4,5) =y,(¢; x(#,5); Yo1s--You)» S0 ist y, (4 0) = y(f),
g, &) =y! (1), y,(1,s) e F(x' (1)), und die Richtigkeit von yi(1)==
y; (1) wird demnach gesichert sein, wenn nur die Stetigkeit der
Abbildungen y,(1,s) von <0,1> erkannt ist. Sei s e <0,1>;
wir wihlen sj€¢<0,s,> bzw.=0 falls s;==0, sje(s;,1> bzw.
=1 falls s;=1, £,€<0,1> (m=0,..r) mit § ::_—.’0, =1,
t, <t i x(G)eUlx(t,,s)] fiir £ <t<E, 4y, 555 sy
ist t:ne <ty g, §e< S5, Sy > und wird t (@ =t, s, (5)=
soF27(—s) fir 0o LYy, ¢, () =2, +@2v—1)(@,—t¢),
s, (@) =¢ fir Yy <v<1 gesetzt, dann sind die Abbildungen
Yin @=L, (@, s,®); x(t,50;5 gtk (¢, 5)) von
<0,1> stetig, wobei F(x(t,(2), s, () =={yy, (), Yim O},
Yim 0) =y, (,,5,); andererseits ist auch F (x (¢, (%), s, (¢))==
{yl (tm (7;>’ sm (T)) L yk (tm ((5)7 Sm (T))} » Y; (tm (O)l Sm (O)) ‘“-"-“';l/i (tm' So);
sind also fiir ein m die Abbildungen y, (¢, (%), s, (v)) von <0,1>
stetig, so gilt y,(z,(?), s, (?))=y,, () und insbesondere y,(¢ (1),
Sin (1)) =Uim (1)3 d. h. yi(tﬂm’ $) =f, (x (t”,,,’ §); x (tm’ so); Yy (l,,,: Sq),
-y, (t,55,)). Mit Benutzung der obigen Tatsachen folgern wir nun
mittels Induktion, daB y, (4,5) =/£(x (¢ s); x (¢, s)); y; (£,r5,)s- -
B ,s) fur ¢ <<t Ly, sy <s<Csgs aus g, (L, 8) =£,(x(1,s)
x(f_yss0)s Yy gy So)s- b, (E_r50) fiir )<< s < s) geht aber na-
tiirlich die Stetigkeit der Abbildungen y, (1,s) im Punkte s, hervor.
Nach diesen Hilfsbetrachtungen kann man nun den Beweis des
Satzes in einfacher Weise, wie folgt, erbringen. Es bedeutet offen-
bar keinerlei Einschrinkung, wenn wir annehmen, dafi der Raum
X zusammenhingend ist. Sei xy¢ X und F(x)= {9919-+ gt Da
dem Raume X die Eigenschaft (¢) zukommt, so ist die Menge

aller ¢ X, die mit x, durch eine stetige Kutve in X verbunden’

sind, sowohl offen als abgeschlossen, und infolgedessen mit X
identisch; fiir jedes feX gibt es also eine stetige Abbildung
x(?) von <0,1> auf einen Teil von X, so daB x(0)=1x, und
x(1)=2%; fiir alle solche Abbildungen x(#) stimmt nach dem
vorigen y,(1; x(); yy,,..y,,) ilberein. Setzt man F;(®) =y,1;
x(®; Yp1s--Yon)» dann sind die so definierten Abbildungen £, (x)
von X stetig und F(x) = {f, (x),..£,(x)}. Um die Stetigkeit nach-
zuweisen, verfahren wir folgendermaBen: Ist x,e X (n==1,2,.)
und ¥e X mit x,~+¥, so konstruieren wir eine stetige Abbildung
x(#) von <0,1> auf einen Teil von X derart, daB x(1=27") u
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x, (m=0,1,.)), x(1) =2%; dies erreicht man miihelos, da der
Raum X die Eigenschaft () besitzt; alsdann ist f,(x)=y,(1—277
x (8); Yorr--Yor)» f‘g(i):yi(]-; x (); Yo1»+-Yy) und mithinf;(x,,)"’
[;,(%), wie behauptet.

Seien X und Y metrische Riaume. Eine Abbildung f(x) von
X auf einen Teil von Y heifit lokal-hom&omorph, wenn es fiir
jedes x,¢ X eine Umgebung Ulx,] von x, gibt, die bei dieser
Abbildung auf eine Umgebung /[y,] von Yo=f(x,) homdomorph
iibergeht; alsdann ist die Abbildung f(x) stetig.

Satz II. Sind X, Y metrische Ridume, wobei der Raum X
zusammenhdngend ist und Y die Eigenschafien (@), () besitzt, so
ist jede lokal-homéomorphe Abbildung f(x) von X auf einen Teil
von Y, bei der die Urbildmengen in sich kompakter Mengen in
sich kompakt sind, eine Homéomorphie zwischen X und Y.

Beweis. Fir y,eY bezeichnen wir mit k(y,) die Anzahl
der Urbildpunkie von y,. Zunichst folgt trivialerweise, daf} k(y,)
endlich ist; anderenfalls gibe es nimlich einen Haufungspunkt
xy€ X der Urbildmenge von y, und U[x,] kdnnte mithin nicht
homdomorph auf V[y,] tibergehen. Wir behaupten nun, daf k(y,)
von y, frei ist; ist eV und k=£k () <k(y,) fir ale y,e?,
so haben wir also zu zeigen: k(y,) =k fiir alle Yo€7Y. Dies ergibt
sich leicht, wenn man beachtet, daB nach der Voraussetzung der
Raum X zusammenhingend ist; denn die Menge aller y ¢ Y, fiir
die k(y,) =k, ist sowohl offen als abgeschlossen, wofiir der
Beweis dem Leser iiberlassen bleiben kann. Ordnen wir jetzt
jedem y,eY die Urbildmenge G(y,) von y,, so ist ersichtlich
die auf diese Weise erklirte k-deutige Abbildung G (y) von Y
auf X stetig. Auf Grund des Satzes I zerfillt sie daher in stetige
Zweige; es gibt stetige Abbildungen g,(y) von Y auf einen Teil
von X mit G (y) = {g, (),-.g, (y)}. Sicherlichist X=g, (V) +..+
2, ¥) und g,(Y)g,¥)=0 fir p+q; de auBerdem die Men-
gen g,(Y) abgeschlossen sind, so mufl k=1 sein; der Raum X
ist ja als zusammenhingend vorausgesetzt. Damit ist der Beweis
schon erbracht.

Alle Uberlegungen lassen sich sofort auf den Fall von
topologischen Réaumen iibertragen.

Die oben angegebenen Sitze wurden der Polnischen Mathematischen
Gesellschaft (Abteilung Lwéw) in der Sitzung vom 1. 4. 1933 mitgeteilt; vgl.:
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