Grundlegende Eigenschaften der polynomischen Operationen.

Zweite Mitteilung ?)
von

S. MAZUR und W. ORLICZ (Lwéw).

§ 3.

9. Seien wieder X und Y Riume vom Typus (F). Die Ope-
ration U(x) heifit beschrinkt im Punkte x,¢ X, wenn stets fiir
h,eX (n=1,2,..) mit A~0 die Folge {U(x,+ 4,)} beschrinkt
ist1%); ist eine Operation in jedem Punkte der Menge RC X be-
schrénkt, so heifit sie beschrénkt in R. Wir bezeichnen die Ope-
ration U(x) als gleichmdfig beschrinkt in der Menge RC X,
wenn stets fir x, e R und 2,¢ X (n=1,2,..) mit 2~0 die Folge
{U(x,+ h,)} beschrinkt ist.

11. Ist die Operation m-ten Grades U(x) in einem Punkte
x,€ X beschrdnkt, so ist sie stetig. — Wir kénnen ohne weiteres

%) Die Hauptergebnisse dieser Mitteilung wurden der Polnischen Mathe-
matischen Gesellschaft (Abteiling Lwéw) in den Sitzungen vom 21. 12. 1933
und 24, 11. 1934 mitgeteilt. Die hier auftretenden. Nummern der Paragraphen,
Abschnitte, Satze, Formeln sowie FuBnoten schlieBen sich denen der ersten
Mitteilung an: S. Mazur und W. Orlicz, Grundlegende Figenschaften der
polynomischen Operationen, Erste Mitteilung, Studia Math. 5 (1934) p. 50—68.

1) Bezliglich des Begriffes einer beschriinkten Folge (Menge) von Ele-
menten eines Raumes vom Typus (F) vgl. die unter®) zitierte Arbeit; auch
sind einige der in diesem § angegebenen, die Operationen bzw. Polynome m-ten
Grades betreffenden Ergebnisse fiir m =1 von dort zu entnehmen. Sind
X, (i=1,..n) Riume vom Typus (¥), so nennen wir die fiir x; € X, erklirte
Operation U (xy,.. x,) beschriinkt im Punkte x; = (x,4,.. x 0)» wenn die durch
Ux) =Uxy,..x,) fir x = (x,..x)EX=X; X.. X X, definierte Operation
diese Eigenschaft hat; analog mbge der Leser die im folgenden auftretenden
Definitionen auf den Fall mehrerer Verinderlichen iibertragen.

12%
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x,==0 annehmen; denn sonst ersetze man die Operation U(x)
durch U(x+x). Sei U(x)=U,(x)+..+U,(x) die kanonische
Darstellung von U(x); es ist zu bewexsen, "dab die Operation
U,((x) fiir k>0 stetig ist. Da U(tx) =" U,(x) +.. +t" U ()
fiir rationale #, so ist nach 1., auf #=/17/ angewandt, U, (x)==
a,,U@x)+..+a,, U(mx); man ersieht hieraus, dafi die Ope-
ration U, (x) im Nullpunkte beschrankt ist; mithin besitzt aber
die erzeugende Operation U, (x,,..x,) von U, (x), wie sich unter
Benutzung der Formel (22) unmlttelbar erglbt dieselbe Eigen-
schaft. Sei jetzt A e X (n=1,2,..), hye X und A~ h,; wir wihlen
natﬁrlichepn,qnmitpn—+—|—oo,pnfbn hy| 0, q-»—i el qf lp'" —»«0
Alsdann ist ersichtlich p, (h,— h)~>0, ¢ /zn—»\O, qn”'pn >0
(i==1,..k%); aus dem oben gesagten folgt daher

U, (hys - hyy hy—hyy B~ b)) =

e e et

@ ., .o !
92 Pn Uk (qn h(]"‘qn hO’ pn(’ln—ho)"'pll(hn~h0))’+0'

k—i i

Nun ist stets

@enu,x)-U, (x”)——Z(")U( X X =X —XT);

k-—x i

ersetzt man hierin x', x” durch A, A;, so kommt wegen (26)
sofort U, (h,)—+ U, (hy), und damit ist alles bewiesen.
Insbesondere ist also eine in einem Punkte stetige Opera-

tion m-ten Grades schon stetig. Von Wichtigkeit ist die folgende
Verschirfung von 11.:

Satz VL. Fihri die Operation m-ten Grades U (x) jede ge-
gen einen Punkt x e X konvergente Punkifolge aus einer Menge
RCX, deren Komplement in x, von erster Kategorie ist, in eine
beschrinkte iiber, so isl sie stetig.

Beweis. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit darf wie-
derum x,= 0 angenommen werden. Ist U C)=Uy(x)+..+ U, (»)
die kanonische Darstelluing von U(x), so geniigt es nach 11. zu
zeigen, daf die Operation U, (x) fiir >0 im Nullpunkte be-
schrankt ist. Sei also A eX(n——l 2,..) und 2 ~0. Wegen der

Voraussetzung gibt es eine Kugel K mit 0 als Mittelpunkt, so
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daf} die Menge S=K — R von erster Kategorie ist; wir bezeich-
nen mit .S, (p,g=0,..m) die Menge aller Elemente der Form
n(p+1)~'x—nqgh, mit xeS. Da die S,p, Wit S homothe-
tische Mengen sind, so erschopft ihre Summe 7" den Raum X
nicht. Ist Aje X — T, so ist stets (p+1) (qlzn—l-n_lho) eX—S

und mithin auch (p+1) (g4, +n“lh0) ¢ R fiir alle hinreichend

grofien Indizes n, weil (p+1) (gh —l—n'_l/zo)—>0 gleichméaBig in-
bezug auf pqg. Aus der Beschrinktheit der Folgen {U((p+1)
(Gh+n" 0))} ergibt sich sofort die Behauptung, da man die
Folge {U, (A,)} als lineare Kombination von ihnen darstellen kann.
In der Tat ist einerseits U (tx)=¢° Uy(0)+..+t"U_ (x) und

andererseits

. k . 5
28) U e+ thy =30 U (x,..0 h,.. )
frd Loy 2

k—i i

fiir rationale #, wo U* (%,,..x) die erzeugende Operation von
U, (x) bezeichnet; es blelbt also nur noch iibrig, 1. mit {,=i+1
bzw m =k, t,=1{ anzuwenden und dabei x durch gh+n" 1/1
bzw. x, A durch n 1/1 , h, in der obigen Formel fiir U (tx) bzw
U,(x+th) zu ersetzen.

In diesem Satze kann die Voraussetzung, das Komplement von R sei in
xg von erster Kategorie, durch die schwichere, R sei in xy von zweiter Kate-
gorie, nicht ersetzt werden. In der Tat, sei die aus den Gliedern der transfini-
ten Folge ap, ay,..0¢,.. (< @ und je zwei Glieder verschieden) bestehende
Menge eine Basis in X; sei ferner yy€ ¥, y,==0. Bezeichnen wir mit R, (n=

1,..) die Menge aller Elemente der Form (¥) x =2 tzag, wo f rationale

sl
(bzw. reelle) mit Ausnahme endlich vieler verschwmé;de Zahlen sind und je-
denfalls #;=0 fiir n <& < ©; aus Ry+ R; +.. =X folgt sodann, daf eine
der Mengen R,, etwa R, , von zweiter Kategorie ist. Wir setzen nun R=R,
und fiir jedes x€ X der Darstellung (*) gemdf U(x)=¢, , Vo3 die Menge R ist
in jedem Punkte x;€ X von zweiter Kategorie und die addxtlve Operation U(x)
fithrt trivialerweise jede gegen x; konvergente Punktfolge aus R in eine be- -
schrinkte {iber, da ja U(x)=0 fiir x&€ R; ware die Operation U (x) stetig so
verschwinde sie identisch, was nicht der Fall ist,

Wir erinnern hier an die iibliche Erklirung: Ist x;e X und
4, 7F 0 reell, so bezeichnet man die Abbildung H(x)=# x+ x,
des Raumes X auf sich selbst als Homothetie; Mengen, die man
mittels Homothetie aus einer Menge W CX erhilt, heilen mit
W homothetisch. Fiir einen spiteren Zweck ist es wichtig, dafl
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der vorstehende Satz seine Giiltigkeit bewahrt, wenn man den
Begriff ,von erster Kategorie“ folgendermalen verallgemeinert:
Die Menge W C X heiit von erster Kategorie, wenn der Raum
X sich nicht als Summe abzihlbar vieler mit W homothetischer
Mengen darstellen 1iBt; die Menge WC X heifit von erster Kate-
gorie im Punkte x,¢ X, wenn es eine Kugel X mit x, als Mittel-
punkt gibt, so dal die Menge WK von erster Kategorle ist. Der
Beweis verlduft ohne jede Anderung.

Als unmittelbare Anwendung des Satzes VI fithren wir an11):

12. Hat die Operation m-ten Grades U (x) die Baire'sche

Eigenschaft, so ist sie stetig. — Es gibt eine Menge RC X, de-

ren Komplement von erster Kategorie ist, derart, dal die Teil-
operation U(x|R), d. h. die durch U(x|R)= U(x) fiir xeR
erklirte Operation, stetig ist; die Voraussetzungen des Satzes VI
sind also mit jedem x,e R erfiillt.

Bekanntlich hat jede Bawre'sche Operation die Bamre'sche
Eigenschaft; nach 12. ist also eine Bawre’sche Operation m-ten
Grades schon stetig. Da nun die Grenze einer konvergenten
Folge von Operationen héchstens m-ten Grades, wie aus dem
Satz | und der Formel (2) mit n=m+1 einleuchtet, eine Ope-
ration hochstens m-ten Grades bildet, so kommt

13. Die Grenze einer konvergenten Folge won Polynomen
héchstens m-ten Grades ist ein Polynom héchstens m-ten Grades.

10. Man nennt die Folge von Operationen {U (x)} be-
schrinkt im Punkte x;¢ X, wenn stets fir A eX (n==1,2,..)
mit ~~+0 die Folge {U (x,+ )} beschrinkt ist; ist eine Folge
von Operationen in jedem Punkte der Menge R C X beschrinkt,
so heifit sie beschrinkt in R. Wir erkliren die Folge von Ope-
rationen {U, (x)} als gleichméaBig beschrinkt in der Menge RC X,
wenn stets fiir x,€ R und 2 ¢ X (n=1,2,..) mit A~ 0 die Folge
{U,(x,+ h,)} beschrinkt ist.

14. Ist die Folge von Polynomen hichsiens m-ten Grades
{U,(®)} in einem Punkte x,e X beschrinkt, so ist sie in jeder
beschrinkten Menge R C X gleichmdfig beschrinkt. — Wir diir-
fen wie vorher x,=0 annehmen. Sei x, e Rund & ¢ X (n=1,2,..)
mit £ ~0; es ist zu zeigen, daB dne Folge {U (x,+A,)} be-
schrankt ist. Bezeichnet U (x) = U, x)+..+ Unm(x) die kano-

1) Fiir den Fall einer additiven Operation vgl. L o 2), p. 23—-24,
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nische Darstellung von U, (x), so ist U, (tx)=¢"U,,(x)+..+
t" U, (x) fir rationale ¢ und mithin nach 1., auf #=1i ange-
wandt, U, ®=0a,,U0x)+..4a,, U (mx); da nach An-
nahme die Folge {U (x)} im Nullpunkte beschrinkt ist, so kommt
hiernach den Folgen (U ,(x)} dieselbe Eigenschaft zu. Seien nun
£, reell mit ¢~0; wir wihlen natiirliche p,, so daB p—>+ o0,

¢,p,~0. Alsdann ist £ U ,(x,+h)~0 fir k>0, weill £ U ,
(x,+h)=tp L/,,k(p“l(x +ﬁ N, t,pE-0, p7 (x, + £ )~0, und
auch £, U, (x,+h)-0, weil U (x,+h)=U,,(0); hieraus folgt
aber die gewiinschte Relation ¢, U,(x,+ A )~ 0, und der Beweis
ist fertig.

Ist also eine Folge von Polynomen hdchstens m-ten Gra—
des in einem Punkte beschrinkt, so ist sie beschrinkt; aus 14.
folgt auch ohne weiteres, dafi ein Polynom in jeder beschrﬁnk-
ten Menge gleichmiflig beschrinkt ist. Wir wollen hier noch
folgender einfacher Tatsache Erwihnung tun. Sei die Folge von
Polynomen héchstens m-ten Grades {U, (x)} beschrénkt, U (x)=
U,x)+..+ U, (x) die kanonische Darstellung von U (x) und
U:k(xl,..xk) die erzeugende Operation von U ,(x); dann ist
sowohl die Folge .der Polynome {U , (x)} wie auch {U:k (x5 .. x)}
beschriankt. Die erste Hélfte dieser Bemerkung ergibt sich sofort
aus der uns schon bekannten Formel U ,(x)=a,,U (0x)+..+
a,, U (mx), die zweite sodann aus (22), indem wir dort U,
durch U, ersetzen.

Wir sagen, daB die Folge von Operationen {U (x)} im
Punkte x e X stetig ist, wenn stets U (x,+h)— U (x)~0
fir A eX (n=1,2,.) mit A>0; eine in jedem Punkte der
Menge R C X stetige Folge von Operationen nennen wir stetig
in R. Die Folge von Operationen {U (x)} heifit gleichmdfig ste-
tig in der Menge R CX, wenn stets U (x,+A)— U (x)-0 fir
x,€R und A eX (n=1,2,..) mit ~~0; im Einklang damit soll
die Operation U(x) gleichmiflig stetig in der Menge R C X hei-
Ben, wenn stets U(x,+ ) — U(x,)~0 fir x,€ R und 2 X (n=
1,2,..) mit 2~0.

15. Ist die Folge von Polynomen héchstens m-ten Grades
{U, (x)} in der Menge R C X gleichmdpig beschrinkt, so ist sie
auch gleichmdfig stetig in R. — Seix, ¢ R und h ¢ X (n=1,2,..)
mit h,~0. Setzen wir V, (x)=U, (x,+x) fir xeX, so bilden
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die V (x) eine im Nullpunkte beschrinkte Folge von Polynomen
hdchstens m-ten Grades; ist also V, (x)==V, (x)+..+V (%)
die kanonische Darstellung von V (x), so erkennt man wie beim
Beweise von 14., dal jede der Folgen {V ,(x)} im Nullpunkte
beschrinkt ist. Wir wihlen natirliche p,, so daB p,— - oo,
p,h~0; alsdann ist Vnk(hn):—:p;kVnk(,u,l h)-0 fir k>0, da
p, >0, p,h~>0, und mithin auch V, (h) —V, (0) =V, (h) +..+
V. .(h)=0,d. h U (x+h)—U(x)-0, wie behauptet 12,

Darin ist enthalten, dafl eine beschrénkte Folge von Poly-
nomen héchstens m-ten Grades stetig ist. Eine Art Umkehrung
hiervon folgt sofort aus 14.: Ist die Folge von Polynomen héch-
stens m-ten Grades {U, (x)} stetig und x,¢ X, so ist die Folge
der Polynome {U, (x) — U, (x,)} beschrankt; gibt es also ein
x,€ X, so dafl die Folge {U (x,)} beschrinkt ausfillt, so ist die
Folge {U (x)} beschrinkt. Man verifiziert jetzt auch leicht, daf
der Satz 14. sowie die nachstehenden Bemerkungen ihre Rich-
tigkeit beibehalten, wenn wir dort statt ,beschrinkt® iiberall
»Stetig® setzen.

' 11. st die Folge von Polynomen héchstens m~-ten Grades
{U, (x)} beschrinkt, so ist fiir jedes $¢ X die Folge (U (%) be-
schrinkt; das Umgekehrte ist auch richtig und besonders mit Riick-
sicht auf Anwendungen von Interesse. Dem Beweise schicken
wir den folgenden allgemeinen Satz voraus:

16. Ist {U,(x)} eine Folge von stetigen Operationen, und
ist dig Menge B aller 3¢ X, fir welche die Folge {U (%)} be-
schrdnkt ausfdllt, von zweiter Kategorie, so ist die Folge (U (x)}
in wenigstens einem Punkte beschrinkt. — Wir erkliren mittels
Induktion die Kugeln K (¢g=1,2,.)) folgenderweise: 1° Sei K,
eine Kugel mit der Eigenschaft, daB die Menge B in jedem
Punkte xe¢K; von zweiter Kategorie ist; 2° Angenommen die
Kugel K'q mit dem Mittelpunkt x, und Radius(rq sei bereits
erklart, jedenfalls so, dafl die Menge BK o, von zweiter Kategorie
ist. Sei qu (r=1, 2,..) die Menge aller xEKq, in denen stets
| U, (x)lgq'1 fiir reelle ¢ mit |¢|<p~'. Da die Mengen R
abgeschlossen sind und R1q+ R2q+.. ')BKq, so enthalt eing

) Die Sdtze 14. und 15. bleiben samt ihren Beweisen gliltig, wenn man
von Operationen héchstens m-ten Grades statt von Polynomen héchstens m-ten
Grades spricht; in diesen Verallgemeinerungen ist offenbar 11, enthalten,
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von ihnen, etwa quq, eine Kugel Kq+l; ist x_,, ihr Mittelpunkt
und Ay ibr Radius, so gilt |x, 14— x,|<7,, und man kann
ohne weiteres Tt A (rq — lxq_H —x, [} annehmen. Wegen
x, x| <r,r +1<Y/sr, ist dann die Reihe |x, | +|x,— x|+

[ x3—x, | +.. und umsomehr die Reihe x, + (x,— x)) + (x;—x,) +. .,
d. h. die Folge {x,}, konvergent; wir bezeichnen nun mit x,
ihren Grenzwert und behaupten, daB die Folge {U, (%)} im Punkte
X, beschrinkt ist. In der Tat, seien t, reellund 2 e X (n=1,2,..)
mit £ ~0, A ~0. Aus x,+h — xy==h,+(x,  —x) +(x,,,—

—k
xf/+1) + .. und Xgtrt1 — xq+k} < Totrr Totk <3 Tot1 (k=

- 1,2,..) folgt sofort Ixo—l—hn—xq|<]/z"]+|xq+l—~qu+3/2 Toi1s

da o s (rq“ | Xyiq— qu), so ist mithin |x,+ A&, — qu <
| A, |+ ’/2|xq_|_1 - x,,| Yer,. Man ersieht hieraus, daf} |x,+ h,—

xq|< r, und erst recht x,+ hnEKp . fir alle hinreichend grofien
. ,

Indizes n, etwa n> n,, weil ]xq n—xl< r,; der Definition von
K,, gemiB ist demnach [tU (x,+ hY|<q~' fiir reelle # mit
't[<p," und n>n,. Somit gilt aber ¢ U, (x,+A)~0 und
die Beschrinktheit der Folge {U, (x)} im Punkte x, ist festgestellt.

Ist der Raum Y vom Typus (B), so bildet B eine F,-Menge; denn be-
zeichnet man mit B, (p=1,2,..) die Menge aller x€.X, in denen stets
| U, (x) | <p, so sind die B, abgeschlossen und B; + B, +..=25. In diesem
Falle kann man den Beweis von 16. iuBerst kiirzea: Ist die Menge B von zwei-
ter Kategorie, so enthilt eine der Mengen B_ eine Kugel; bezeichnet x; thren
Mittelpunkt, so ist ersichtlich die Folge {U, (x)} im Punkte xy beschrinkt. Im
allgemeinen liegt die Sache nicht so einfach. B bildet zwar jedenfalls eine
F,s-Menge — denn bezeichnet Rp'q (p.g=1,2,..) die Menge aller x€ X,
in denen stets [tU, (x) | < g™ fiir reelle ¢ mit [£|<p~ !, so sind die R,,
abgeschlossen und (Rj; -+ Ry; +..) (R + Ryy+..)..=B — es kann aber
schon nicht mehr geschlossen werden, daB sie eine F,-Menge ist, sogar dann nicht,
wenn die Operationen U, (x) linear sind. Beispiel: Wir erkliren im Raume () die
lineare Operation y == U, (¥) mit den dem Raume (s) angehdrenden Werten,
durchvy={'r)p} mit np=n”§n fiir x = {Ep}; die Menge B besteht dann aus
allen Punkten x == {EP}, fiir die p" &0 (n=1,2,.)), und bildet kein F,;
wir wollen auf die Durchfihrung des Beweises verzichten !3).

Aus 14., 15. und 16. folgt unmittelbar

Satz VI 7Ist {U (x)} eine Folge von Polynomen héchstens
m~ten Grades, und ist fiir jedes 7€ X die Folge {U (%)} beschrinkt,

1) Uber die Definition von (/%) und (s) vgl. L e 2), p. 10 und 12.
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so ist die Folge (U (x)} in jeder beschrinkten Menge gleichmdfig
beschrinkt und gleichmdfig stefig.

In Erginzung davon formulieren wir noch den folgenden
Satz, der sich aus 14. und 15. sofort ergibt:

17. Ist {U,(x)} eine Folge won Polynomen héchstens m-ten
Grades, so ist die Menge B aller %¢X, fir welche die Folge
{U, (%)} beschrdnkt ausfdllt, entweder von erster Kalegorie oder
mit dem Raume identisch.

Man bestitigt leicht, daB die Menge der Konvergenzpunkte
einer stetigen Folge von stetigen Operationen abgeschlossen ist;
wegen 15. gilt demnach

18. Die Menge der Konvergenzpunkte einer beschrdnkien -

Folge von Polynomen hdchstens m- ten Grades ist abgeschlossen.
Die Grenze einer stetigen Folge von stetigen Operationen ist stetig; dies
erlaubt nach Satz VII auf 13. zu schlieBen. Man kann iibrigens 18. auch daraus
entnehmen, daB es fiir jede Baire'sche Operation erster Klasse mindestens
einen Stetigkeitspunkt gibt; denn eine solche ist hdchstens punktweise unstetig.

Jetzt kénnen wir den zu 17. analogen Satz beweisen:

19. Die Menge K der Konvergenzpunkte einer Folge von Po-
lynomen héchstens m-ten Grades ist entweder von erster Kategorie
oder mit dem Raume identisch. — Angenommen die Menge K sei
von zweiter Kategorie. Auf Grund von 14. und 16. ist dann die
Folge {U, (x)} beschrinkt; hieraus folgt weiter nach 18., daf} die
Menge K abgeschlossen ist und somit wegen der Annahme eine
Kugel enthilt; wir bezeichnen mit x, ihren Mittelpunkt und mit
r ihren Radius. Sei nun xe X; wir wihlen reelle, paarweise ver-
schiedene £,,..¢ mit |#(X —x)|<r. Nach 5. gibt es Ele-
mente y,0,..9,, aus Y, so daB U, (x)+t(X—xy))=1% ,+..
+t"y,, fir reelle ¢£; wendet man 1. an, so folgt y,,=
a,, U, (xg+1t, (X —x)+..+a,, U (x,+¢ (¥—x;). Da hierin
x,+ h(X — x)e K, so ist jede der Folgen {y, ,} konvergent; da-
raus ist unmittelbar ersichtlich, daf8 die Folge {U, (x,+ ¢ (x—x,))}
fiir alle reellen # konvergiert. Setzt man speziell £==1, so kommt
%eK; auf diese Weise erkennt man, dafl K=X, w. z. b. w.

Bekanntlich ist eine der Baire'schen Bedingung geniigende — insbeson-
dere eine Borel’sche — lineare Menge, mithin auch eine lineare Mannigfaltig-
keit, entweder von erster Kategorie oder mit dem Raume identisch4); darin
sind die Sdtze 17. und 19. fir m =1 enthalten: Die Menge der Konvergenz-
punkte einer Folge von stetigen Operationen bildet ja ein F,

W1 o %), p. 21—23.

i
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Es bedarf kaum eines Hinweises, daB die bekannten Prin-
zipe der Kondensation der Singularititen fiir Folgen linearer Ope-
rationen sich mit Hilfe von 17. und 19. ohne weiteres auf Fol-
gen von Polynomen hdchstens m-ten Grades verallgemeinern
lassen. Schlielich sei erwihnt: Ist {U (x)} eine konvergente
Folge von Polynomen héchstens m-ten Grades, U, (x) = U, , (x) + . .
+ U,,, (x) die kanonische Darstellung von U, (x) und U, (x,,.. x,)
die erzeugende Operation von U,,(x), so sind die Folgen
{U,,(x)} und (U, (x,,..x,)} konvergent.

Die obigen Sitze lassen fiir den speziellen Fall, daf z. B.
die Rédume X und Y vom Typus (B) sind, verschiedene Prizisie-
rungen und Ergénzungen zu. Wir stellen einige von ihnen zusam-
men; die Beweise mdgen dem Leser iiberlassen werden ). 1° Ist
U (x) eine Operation m-ten Grades und | U(x)| in einer Kugel
unterhalb stetig, so ist U(x) stetig; hier wird 11. benutzt. 2° Ist
U (x) eine Operation m-ten Grades, V/'(x) eine der Bare’schen Be-
dingung geniigende Operation und | U(x)|<|V(x)|in den Punk-
ten einer Kugel, so ist U(x) stetig; dies folgt aus Satz VL
3° Ein Polynom U(x) ist in jeder Kugel gleichmifig beschrinkt
und insbesondere ist die obere Grenze der aus den Zahlen | U(x) |
mit | x| <1 bestehenden Menge endlich; man nennt sie die Norm
des Polynoms U(x), in Zeichen |U]|. Ist U,(x) ein homogenes
Polynom k-ten Grades, so ist [U,| gleich der kleinsten Zahl m
mit | U, (x)| < m|x|* fiir xe X; sind X,,..X, Riume vom Typus
(B), und ist U(x,,..x,) eine fiir x,e X, erklirte k-lineare Opera-
tion, so ist | U|| gleich der kleinsten Zahl m mit | U(x,,..x) | <<
m|x]|..|x,| fir x,€X,. 4° Ein Polynom ist in jeder Kugel
gleichmifig stetig und geniigt sogar daselbst der Lipscurrz’schen
Bedingung ; man gehe von der Formel (27) aus.

12. Wir wollen jetzt noch einiges iiber Folgen von Polyno-
men mit reellen Werten aussagen; hier bedeutet also Y dauernd
den Raum der reellen Zahlen. Zunichst sei folgender Satz vor-
ausgeschickt, der spiter vielfache Verwendung findet:

20. Sind P ,(x) (n=1,2,..; i=1,..k) Polynome hichstens
m-len Grades mit P, (x)..P,,(x)30, und ist die Folge
{P,(x).. P (%)} bescarinkt, so gibt es reelle a,,, fir die

ni?

18) Fiir den Fall einer additiven bzw. linearen Operation vgl. L ¢ 2),

p. 54 und 78—79.
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a,,..a,,=1 und jede der Folgen {a,, P,,(x)} beschrinkt ist. —
Es geniigt den Satz fiir k=2 zu beweisen; fiir ein beliebiges &
folgt er dann sofort mittels Induktion. Sind x, ¢ X mit x,, -0,
so bildet das fiir reelle # erklarte Funktional P (¢ x, , + £, x, ) ein
Polynom hé&chstens m-ten Grades:

(29) P (4 x,,+tx,) ﬁf?“«(ffz 1 b,

wo die a" :i reell sind; wir setzen nun
,
. (ni)
A,=2a)]
e

und behaupten, dafl die Folge {4 ,A4,,} beschrinkt ist. Anderen-
falls gibt es eine Indizesfolge {n,} mit Anp1 A"P2 +0, Anp1 A"p 0

da stets | A | a\"p?

" Yy

<1, so koénnen wir annehmen, indem wir
eventuell zu einer Teilfolge von ({n)} tibergehen, dafl jede der
Folgen {47’ a("P,i)z} konvergiert. Ist A~} a<""')—+a(ﬂ::n,2 und

npi Tt npi oty

(@) L

(30) W, (&, ) _*:_Zaw, w b b
M, =m
fur reelle £, so ist nach (29) stets A:plz. P X4, +1, xan) -
W,(t,,t,); andererseits ist wegen der Voraussetzung die Folge
{P"p1 (, Xin +1, xznp) Pnp2 3 Xy, +¢ x2np)} beschrinkt und mithin
-1 -1 -1
Anpl Pn,,z @ *i, T b x2np)' Anpz PnPZ G Hin, + b xznp):"(An,,l An,, D
: —~1

Pnp'l ¢t *1n,, ti xan) Pnp'l (& *1n, +1, xZnP) ~0, weil (Anpl Anp2 ~0.

Auf diese Weise erhilt man W, (¢,%) W, (¢,t) =20, d. h. einen

Widerspruch, da der Definition von a®,. gemaf} '
172

T, =1
'ﬂl ’V2 =

und folglich wegen (30) sicherlich W, (¢,,£)5£0 ist. In Anbetracht
dessen, dafl | P, (x,,) P, (%) | <A, A4,, ist aber mit der Folge
{A, A, auch {P, (x,,) P, (x,,)} beschrinkt und man entnimmt
daher leicht der bisherigen Uberlegung: es gibt ein >0, so
daBl [P, (x)) P,(x) | <N fir x,e X, |x,|<r bei konstantem V.
Bezeichnet also p,; die obere Grenze der Menge der Zahlen
| P, (0)| mit [x| <7, 50 gilt pp, <N; wegen P (x) P, (x)&E0
ist dabei gewifl p,p,, 5 0. Die durch a,=p"", a,=p, er-
kldrten Zahlen leisten das Verlangte; a,a ,=1 und, da ersicht-
lich [a, P, (0]<1, |a,P,(x)| <N fir [x|<r, so ist jede der
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Folgen {a,, P (x)} im Nullpunkte beschrinkt, mithin iberhaupt
beschrinkt, :

Eine unmittelbare Folgerung dieses Ergebnisses lautet?%):
Sind P, (x) (n=1,2,..; i=1,..k) Polynome hichstens m-ten
Grades, und ist die Folge {P(x)..P,(x)} beschrinkt, so ist es
auch die Folge {P (x).. P (x)}, falls man die P(x)..P,(x)
als Funktionale der Veriinderlichen x,€ X betrachtet.

In 20. kann natiirlich der Zusatz P.(x)..P,(x) g=0 entbehrt werden,

n
wenn der Raum X vom Typus (B) ist, im allgemeinen hingegen nicht; Beispiel: -

k=2, Py (x) =0 und P, (x)=E, fir x= {&,} in Raume (s).

Naheliegend und trotzdem oft niitzlich ist der folgende
Satz 17)

21. Ist der Raum X separabel, so gibt es in jeder beschrénkien
Folge won Polynomen héchstens m-ten Grades {P (x)} eine kon-
vergente Teilfolge. — Sei die abzihlbare Menge der Elemente
x, (p=1,2,..) dicht in X. Vermdge des bekannten Auswahlver-
fahrens laBt sich aus der Folge {P (x)} eine in jedem Punkte
x, konvergente Teilfolge herausgreifen; nach 18. ist sie dann von
selbst konvergent.

Nicht so unmittelbar einzusehen ist

22. Sind die Folgen von Polynomen hiéchstens m-ten Gra-
des {P,,(x)} (i=1,..k) beschrinkt, und konvergiert die Folge
{Py(x)..P,(x)} gegen ein Polynom P(x)#% 0, so gibt es eine
Indizesfolge {n,}, so daf jede der Folgen {Pnpi (x)} konwergent ist.

Dieser Satz ist nach 21. selbstverstindlich fiir den Fall, daf
der Raum X separabel ist. Findet dies nicht statt, so ist der
Beweis weniger einfach; wir wollen ihn auf § 4 hinausschieben,
wo die notigen Hilfsmittel aus der elementaren Teilbarkeitstheorie
entwickelt werden.

Der letzte Satz versagt, wenn die Voraussetzung P (x) =z 0 nicht zutrifft;
Beispiel: k=2, P ; (x) =n"" ! und Py (x) =En fiir x={,} im Raume (m)8).

%) Vgl. G. Aumann, Satz iiber das Verhalten von Polynomen auf Kon-
tinuen, S.-B. preufl. Akad. Wiss. (1934) p. 924—931.

1) Fir den Fall von linearen Operationen vgl. L c.?), p. 123. Vgl
auch: R. Gateaux, Sur diverses questions de calcul fonctionnel, Bull. Soc.
Math. France 50 (1922) p. 1—37.

18) Uber die Definition von (m) vgl. . c.?), p. 11.

(Regu por la Rédaction le 1. 9. 1935).



