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Wir gehen von der folgenden Definition des topologischen
linearen Raumes aus: Eine Menge E bildet einen fopologischen
linearen Raum, wenn

1. fiir die Elemente von £ die Operationen der Addition
und der Multiplikation mit einer reellen Zahl definiert sind, die
den Axiomen des allgemeinen linearen Raumes geniigen !);

2. fiir jede Untermenge A der Menge E eine abgeschlos-
sene Hiille A CE definiert ist, die den drei Axiomen der topo-
logischen Riume geniigt?);

3. die Operationen der Addition und Multiplikation stetig
sind.

Die offenen Mengen eines im Sinne der Anmerkung?) topo-
logischen Raumes, als Umgebungen der in ihnen enthaltenen
Punkte betrachtet, gentigen im allgemeinen nur den drei ersten
Hausporrr'schen Axiomen und dem ersten Trennungsaxiom?). In
unserem Falle der linearen topologischen Riume jedoch, sowie
iberhaupt im Falle fopologischer Gruppen, werden auch das zweite
und dritte Trennungsaxiom automatisch erfiillt, d. h. der Raum
erweist sich als regulir. Diese Tatsache wird in § 1 bewiesen.

) Siehe S. Banach, Théorie des opérations linéaires, Warszawa, 1932,
chapitre I

%) Siehe z. B. P. Alexandroff, Uber stetige Abbildungen kompakter
Réume, Math, Ann, 96 (1926), S. 555. Diese Axiome lauten wie folgt:
) 1. Jede h&chstens aus einem Elemente von E bestehende Teilmenge 4
ist mit ihrer abgeschlossenen Hiille identisch.

2. A== A fiir eine beliehige Menge A C E.

% F. Hausdorff, Mengenlehre, Berlin, 1927, p. 227—229.



30 A, Kolmogoroff.

Deshalb schiene es vollkommen natiirlich, die allgemeine Theorie
der linearen Funktionale und Operatoren gerade in allgemeinen
linearen topologischen Riumen zu entwickeln. Ein bedeutender
Teil dieser Theorie ist jedoch bis heute nur fiir den Fall nor-
mierter Riume entwickelt, d. h. solcher Riume, in welchen jedem
Element x eine nichtnegative reelle Zahl | x| als Norm zugeordnet
ist, die den folgenden Forderungen gentigt:

¢y lax|=]a||x],
) |ty <|x[+]y],

wobei die topologischen Eigenschaften des Raumes durch den
Abstand zweier Elemente bestimmt sind, der nach der Formel
3 e(n,y)={x—y|

definiert ist.

Es entsteht die Frage: Welche linearen topologischen Réume
kénnen normiert werden? D. h. unter welchen Bedingungen kann
in einem linearen topologischen Raum eine Norm eingefithrt wer-
den, die den Bedingungen (1—2) unterliegt und mit Hilfe von (3)
die im Raum a priori gegebenen topologischen Beziehungen de-
finiert? Zur Beantwortung dieser Frage beniitzen wir die folgende
Definition 4): : ‘

Definition. Eine Menge ACE heifit beschrinkt, wenn
fir jede beliebige Folge {a,} von reellen Zahlen und fiir jede
beliebige Folge von Elementen {x }, die A angehdren, aus a -0
die Beziehung a x,-0 folgt (wo 0 in der zweiten Beziehungn die
Null des Raumes E ist).

Diese Definition gestattet uns die Formulierung des fol-
genden Satzes:

Satz. Fiir die Normierbarkeit des Raumes E ist notwendig
und hinreichend, daf in E mindestens eine beschrinkte konvexe
Umgebung der Null existiert.

Dabei heifit eine Menge ACE konvex
yeA, >0, u>0

Ax—+u
4 LxXTHy
€] Tt a e

, wenn aus xed,

folgt.
Dem Beweis dieses Satzes ist der § 2 gewidmet,

) S. Mazur und W, Orlicz, Uber Folgen linearer

Operationen, §
Math. 4 (1933) p. 152—157, insh. p. 152. perationen, Stud.
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§ 1.

In diesem Paragraphen kann E eine beliebige topologische
Gruppe sein, d. h. ein beliebiger topologischer Raum, in welchem
die allen Axiomen der Gruppe geniigende Addition definiert ist
und Substraktion und Addition stetig sind. Wir wollen beweisen,
dafl E in diesem Falle regulir sein wird, dafl, mit anderen Wor-
ten, fir jede beliebige Umgebung U(x,) eines Elementes x € £
eine Umgebung V'(x,) gefunden werden kann, die zusammen mit
ihrer abgeschlossenen Hiille in U (x;) enthalten ist. Mit Hilfe der
Transformation x' ==x—x, wird diese Aufgabe auf den Fall
x,==0 zurlickgefiihrt.

Es sei also eine Umgebung U der Null gegeben. Da 0+ 0==0
ist, kann infolge der Stetigkeit der Addition eine solche Umge-
bung VV der Null gefunden werden, daB aus x"eV, x” ¢V die Be-
ziehung x' -+x"'¢ U folgt. Es sei nun xeV. Da x— x==0 und
die Substraktion stetig ist, existiert eine solche Umgebung W (x)
des Punktes x, daB aus x'eW(x) und x”e¢W(x) die Beziehung
x’ —x"" eV folgt. Wir finden nun einen Punkt x* der sowohl
W (x) als auch V angehort (x* existiert, da xeV). Da x und x*
der Umgebung W(x) angehdren, ist x —x*eV. Da ferner x— x*
und x* der Umgebung V' angehéren, gehdrt x == (x— x*) + x*
der Umgebung U an, woraus
(5) vcu
folgt, w. z. b. w.

' § 2.

Die Notwendigkeit der Bedingungen unseres Satzes ist evi-
dent, da die aus allen Punkten mit |x| <1 bestehende Sphiare
eine konvexe beschrinkte Umgebung der Null bildet. Es bleibt
zu beweisen, daB die Bedingungen hinreichend sind. Es sei U
eine konvexe beschrinkte Umgebung der Null. Wir bezeichnen
mit U die Menge der Punkte x=ax’, fiir welche x'e U. Bei
jedem beliebigen a = 0 ist die Menge aU eine beschrinkte Um-
gebung der Null. Wir setzen definitionsgemifl
(6) |x|=sup|a|, xeE—alU,
wo das Zeichen sup iiber alle a erstreckt wird, fiir die die Be-
ziehung x¢ E—aU gilt.

Man sieht sofort, daB die nach der Formel (6) definierte
Norm der Bedingung (1) geniigt.
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Wir wollen jetzt beweisen, dal die Bedingung (2) ebenfalls
erfillt ist. Bemerken wir zu diesem Zweck vor allem, daf aus
xcall und yeal bei A >0, u>>0

Ax-+uy
T}’—H—GQU
folgt und daher, aus |x| <@ und |y| <@
hx+uy
T S
‘ . , @ , @
folgt. Setzen wir nun |x|==4, |y|=p, A+ u=0, x'=—x, y' = Y
dann ist
L
=% x| =,
;@
1y == lyl=q,
- “'+#y" _ _
[xtyl=|= | <e=ttu=Ilx|+]y],
w. z. b. w.

Es bleibt zu zeigen, dafl die Entfernung ¢(x,y)=|x—y
dieselben Grenzbeziehungen definiert, wie sie im Raume E voraus-
gesetzt wurden. Wir betrachten den Punkt 0 und beweisen, daf
die Mengen aU (a>0) ein volles System von Umgebungen der
Null bilden. Es sei W irgendeine Umgebung der Null; es sollen
solche a > 0 gefunden werden, dafl aU in W enthalten ist. Wire
dies unmdglich, so kénnte man eine solche Folge a -0 und
eine solche Folge x ¢ U finden, dafl die Punkte a,x, fir alle n
auflerhalb W liegen und daher die Folge a,x, nicht gegen
Null strebt, was der Beschranktheit von U widerspricht.

Die Mengen aU bilden also fiir >0 ein volles Umge-
bungssystem der Null. Man sieht sofort, dafl die Sphire |x| < a
in der Menge aU enthalten ist. Wenn daher bewiesen werden
wird, daB O ein innerer Punkt jeder Sphiére |x|<a, a> 0, ist,
so wird damit gezeigt werden, daf das System der Sphéren
| x| <a,a>0, dem vollen Umgebungssystem al/ der Null aqui-
valent ist. Jede Sphire |x| <a, a> 0, enthilt aber eine Umge-

bung der Null, welche dem Durchschnitt von %aU und — %waU
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, .- 1
gleich ist9). In der Tat, ist xe-;»aU und gleichzeitig xe — ——2~aU,
. 1 -
so wird x auch in jeder Umgebung bU mit |b]> 5 a liegen,

woraus | x| =7, 3 a < a folgt.

~ Mittels der Transformation x'==x-— x,. iiberzeugen wir uns,
daB die Sphiren um den Punkt x, dem vollen Umgebungssystem
dieses Punktes aquivalent sind. Damit ist unser Satz vollstindig
bewiesen. *

%) Es wiire iibrigens nicht schwer sich zu {iberzeugen, daff die Sphire
| x| - a mit dem Durchschnitt von oU und — aU zusammenfllt.

(Regu par lo Rédaction le 26. 5. 1934).

Studis Mathematica. T. V.





