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Es sei
0)) i‘a. —az—li—+2n'b —Q—L-l—-l—cur:f' Diskr. (a,)=1

ey ¥ 0x,0x, j=1 7 0x ’ )
eine lineare Differentialgleichung vom elliptischen Typus?). Dabei
sollen die Koeffizienten q,,, b;, ¢ wie auch das freie Glied f in
den unabhingigen Variablen x,,x,,...,x, Hélderbedingungen
erfiillen. Ich habe schon frither auf eine Methode hingewiesen 2),
die ohne Verwendung von Fundamentallsungen oder verallge-
meinerten Potentialen Schranken fiir u und ihre Ableitungen
liefert; anschliefend fiihrte dieser Weg unmittelbar zur Ldsung
der ersten Randwertaufgabe (ohne Benutzung der Integralglei-
chungen).

In der ausfiihrlichen Darstellung %) habe ich betont, daff aus
dem Beweisgang leicht numerische Abschétzungen firr die in Be-
tracht kommenden Konstanten gewonnen werden kénnen4). Der

1) Auch Systeme von Differentialgleichungen der Form
n

n_2Y S e, ) U S
SNa s ) T 7m ) X
Wwiel axidxk+ = —Ilbrm Ox, + %16’” Bn =fi J=12..,s.

m=1r=
konnen zugelassen werden.
) J. Schauder, Sur les &quations aux dérivées i
. y partielles du type elljp~
ii1que, C. 1} Acad. Se. 195 (27. XII, 1932) p. 1365 und J SchauderypSur Ilzs
€quations linéaires aux dérivées partielles du t llipti '
A ype elliptique, C. R, 196 (9, I
%) J. Schauder, Uber lineare elliptische Differentialgle;
s eich i
Ordoung, Math. Zeitschr. 38, Heft 2 (Januar 1934) p, 257-—-g282. Hngen mueiter
1) loc. cit. %), FuBnote 6 und f£.
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Genauigkeit halber will ich hier diejenigen Schranken angeben,
die sich noch durch etwas sorgfiltigere Abschitzung in den For-
meln der unter %) zitierten Arbeit (sie wird als bekannt voraus-
gesetzt) erzielen lassen ?).

Sei G ein Gebiet der Klasse BA und u eine Lésung der
Gleichung (1), deren Ableitungen zweiter Ordnung Hélderbedin-
gungen mit dem Exponenten ¢ gentigen?). Der Holderexponent
von a,,, b, cund f sei derselbe. Wir verstehen weiter unter w (e)
eine nichtnegative und nichtabnehmende Funktion, die keines-
wegs stetig zu sein braucht. Wir setzen voraus, dafl uns
eine Abschitzung fir |uf, fir die ersten Ableitungen |D, ul,
sowie auch fiir die Kontinuititsmoduln der ersten Ableitungen
bekannt ist, namlich
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und weiter
2layl+2 16| +]c| <m

(3) 2: “ aik“u -I_E“ bj”u '+— |lc”u<M; M>/ 1'

Es ist nun leicht daraus die Schranken fiir |u],, zu er-
mitteln. In der Tat sei R der Rand des Gebietes G; sei R,
eine Teilmenge®) von R, die wir weiterhin als ein Hyperebenen-
stick x, == const. annehmen. Durch diese Einschrinkung biilen
wir nichts an Allgemeinheit ein.

Sei P ein beliebiger Punkt in G+ R,. Er hat dann von
R—R, eine positive Entfernung d(P). Die obere Schranke von
d(P), falls Pin G+ R, variiert, bezeichnen wir mit D. Ist A eine

%) Diese Arbeit wird im Folgenden mit M. Z. zitiert. Die dort eingefiihr-
ten Bezeichnungen fir [z, ,, Han (f) werden beibehalten. Die Definitionen
von W (P, 1), W erhalten einen etwas anderen Sinn, was natiirlich genau
erdrtert wird.

) Ein Gebiet besteht nur aus inneren Punkten.

") Wir werden voraussetzen, dafi auch am Rande die Lésung o - Holder-
stetige Ableitungen zweiter Ordnung besitzt. Von dieser Zusatzbedingung kann
man sich nimlich leicht befreien. Ubrigens 18t sich miihelos beweisen, daB eine
Lésung u von (1), deren Randwerte ¢ auf einem Randstiicke R, sich als zwei-
mal -~ Hélderstetig differenzierbar erweisen, in der abgeschlossenen Umgebung
von Ry o - Hlderstetige Ableitungen zweiter Ordnung besitzt. (Vgl. M. Z., p.278).

% die auch leer sein kann.

3#:
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Zahl aus dem Intervall J) <0, iaf;;(g)(m)), so wird unter W (P, 1)
der Durchschnitt?®) von G mit demjenigen n -dimensionalen
Wiirfel verstanden, der P als Mittelpunkt besitzt und dessen

achsenparallel laufende Kanten die Lange apm:/%:« Ad(P) haben.

n
Unser Ziel ist die obere Schranke N (%) der Funktion = (P, 1)
@) w (P, ) =]l . [dPNT PeG+ R,

zu bestimmen. Dabei wird die elementare, in jedem geniigend
reguliren (z. B. konvexen) Teilgebiete g vom Durchmesser ¢ gel-
tende Ungleichheit

@

©) , g pyu [ Ou
S+ A, 0x,0x,

i u
dx,0 x,

®) Max

g

benutzt. Es werde nun derjenige Punkt P betrachtet — P& G-+ R
fiir welchen

©) N@)<2w(Ph).

Wir miissen zwei Fille unterscheiden, je nachdem die Ent-
fernung s des Punktes P von R,

3Ad(P) K
) @) s<—¥](c—(0’%l)—@:3n oder f) s>37,

Im Falle ) konstruieren wir um P, als Mittelpunkt achsen-
parallel einen Wiirfel W von der Kantenlinge 107. W ragt teil-
weise tiber das Gebiet hinaus. Um eine Abschitzung in W (G + R))
vornehmen zu kénnen, miissen wir in irgendeiner Weise die L&-
sung u, ihre Derivierten Du, Dyu einzeln auf den ganzen
Wiirfel erweitern, so daf§ die Normen |u],, | D, u],, (D,ul, er-
halten bleiben. Genauer, es handle sich z. B. um ein gewisses
D,u. __Wir setzen D, u(P) fir PeW— (G+R) gleich dem Werte
D (P) in demjenigen Punkte P des Randteiles R,, der dem
Punkte P am nichsten gelegen ist. Wir ordnen nunmehr jedem
Punkte P aus W einen Wiirfel W, zu, mit P als Mittelpunkt und

%) k(m) bezw. k' (m). sind die untere bezw. die obere Schranke von

]/7:, unter 2; die Eigenwerte der Matrix (a,,) verstanden (Vel. M. Z,, Formel (5)).
') Diese Definition von, W (P,2) schlieBt alle in M. Z. behandelten Fille

in sich ein.
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den zu den Koordinatenachsen parallelen Kanten der Linge %

Fir PelW— (G + R)) hat man

@) |D,ule Y < ull7 Y < [ul PP <16 u) P

“,2

ClP”.

Um die erste Ungleichheit in (8 2) zu verifizieren, muff man nur
beachten, daf} P, der dem Punkte P am nichsten gelegene Punkt
von R,, offenbar auch in W liegt, nimlich auf der Senkrechten
zu R, durch P. Die zweite Ungleichheit in (8a) ist einfach die

Folge der Tatsache % ap <L ap 1), woraus auf Wy .WC W (P, %)

geschlossen werden kann. Die letzte Ungleichheit ergibt sich
endlich genau so, wie in M. Z. Seite 267. Gehért aber P zu
(G+R,)).W, so ist aus denselben Griinden

b [ DuP Y <ul < 16]u]

w @, 2

W (P, )
w, 2 ‘

Die Wiirfel W),, die jedem P&W zugeordnet werden, er-
fiillen wegen (8) alle Voraussetzungen des Hilfssatzes Il aus M. Z.
(p. 264). Wir gelangen somit, wenn wir diesen Hilfssatz anwenden,
zur Ungleichheit
©) 355 <K my 5™

Die Konstante K, (m) hingt, wie dies durch die Schreibweise
angedeutet wurde, von m ab, der in Formel (3) vorkommenden
Zahl. Ebensolche Bedeutung kommt auch den weiterhin benutzten
Konstanten K, (m), K, (m) etc. zu®). :
Die Gewinnung der Schranke fiir HuHZ/Qm”Z) d01+u bereitet
nun¥) keine besondere Schwierigkeit. Sei P, der dem Punkte P,
am ndchsten gelegene Punkt von R;. Wir verlegen den Koordi-

natenursprung nach P,. Dadurch wird an ], , nichts gedndert.
In dem neuen Koordinatensystem mdge etwa die x,— Koordinate
von P, positiv sein, Der durch

0. x, <47
(10) | x,
definierte Quader T enthalt W(P,,%), was aus geometrischen

LNy i=2,...,n

14) Man darf offensichtlich alle K (m) >»1 annehmen.
1) dg = d (By)
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Uberlegungen sofort ersichtlich wird. Wir miissen uns nur die
Definition von W(P,, 1) vergegenwirtigen wie auch die Tatsache,
daf in dem zu erledigenden Fall &) die Entfernung s nicht gro-
Ber ist als 37. Ebenso ist auch die Relation B C W (G + R)) geo-
metrisch evident. Endlich ist die Entfernung des Quaders ¥ von
den in G gelegenen Randpunkten von (G+ R,) W nicht kleiner
als 7. Wir kénnen also die Hilfssitze Ill bis VI aus M. Z., Kap. IlI
anwenden4) und #hnlich wie in M. Z., Kap.Ill, Seite 274 —276
vorgehen.

Wir schreiben zu diesem Zwecke in W(G+R,) die Glei-
chung (1) in der Form

0 o’u 0 ’u
.
(11) FO (ll) =S “~ qQ., ——————— - (aik e aik) s —

Es ist, den Formeln (11) und (5) gemiB, und da der Durch-
messer von W (G+ R)) nicht mehr als 107\ n betragt

12) Max | V| <K, ()[4 dy M.H Y CTR (D, u) +
+M}f‘"1d0“"1 @ (107 Yn) + C + Max | £]]
(12, HYCTRILK, (m) [MAdy HY CTRY(D, u) +

M T 73 — - ..
t T (u(1on\/n)+Mc+x‘~ dy T “CH+hdyHY TR (D, u) +

ld

Die Funktion u, als Lésung der elliptischen Differentialglei-
chung F (u) =y mit konstanten Koeffizienten betrachtet, kann
im Quader W(G+R,) in der Gestalt einer Summe u=u +u,
dargestellt werden, wobei u; die Gleichung Fj(u)=y erfillt
und am Rande von W(G+R)) verschwmdet wihrend u,
die Losung der homogenen Gleichung Fy(u,) =0 ist, welche
am Rande von W(G+ R)) dieselben Werte wie u annimmt. Hilfs-

') Natiirlich sind die dort gegebenen Dimensionen belanglos. Es handelt
sich vorwiegend darum, daf T und W aus zwei Standardfiguren von fester
gegenseitiger Lage durch homothetische Kiirzung im Verhiltnis 4 hervorgehen,
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satz VI aus M. Z. ermdglicht uns nun u; im kleineren Gebiete I8
[und demzufolge auch in W (P, 4)] folgendermaflen abzuschitzen:

(13) 2% < 5 < Ko ) [ M -+ O ()]

2;‘ d“

Nimmt man jetzt die Formeln (12) zu Hilfe, ersetzt in (12)
rechts H“W(G"‘" ) (D,u) durch die aus (9) flieBenden Abschétzun-
gen und trigt zuletzt alles in (13) ein, so kommt man zu

14y u |V K K y(m) [ dy M. a3 "+ w(lomn)+

@2

C+Max|f|

u Ado

+M C+Adyulyy™? Wd w<1own>+
0

+ X T C+ H ()]

Was u, anbetrifft, so muf§ beachtet werden, dafl die Rand-
werte von u, — am Rande von W(G+R,) — mit denen von
u iibereinstimmen. Fiir diese Randwerte gilt also

‘uzi;'ﬁu":’"(Po) +Z[xj j(PO)] (P0)+n0[w 10y n)]=
=u2 + ”2 + ”2 . |

u,, ist konstant und luy | < C; uj ist eine Linearform, deren
Koeffizienten dem absoluten Betrage nach < C sind. Da weiter
offensichtlich (uz)HO und | u, Hw ,<C ist, bleibt nur noch
die Betrachtung von u2 Wird zu diesem Zwecke Hilfssatz IV
aus M. Z. benutzt, so erhilt man — falls mit ¢ die Randwerte
von u auf R, bezeichnet werden —

, w (107 n
a5 Il <lul® <K C+2d c-:-L—lSr;C—,;iTM
19l ]

Die Zusammenfassung von (14) und (15) liefert
(16) [u]Z &P < Ky (my Do dy M. Ju ™ P+

2 d, [ul PP+ H D).
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Fiir

— 1
_10 Vn k' (m) DM«
_——WMax [1, K, (m) ] |
erhilt man aus (16) eine Abschitzung fiir dol_"“||u]|;v2m"'a) . Uns

interessiert insbesondere eine Abschitzung fir gentigend
groBe M), Dann ist

17) 710-

k (m) 1
10 yn k&’ (m) K, (m) M “ D

(18) 3=

und man bekommt durch Einsetzen von (18) in (16)

N(@,)
2

(19) Lw(Pyh)=d'T“|u “Z/Z(P\n h

1 1 1
<KD 17 0 (x) M+ Max1+5,°0) + 1

Die Erledigung des Falles ) geschieht nach demselben
Schema und ist sogar einfacher. Hier fithren die Uberlegungen
des Kap. II aus M. Z. direkt zum Ziele.

Wir bilden um £, als Mittelpunkt einen achsenparallelen Wirfel
W, jetzt aber nur von der Kantenlinge 67, d. h. genau so wie
in M. Z. p. 266. In den dortigen Formeln (30), (31) muB nur
die sich fiir M‘anlDzu} aus Formel (5) der vorliegenden Note

fir g=W ergebende Ungleichheit eingetragen werden und zu-
gleich beriicksichtigt werden, da nach (2) die Koeffizienten g, &
als o-Holderstetig vorausgesetzt waren. Das Ergebnis ist wie-
der Formel (19), .wobei sogar rechts lol,, , fehlt1). Die ver-
langte Abschitzung fiir N () wurde auf diese Weise gewonnen.

Auf dem gewthnlichen Wege (Vgl. M. Z. p. 269) leitet
man aus (19) eine entsprechende Ungleichheit fiir jedes Gebiet
G’CG, daB sich ganz, teilweise oder iiberhaupt nicht an den
Rand R von G anschmiegt, ab. So z. B. gilt fir das ganze
Gebiet G selbst

*%) Sonst bekommt man eine nur von m abhingige Abschitzung,
%) Da jetzt W ganz zu G gehirt.
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. PUEELID
(20) flu Hfz << K(m)lM T, ("_I) +
) M“ - 17)
(€ Max ]+ HE () o, ]

oder unter Benutzung des Lanpau’schen O-Symbols abgekiirzt

ekt 1 4

e Jal,¢,=0[a o[ )]
. M

Durch besondere Wahl der Funktion © (&) erhélt man schon

aus der kiirzeren Form (21) mannigfache Schranken. Ich nenne

folgende zwei Grenzfille: &) w(§) =2 C=konst. §) o (¢) =

0 u .
:—a(f Max | =7 ) Der erste Fall besagt, daB uns nur eine
ik Dx,0x,
| 0u
Abschétzung fiir |u| +2 ox. | gegeben ist, im zweiten wird
J 7 .
eine ,a priori“ Abschitzung fir|u|, |D,u|, |D,u| gefordert.

Diese beiden extremen Spezialfille werden unter anderem in
einer vor kurzem erschienenen Note angekiindigt!®), in welcher
librigens von dem Ideenkreise ausgiebig Gebrauch gemacht
wird, der sich bereits in meinen Untersuchungen befindet.
Die hier entwickelte Methode ergibt auch viele andere Ab-
1 1
schéatzungen, z. B. ||u[]“‘1=0(/|4)w(;) )u. s. w. Setzt man

141

1) Man konnte auch die Konstante K (m) in ihrer Abhéngigkeit von m
(und auch von D) genauer verfolgen. In der Tat lassen sich fiir & (m) und &’ (m)
(vgl. FuBnote 9) Abschitzungen nach unten und oben bestimmen; dasselbe
gilt fiir alle K, (m).

18 R. Caccioppoli, Sulle equazioni ellittiche a derivate parziali con n
variabili indipendenti, Rend. Accad. dei Lincei XIX (7. 1. 1934), p. 83—89.
Dagegen rithrt von diesem Verfasser die nachiridgliche Bemerkung her, daB
Methoden und Hilfsmittel solcher Art, wie ich sie benutzt habe, ausreichen, um
den Fall der «-Hoiderstetigen Koeffizienten zu erledigen; ich habe mich ném-
lich in  meinen fritheren Untersuchungen mit (x-+e)-Holderstetigen Koeffi-
zienten a;, begniigt. Wohl aber ist auch dieser Beitrag in den Uberlegungen
der vorliegenden Note enthalten.

1) Folgt direkt aus Formel (19) und nachtriigliche Anwendung der Uberle-
gungen aus M. Z. p,269. Man bekommt auf diese Weise die genauere Abschtzung:
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die Kenntnis der ,a priori“ — Schranken nur fir u und deren

Kontinuititsmodul voraus, so wird man zu den den Ungleichhei-

ten (19), (20), (21) u. s. w. analogen Ungleichheiten gefithrt,
14« 24«

in welchen M © durch M~ ersetzt wird. Endlich kann man —

wenn man will — Fille betrachten, wo statt der Ungleichheit (3)

die folgende benutzt wird
(22) la,, (P)—a,, (PY|<w(ry); ete.

@< M (fiir kleine 2).
&

Es scheint mir aber, daB man, um einen wirklichen Fort-
schritt fiir die sog. ,a priori“ Abschitzungen in der Theorie
der nichtlinearen elliptischen Differentialgleichungen zu erzielen,
fiir lineare Differentialgleichungen dieser Art Abschitzungen ge-
winnen muB, die erheblich schirfer sind oder sogar eine andere
Natur besitzen (Vgl. diesbeziiglich M. Z., Fuinote 6).

Hllllaﬁ < k(m)[Mw (_1_1)+C+ I\lllixulf|+H(,lf)]
Mo M « M-zz_

Da weiter nach dem Inhalte der FuBnote !) dieselben Abschitzungen
auch fiir die dort angegebenen Systeme gelten, so lassen sich weitere Schran-
ken durch Differentiation der Gleichung (1) gewinnen; z B.: gilt statt (2)

|u| 43 Max| Dyu| + 3 Max | Dyu| < C; [ Dyu(Py) —Dyu(Py) | <ol y)
und statt (3) ‘

el <M el <M,
1
soist  Jufy . =0M)e (_l—) , (entsprechendes fiir| ul|,, s)
Mo

etc.

(Regu par la Rédaction le 19. 7. 71934).





