Sur les groupes linéaires bornés (IIl) 1)
par

H. AUERBACH (Lwéw).

~ Noyps avons affirmé que presque tous les éléments d’un

groupe linéaire continu borné et connexe G sont du méme ordre,
les éléments exceptionnels étant d’ordre inférieur?). Nous nous
sommes aperg¢u plus tard que la démonstration de cette propo-
sition indiquée a l'endroit cité est insuffisante.

Dans le Mémoire présent nous démontrons ce théoréme
3 l'aide d'un résultat de M. WevL qui permet d’établir en méme
temps certaines autres propriétés communes i presque tous les
éléments du groupe G. En s’appuyant sur le théoréme I ainsi
obtenu nous généralisons ensuite le théoréme sur l'existence de
deux générateurs?®). D’aprés le théoréme généralisé, deux élé-
ments pris au hasard dans le groupe G déterminent presque
toujours un sous-groupe dénombrable partout dense.

En se servant de ce théoréme et d'un raisonnement de
M. J. v. Neumany, MM. J. Scureer et S. Uram ont établi l'exi-
stence de deux générateurs pour tout groupe topologique com-
pact et connexe4).
' Le contenu du dernier paragraphe se rattache aux théo-
rémes | et IV de la seconde partie et est indépendant de ce
qui précéde.

'} Les deux prémidres parties: Studia Math. 4 (1933) p. 113—127 et
158 —-166; désignées dans la suite par [, 1L

3 11, p. 164, théoréme VI,

" Comptes Rendus 197 (1933) p. 1385. La connaissance de cette Note
n'est pas supposée. ‘

4) Voir Fundamenta Mathematicae 24.
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§ 1.

Soit G, un groupe linéaire semi-simple unitaire d'ordre s
et de rang L D’aprés les principes de la théorie des groupes
semi-simples, le groupe G, contient une infinité de sous-groupes
abéliens clos d’ordre /7). Soit 7, un de ces groupes. On peut
représenter le groupe G, par I’équation

1) A=P7'CP

C désignant I'élément général du groupe 7, dépendant de / para-
métres et P un élément du groupe G, dépendant de s — [ para-
métres?). Le groupe 7, étant clos il en résulte, d’aprés la théorie
de la mesure, que presque tous les éléments du groupe G, sont
normaux d’ordre /, les éléments exceptionnels étant d’ordre
inférieur 7).

Soit maintenant G un groupe linéaire continu borné et
connexe non commutatif d’ordre r. Il se compose d’un groupe
semi-simple unitaire G, et d’un groupe abélien G,, engendré
par les matrices infinitésimales distinguées®). Nous désignerons
comme précédemment par s et [ Pordre et le rang du groupe
G, et par y, un sous-groupe abélien clos de G, d’ordre L

Soit encore 7 le groupe abélien composé des groupes 7,
et G, d’ordre I+ r—s. D’aprés le théoréme que nous venons
de citer, tout élément du groupe G est le produit de deux &lé-
ments appartenant respectivement & G, et G,. En multipliant les
deux membres de I’équation (1) par I'élément général du groupe
G, on voit que tout élément du groupe G est semblable & un
élément du groupe 7. On en conclut comme précédemment que
presque tous les éléments du groupe G sont normaux et du
méme ordre (qui est au moins égal & [+7r—s), les éléments
exceptionnels étant d’ordre inférieur.

%) Voir E. Cartan, La Théorie des Groupes Finis et Continus et '’Ana-
lysis Situs (Mém. Se. Math. 42, 1930) p. 38, .

%) H. Weyl, Theorie der Darst;allung kontinuierlicher halb - einfacher
Gruppen durch lineare Transformationen. III, Math, Zeitschr. 24 (1926) p.
377—395; p. 378.

") Voir II, p. 160, théoréme IL

8 II, p. 162, théordme III
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Nous avons ainsi complété la démonstration du théoréme VI
de la seconde partie. Par considération de la méme équation
on obtient encore sans peine le '

Théoréme I Presque tout élément du groupe G est le
produit d'un élément normal d’ordre | du groupe G, et d'un
élément normal du groupe G, qui est un générateur de ce groupe.
Presque tout élément de G est aussi générateur d'un sous-groupe
abélien de G, composé d’un sous-groupe abélien clos de G, d’ordre
l et du groupe G,.

Il importe de remarquer que les divers sous-groupes 7, de
G, coincident avec les groupes normaux engendrés par les élé-
ments d’ordre L. On peut aussi caractériser les groupes 7, ou ¥
comme les sous~groupes abéliens d’ordre maximal.

§ 2.

En conservant les notations précédentes nous allons consi~
dérer d’abord le groupe G. }

Soient A un élément du groupe G, d'ordre /, U une mat-
rice infinitésimale générale®) du groupe normal y,=[A] et T la
matrice correspondante dans le groupe adjoint de G,. Dans la
décomposition de 'espace des paramétres déterminée par la ma-
trice T, les vecteurs appartenant & la racine zéro constituent un
sous~-groupe abélien d'ordre / dont les éléments réels forment
le groupe %,. A toute racine @ == 0 corresponde un vecteur
e, =0 et un seul tel que Te,=ce, ). Les racines ¢ étant conju-
guées deux i deux on peut supposer que les vecteurs e, le
sont aussi.

Tout vecteur, réel ou complexe, peut é&tre représenté d'une
seule maniére sous la forme

2) emao—l-}_‘","c(x e,

a, désignant un vecteur appartenant a la racine zéro et les ¢,

%) C’est-d-dire telle que la matrice correspondante du groupe adjoint

admet le plus grand nombre possible de racines caractéristiques différentes.

1) Voir E. Cartan, Thése, p. 55, ou H. Weyl, Math. Zeitschr.ﬂ24
(1926) p. 364~366. Pour simplifier I'écriture, nous désignons par la méme
lettre le groupe fini, son groupe infinitésimal et 'ensemble des vecteurs cor-
respondants.
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étant des nombres complexes. Pour que le vecteur soit réel, il
faut et il suffit que a, soit un vecteur du sous-groupe 7, et que
les coefficients ¢, soient conjugués deux i deux en méme temps
que les vecteurs correspondants e,. On le voit tout de suite en
passant dans (2) aux valeurs conjuguées.

Soit B=-¢" un élément normal d’ordre / du groupe G, tel
que dans 1'équation (2) relative & la matrice I tous les coefficients
c, sont différents de zéro. D’aprés un théoréme de M. Carran1i?)
tout élément du groupe G, est engendré par une matrice infini-
tésimale. Les matrices infinitésimales A pour lesquelles un ou
plusieurs coefficients ¢, sont nuls dépendant de moins que s para-

métres, I'ensemble des éléments correspondants ¢’ est de mesure
nulle. Enfin, presque tout élément du groupe G, est d'ordre /
d’aprés le théoréme . Par conséquent, on peut prendre pour 53
presque tout élément du groupe G,.

En désignant maintenant par e le vecteur représentant la
matrice V, posons

e == a, —l—Z’c“eu

3 e =Te = 2ace,
p~1

ep-—]. = Tep—-Z = 2“ ¢ €,

p=-s— [ étant le nombre des racines @ = 0.

Ces vecteurs sont évidemment réels. Le déterminant de la
matrice (c,, @c,,...., @" ' c,) étant par hypothése différent de
zéro, les vecteurs e, s’expriment linéairement par les vecteurs
€, €,....; €, et a,. 1l en résulte que les matrices infinitésima-
lesV, V,...., V,,_1 correspondant aux vecteurs e, e yrenye
et celles d’une base du groupe 7, forment une base infinitésingale
du groupe G,. :

Les éléments A, B engendrent un sous-groupe dénombrable
partout dense de G. Pour le démontrer, désignous par I le plus
petit groupe clos contenant ces deux &léments. Clest un groupe

1) E. Cartan, Les tenseurs irréductibles et les groupes linéaires simples
et semi-simples, Bull. Sc. Math. (2) 49 (1925) p, 130 —152; p. 143 —144,
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de Lie qui contient évidemment le groupe y,==[A4]. Il contient

aussi le groupe ¢'”. En effet, le plus petit groupe clos qui con-
tient le groupe ¢'” étant un sous - groupe normal!?) de G,, son
ordre ne peut pas dépasser /; il se confond donc avec [B]. Le
groupe I' admet par conséquent les matrices infinitésimales
u, v, V=[UV],...., V,_1=[UV, _,]*) ainsi que celles du
groupe 7;. Clest donc le plus petit groupe clos contenant G,.

On voit que 'on peut prendre pour A n’importe quel élé-
ment d’ordre [ et ensuite choisir & volonté 1'élément B qui,
toutefois, ne doit pas appartenir 2 un certain ensemble de me-
sure nulle dépendant du choix de ’élément A.

Nous passons maintenant au groupe G. Soit 4 un élémeént
de ce groupe jouissant des propriétés formulées dans le théo-
réme I, d'ailleurs quelconque. L’élément A est donc générateur
d'un sous-groupe abélien maximal y et on a A=A4,A4,, A dé-
signant un élément normal d’ordre / du groupe G, et 4, un élé-
ment du groupe G,. Désignons par B, un élément du groupe
G, déterminant avec A, un sous-groupe dénembrable partout
dense de ce groupe et posons B=B,B,, B, étant un élément
quelconque de G,. On voit comme précédemment qu'on peut
prendre pour A presque tout élément du groupe G et pour B
tout élément qui n'appartient pas & un certain ensemble de me-
sure nulle dépendant du choix de A.

Le plus petit groupe clos contenant les éléments 4, B con-
tient le groupe 7 dont A est un générateur et, en particulier,
son sous-groupe G,. Il contient par conséquent les éléments
A4,, B,, donc aussi le groupe G,. C’est donc le plus petit groupe
clos contenant G.

Supposons que l'on ait défini dans Pensemble des couples
ordonnés d’éléments du groupe G la mesure correspondante
a celle adoptée pour le groupe G. On peut alors énoncer le

Théoréme Il. Soit G un groupe linéaire continu borné
et connexe. Presque tout couple d’élémenis du groupe G engendre
un sous-groupe dénombrable parlout dense.

), p. 122, théoréme III,
%) [PQl = PQ— QP.
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§ 3.

Considérons un groupe linéaire borné G ouvert et connexe
d’ordre r. Il est le produit direct d'un groupe clos G, (qui peut
se réduire 3 P’élément unité) et d’un groupe abélien G,, iso-
morphe au groupe des translations d’un espace euclidien*¢). Un
&lément quelconque A du groupe G est donc le produit de deux
éléments bien déterminés A,, A, appartenant respectivement
3 G, et G,. Ces éléments varient d’'une fagon continue avec A En

effet, si 'élément A, décrit un voisinage d'un élément A dans

o]
G, et de méme A, un voisinage d’un élément A, dans Gz’ le
prodult A A, depend de r parametres essentlels et par suite

décrit un voisinage de 1'élément A -——A A dans G.

Soit H un sous-groupe clos de G. Les éléments A4, cor-
respondant aux éléments de / forment évidemment un sous-
groupe clos de G,. Ce sous- groupe se réduit & 1'élément unité,
car dans le cas contraire le groupe G, contiendrait un élément
cyclique différent de I'élément unité?), ce qui n’est pas.

Théoréme L. Soit G un groupe linéaire borné ouvert et
connexe, produit direct d'un groupe clos G, et d’un groupe abé-
lien G, isomorphe au groupe des translations d’un espace eu-
clidien. Tout sous-groupe clos de G est contenu dans le groupe
G,. Par conséquent, une telle représentation du groupe G comme
produit direct n'est possible que d’une seule maniére.

En appliquant ce théoréme aux sous-groupes clos & un
paramétre on voit que le groupe G n’admet pas d’autres ma-
trices infinitésimales réguliéres que celles du groupe G,.

Théoréme IV. L’ordre du groupe G, est égal au plus
grand nombre de matrices infinitdsimales regulzeres et zndepen-
dantes du groupe G.

Théoréme V. Pour qu’un groupe linéaire continu borné
et connexe soit clos, il faut'®) et il suffil qu’il admette une base
infinitésimale réguliére.

%) 1§, p. 160, théoréme I et p. 163, théoréme 1V.
%) Un groupe clos, possédant au moins deux éléments, contient toujours
un élément cyclique, autre que I'élément unité. Cela est évident, si le groupe

est fini. S’ est infini, tout sous- groupe clos & un parameétre contient une infi-
nité d’éléments cycliques.

) I, p. 124,
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Nous devons & M. Banacu la remarque que les résultats
obtenus par lui pour les groupes métriques !7) permettent d’établir
le théoréme Ill sous hypothéses trés générales.

(Regu par la Rédaction le 72. 8. 1934).

1% S. Banach, Uber metrische Gruppen, Studia Math. 3 (1931) p

101118,

Studia Mathematica. T. V.





