Grundlegende Eigenschaften der polynomischen Operationen.

Erste Mitteilung )
von

S. MAZUR und W. ORLICZ (Lwéw).

Das Studium der polynomischen Operationen (kurz Poly-
nome) geht auf Herrn M. Frécuer zuriick. Eine allgemeine Theorie
der Operationen dieser besonders wichtigen Klasse wurde aber
bisher nicht aufgestellt und die vorliegende Arbeit entstand eben
aus einem Versuch dieses Problem anzugreifen. Die hier an die
Spitze gestellte allgemeine Definition eines Polynoms stammt von
Herrn S. Banacu; sie wurde von ihm bei noch nicht verdffen-
tlichten Untersuchungen iiber die analytischen Operationen ein-
gefiihrt.

§ 1L

1. Im folgenden denken wir uns zwei lineare Riume X und
Y zu Grunde gelegt?). Die Werte aller weiterhin auftretenden
Operationen gehdren dem Raume Y an, und wo wir von einer
Operation schlechtweg sprechen, meinen wir immer eine in X
erklarte Operation. ‘

Die Operation U(x) heifit additiv, wenn stets U (x'- x") ==
U)+ U(x"). Sind X,,..X, lineare Riume und ist Ux,,..x)
eine fiir x,¢ X, erklirte und inbezug auf jede Verinderliche x, ad-
ditive Operation, so nennt man sie k-additiv; alsdann ist ersicht-
lich Ut x,,..4,x)=1t,..4,U(x,,..x,) fiir rationale 4.

1) Die Hauptergebnisse dieser Mitteilung wurden der Polnischen Mathe-
matischen Gesellschaft (Abteilung Lwéw) in der Sitzung vom 21, 12. 1933
mitgeteilt.

%) Wegen der Definition eines linearen Raumes vgl: S, Banach, Théorie
des opérations linéaires, Warszawa, 1932, insh. p. 26—27.
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Sei U: (xy,..x,) eine k-additive, fiir x,¢ X erklirte Opera-
tion, und setzen wir U, (x)= U,:(x,..x) fir xe X; es ist dann
U, (tx) = #* U, (x) fiir rationale £. Verschwindet die Operation U, (x)
nicht identisch, so sagen wir, daf} sie rational-homogen k-ten
Grades ist; der Bequemlichkeit halber bezeichnen wir noch eine
konstante Operation U,(x) als rational-homogen O-ten Grades.
Endlich verabreden wir: Eine Operation U (x) soll m- ten Grades
heifen, wenn U(x) = U (x)+..4 U (x), wobei die Operation
U,(x) entweder identisch verschwindet oder rational-homogen
k-ten Grades ist, und U (x) %0 fiir m > 0.

Betrachten wir z. B. eine fiir reelle ¢ erklirte Operation
von der Form U (f) == toyo-l—*..—l- "y, wo y,eY; sie ist augen-
scheinlich h&chstens m-ten Grades. Im nachstehenden wird hiu-
fig von der Bemerkung Gebrauch gemacht, daff eine Operation
solcher Art durch ihre Werte in m +1 Punkten eindeutig be-
stimmt ist; es gilt sogar dartiber hinaus:

1. Sind 1,,..t, reell und voneinander verschieden, so gibt
es reelle a,, (k,i=0,..m), so daf y,=a,G,+..+a,, 7, fir
G =590+ -+ 8 g Gue Y

Dies impliziert u.a., daff jede Operation U (x) héchstens
m-ten Grades sich nur auf eine Weise in der Form U(x)=
Uy(x)+..+ U, (x) darstellen liflt, wo die Operation U, (x)
entweder- identisch verschwindet oder rational-homogen %-ten Gra-
des ist; in der Tat, da U(tx)=2U,(x) +..+¢" U, (x) fiir ra-
tionale 7, so ist wegen 1., mit {=/1, auch U, (x)=4q,,U(0x)+
..+a,, U(mzx). Die obige Darstellung einer Operation héch-
stens m-ten Grades soll kanonisch genannt werden. Man iiberlegt
sich leicht auch folgendes: Ist U(x) eine Operation m-ten Gra-
des, wo m >0, und U(tx)=tk U (x) fiir rationale #, so ist k=m
und U(x)==U_(x). ’

Im AnschluB an die Definition einer rational-homogenen Ope-
ration k-ten Grades U, (x) fir k> 0 sei noch folgendes bemerkt.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man annehmen, dafl
die k-additive Operation U, (x;,..x,), aus der U, (x) durch Gleich-
setzen der Verinderlichen entsteht, symmetrisch ist; denn sonst
ersetze man sie durch

1 m
7?!2 Ui Gny 25
4*
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wobei die Summation iiber alle Permutationen ,,..7, von1,..k
zu erstrecken ist. Ist aber die Operation U} (x;,..x,) symmetrisch,
so ist sie schon durch die Operation U, (x) eindeutig bestimmt.
Denn es ist

. Kl

.

Uk (ilx1 +..+ 4, x, ::Z'il‘..i;"mU:(xl,..xl,..xk,..xk)
v =k 15"k ‘—,ﬁlf"/ ‘-—“"'l:d

fiir x,¢ X und rationale ¢, wobei die Summe sich tiber alle Sy-
steme ganzer nichtnegativer Zahlen v ,..%, mit » + .. ==k
erstreckt; ist also U, (x)==0, so ist stets

U, (x50 %, 00 x50 0,) =0
[ — LA
»y "
und insbesondere U} (x,,..x)==0; damit ist aber schon alles
bewiesen. Die symmetrische Operation Uj (x;,..x,) soll als die
erzeugende Operation von U, (x) bezeichnet werden.
2. Ist U(x) eine Operation und sind A,,..A, Elemente aus
X, so definieren wir die Operation 4" U (x) rekurrent durch
hyvoh

n

;:t‘ Ux)=U (x+ h)— U(x),

ALAU@) =4 (£LTU®)  (k=2,..n).

Ay by, hp By hp_q
Sie 1aBt sich auch, wie man sofort bestitigt, in expliziter Form
folgendermaflen darstellen

1
1 4 U(x)= 2(_1)n—(s|+..+sn) U(X+51hl+--+3

hyoihy, Elyei by =0

h);

n-n

insbesondere fiir by =~h,..h =h geht daraus

@ LU= Uk
hervor. B -

Ist U, (x) eine rational-homogene Operation k-ten Grades,

U, (x,,..x,) die erzeugende Operation von U,(x) und heX,
so gilt

k—1
AU =2 ) U (.., by B
1 i=0 e
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mithin bildet ersichtlich 4" U,(x) eine Operation héchstens
h

(k-—1)-ten Grades. Hieraus folgt schon unmittelbar, da ja stets
Izll U,(x) =0, falls Uj(x) eine konstante Operation bezeichnet,

daB allgemein fiir jede Operation U(x) hochstens m-ten Grades,
A4'U(x) eine Operation hochstens (m—1)-ten Grades ist
h

(m==1,2,..); durch wiederholte Anwendung ergibt sich

2. Ist U(x) eine Operation héchsiens m-ten Grades, so gilt
A"V U(x) == 0 fir by, x¢ X,

by gyt
Wir wollen nun zeigen, dafl umgekehrt jede nur der Bedin-
gung A" U(x)=0 fiir h,xeX geniigende Operation U (x),
hooh
hochstens m-ten Grades ist. Dies ist trivial, wenn m==0; wir

nehmen daher an, m sei eine natiirliche Zahl. Den Ausgangspunkt
des Beweises bildet die Identitdt

3) U+nh)y=U@+23 ;) 4°UW),
k=1 hoih
die man ganz einfach durch den Schlufl von n auf n+1 verifi-

zieren kann. Nach Annahme ist stets,d}m_H U(x)==0 und mithin
auch 4% U(x)=0, falls nur k> m; aus (3) folgt somit — wenn
hooh

man noch 0, x an Stelle von x,A einsetzt —
Unx)=U©O)+ 3 (3) 4°U©);
k=1 X..x

dies erweist sich tibrigens als giiltig auch fiir » =0. Man ersieht
hieraus, daf} es jedenfalls Operationen U, (x),.. U, (x) gibt, so daf

4) U(nx)==U(Q©)+ 2 2" U, (x)
k=1

fir xe X und ganze nichtnegative n; darin ist insbesondere die
Gleichheit U (x)=U,(x)+..+ U, (x) fir x€ X enthalten, wenn
wir als U,(x) die Konstante U(0) wahlen. Es kommt nun alles
darauf hinaus zu zeigen, daf U,(x) entweder identisch ver-
schwindet, oder rational-homogen k-ten Grades ist; dabei darf
k>0 angenommen werden. Wir setzen
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1

®) U; (x5 %) =7 A*U, (0)

Ay Xp
fiir x,c X; es geniigt zu beweisen: Die Operation U (x,,..x,)
ist k-additiv und U} (x,..x) = U, (x) fir xeX.
' Wegen (4) folgt zundchst aus 1., auf £ =1 angewandt, daf}
stets U, (x)=a,,U(0x)+..+a,, U(mx); nach dem vorange-
henden ist somit stetshd}: U,(x)=0 fiir i > m. Indem man also

Uk durch U,,i in (3)”ersetzt, erhilt man

® Uk(x+nh)=Uk(x)+~~2’:(;‘)zI’ U,

ok

Bei Benutzung dieser Formel ergibt sich sofort mittels Induktion:
Sind h,,..h, Elemente aus X, dann gibt es Operationen V,,l._,,r (x)
(»,=0,..m), so daB ‘

) U x+nh+..+nh)y=3nt..arV,  (x)

PLeaWp
r
Py oo V=0

fir xeX und ganze nichtnegative n,. Fiir das weitere kommt
tibrigens nur der Spezialfall r=k+1, x=0 zur Anwendung;
alsdann nimmt (7), wenn g, l
die Form ‘

-"k-}-l::V;l""'k-l-l(o) gesetzt wird,

®) U hy+..+ Ny hk+1) = 3 n'.. nZ’fﬁ‘ll L/
YRR WK =0

= 0, falls » +..+%,_, =k Denn

zunéchst lehrt die aus (4) fiir ganze nichtnegative p,n und xe X

unmittelbar folgende Beziehung

k1

an. Hierin ist aber y,
»

UO +2 () U =UO+ 20" Uy (n9),
=1 k=1
daB U,(nx)= n* U, (x); sodann entnehmen wir aus (8), daf

m m
» v %
] ?(inl)’--(”"k+1) k+1y“'1--'"k+1= 2 n
190t Vg1 =0 P15 0 Vet =<0

fir ganze nichtnegative n,, n und mithin phtE et e

Yke--1
s Yo my

— Vit ooy ke
=Yy also n Fl—=n* fiir y“’vﬂk-}-ff: 0, d. h.
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Vb g e ke fr Yo g ={= 0, wie behauptet. Man erkennt
so, daf} (8) sich in der einfacheren Gestalt
©  Udnh+o b by ) =2 nkily,

et 1=k
schreiben laft. Ersetzt man oun U, n,x durch U, k+1,0in (1),
so kommt wegen (9)

k-1
(10) AT U (0) =
"l"”k—}-l
1
S (e ) g
"'I"I""“\“l"kmlﬂl::k By eebip oy =

ferner gilt

1 .
(11) ‘2';1 (__ 1)/«“}-1-—'(11'1’|‘--"|~Hk-]—'1) 8“1'1 . ‘8215-}:']1 — (1 . O'Vl)” (1 ,__0“’k-|~1)_

ﬂl,..lsk_'l,ln:::()'
Aus (10) und (11) folgt ohne weiteres
(12). AU (0)=0,

} "l-~”k—|—-1
da es zu jedem System ganzer nichtnegativer Zahlen »,..%,,
mit ¥, + .. +”k—|—1::“k ein i mit »,=0, also 0i=1, gibt. §
Damit sind wir aber schon am Ziel. Erstens: Sind xj, x7,
Xy, .. X, Elemente aus X, so leitet man aus (5) ohne Schwierigkeit

U, (X, + x, %y, ) = U, (xy, X500 ) + U, (x],x,,..x) +
| 1 AT U0
k! x; 4\7’1, Xﬁ . -Xk
her; daraus ergibt sich, indem man (12) mit h1.==x; Jh,=x,
hy==xyy.. by = x, anwendet, daB U} (x,,..x,) inbezug auf.x1
additiv ist; da hierbei U (x,,..x,), wie aus (3) femleuihtet, eine
symmetrische Operation von x,..x, bildet, so ist U;(x,- .x"k)
k-additiv. Zweitens: Nach (12) .mit hy="h,. .k =h ist
1 zli"""l U, (0)==0und daher auchh.‘?lh‘ U,(0)=0 fir i> k; ersetzt

man x, A durch 0,x in (6), so folgt
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ordnet man nun die rechte Seite nach Potenzen von n, so erhilt
n* wegen (5) den Koeffizient U} (x,..x) und da, wie wir schon
wissen, U, (nx)=n" U,(x), so ist U} (x,..x)==U,(x) fir xeX,
Somit ist bewiesen
3. Ist U(x) eine Operation miafhfh"'"iﬂ1 U(x)==0 fir h, x¢ X,

so ist sie hochstens m-ten Grades.

Aus 2. und 3. folgt -

Satz L. Damit die Operation U(x) héchstens m-ten Grades
sel, ist notwendig | ynd hinreichend, daf h..d‘:‘l'l U(x) =0 fir
hyxeX sei.

Eine Bemerkung mdge hier noch hinzugefiigt werden:

4. Ist U(x) eine Operation mz.‘ ]dm:;l U@)=0 fir h,eX,

han -
so ist sogar 4™ U (x) =0 fiir hk,xeX — Dies kann man
CERL
sofort mittels Iﬁduktxon nachweisen.

3. Ist U,(x) eine rational-homogene Operation k-ten Grades,
U, (x,,..x,) die erzeugende Operation von U, (x) und A, x¢c X,
so gilt

(x—i-fh)—'Zt ( )U*(x, x,h, L h)
i=0 T T
fiir rationale #; daraus schlieBt man sofort:

5. Ist U(x) eine Operation héchstens m-ten Grades, so gibt
es zu je zwei Elementen hy,x, aus X, Elemente y,,..y, aus Y

mit U(xy+th) =1£y,+..+ "y, fiir rationale t.
Die Umkehrung hiervon gilt sogar in der schirferen Form:
6. Ist U(x) eine Operation derart, dafi es zu je zwei Ele-
menten hy, x, aus X, Elemente y,,. Y, ausY mit U(x,+thy) =
° Yo+.-+t"y, fir t=0,..m+1 gibt, so ist sie héchstens m-ten

Grades. — Sei V(i)=1{ Yot ..+t"y, fiir reelle £ Ersetzt man
in (2) einmal A, n,x durch Ay, m+1,x), daon U, A, n,x durch
V,1, m+1,0 und beachtet, daf} Ut khy) =V (k)fir k==0,..m +1,
so folgt

(13) A" U (xp) = 4’“"“ V().

ho. - B
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Da V(f) eine Operation héchstens m-ten Grades bildet, so ist
mit Rucksicht auf 2. z/'"“V(O)"— 0, also wegen (13) auch

ho oo ho
hauptung.

In dem vorstehenden Satze ist m als fest, d. h. von der Wahl der Ele-
mente Ay, x, aus X unabhingig, vorausgesetzt. DaB diese Voraussetzung nicht
entbehrt werden kann, zeigt das folgende einfache Beispiel: Sei A eine Basis
in X, d. h. die Minimalmenge im System aller Teilmengen R von X mit der
Eigenschalt, dafl jedes x e X sich als lineare Kombination endlich vieler Ele-
mente aus R mit rationalen (bzw. reellen) Koeffizienten darstellen 1aBt. Schreibt
man nun die Menge A (wenn sie unendlich ist) als eine transfinite Folge
ap, apy. . (& < a), so ist jedes x € X auf nur eine einzige Weise in der Form

AU (x)) == 05 wendet man nun 3. an, so ergibt sich die Be-

M xre X t ag darstellbar, wobei #; rationale (bzw. reelle), mit Ausnahme endlich
bl

vieler verschwindende, Zahlen sind, Sei nun 7, €Y, §,4=0 (k=0, 1,..), und

o0
setzen wir fiir jedes x € X' der Darstellung (*) gemdB U(x -—"}Jt’,j_zjk. Die so
k==0
flir x€ X definierte Operation U (x) leistet das Verlangte; sind kg, x; Elemente
aus X, dapn gibt es Elemente yj,..y, aus ¥, so daB U(xy + thy) =

toyo .. —-t"y, sogar fiir alle rationalen (bzw. reellen) ¢
Die Sitze 5 und 6 fithren zu dem interessanten

Satz ll. Damit die Operation U (x) héchstens m-ten Grades
sei, ist nolwendig und hinreichend, daf} es zu je zwei Elemenien
hyy x, aus X, Elemente y,,..y, aus Y mit Ulxy+th) =2 y,+
.+ t"y, fir rationale t gebe.

4, Wir wollen nun den Begriff einer Operation m-ten Gra-
des auf den Fall mehrerer Veranderlichen verallgemeinern. Ge-
geben seien lineare Riume X,..X ; die in diesem Abschnitte
weiter vorkommenden Operationen sind fiir x,¢ X, erklart, insofern
nicht das Gegenteil bemerkt ist.

Seien »,,..7, ganze nichtnegative Zahlen mit ¥ +..+%,=
k> 0. Wir betrachten eine fir x, ¢ X (p=1,..n; q——1 v,)

erklarte k-additive Operation U, (xn,.‘xl,,l,..xnl,..x”")
und setzen :
L] . .
(14) U,,’”q." (e x)=Uy (e e Xyyee Xpyea X))
S e’ N s
7 [N

v ' g . -
dann ist U, , (tx;,..4,x,) =N U, (x,.ex,) fir ratio
nale #. Wird also weiter
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(15) U, (xy,..x)=2 Uy, .o, (e1ren %)

Py gk
gesetzt, wobei die Summation iiber alle Systeme ganzer nicht-
negativer Zahlen v ,..v, mit » .. +» ==k zu erstrecken ist, so
gilt U, (txl,..tx")=tk U, (x,,..x,) fir rationale ¢. Verschwindet
die Operation U, (x,,..x,) nicht identisch, so heiflt sie rational-
homogen k-ten Grades; unter einer rational-homogenen Opera-
tion O-ten Grades ist eine konstante Operation U, (x,..x) =
U,. o(x;,..x,) zu verstehen. Die Operation U(x,,..x,) wird als
m-ten Grades bezeichnet, falls U(x,,..x)=U,(x,..x) +..+
U, (x;,..x,), wo die Operation U, (x,,..x,) entweder identisch
verschwindet, oder rational-homogen k-ten Grades ist, und
U, (x,..x)==0 fiir m>0. Demnach lafit sich jede Operation
U(x,..x,) hochstens m-ten Grades auf die Form
(16) Ulx,,y..x)=2 U, ..o, (100 2,)

=i
bringen, wobei die Summe sich iiber alle Systeme ganzer nicht-
negativer Zahlen »,..» mit », +..4v <m erstreckt, und die
Operationen Um,l__,," (*4y..x,) in der vorhin dargelegten Weise
definiert sind.

Wie aus obigen Definitionen sofort hervorgeht, ist die fiir

reelle £ durch
(17) Ulh,..t) =21 dry,

Pt =m
erklarte Operation, wo y,v‘__,,neY, héchstens m-ten Grades. Wir
merk'en uns hier: Sind #,,..¢ ; reell und fir jedes einzelne i
voneinander verschieden (i=1,..n), so ist die Operation Utt,..t)
durch ihre Werte fiir t, =%, ,,..£, = 4, . (k;=0,..m) eindeutig be-

stimmt und man kann Y., als lineare Kombinationen der (m -+1)"

Elemente Gy, =U {15+t ,) ausdriicken, mit reellen, von
Y,,..,, unabhingigen, Koeffizienten; fiir n =1 ist dies mit 1. gleich-
bedeutend.

Daraus folgt insbesondere, daB die soeben erwihnte Darstel-
lung (16) einer Operation U(x,,..x,) hdchstens m-ten Grades
eindeutig ist; in Ubereinstimmung mit der im Abschnitte 1 fiir
n=1 eingefiihrten Bezeichnung soll sie kanonisch genannt wer-
den. Offenbar gilt: Ist U (%,,..x,) eine Operation m-ten Grades,
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wo m>0, und Ultx,..tx) = £ U(x,,..x,) fiir rationale ¢, so
ist k==m und U (x;,.. x,) == U, (x,,.. x,); ist ferner U(f;x,,..t x,)=
t'.. & Ul(x,,..x,) fiir rationale,, so sind v, ganze nichtnegative
Zahlen. mit ¥ +..+% =m und U(xw“xn):Uv,..mn (x4,..%,)-
Uber die Definition (14) der Operation U, ., (x,..x,) ist
folgendes zu bemerken: Es bedeutet keiné wesentliche Ein-
schrinkung, wenn wir voraussetzen, daf Uy o Gryyseatyy e
X, i5eeX, q,n) fir jedes einzelne p eine symmetrische Operation von
X, g0, ist;ist die Operation Cﬂ:__,,"(xll,..xwl,..xnl,..xm.n)
dieser Symmetriebedingung unterworfen, so ist sie durch die
Operation U, , (x;,..x,) eindeutig bestimmt. Den leichten Be-
weis liberlassen wir dem Leser. Die fir jedes p inbezug auf
Xpiree Xy symmetrische Operation Uy |, (x;;,.. %, 5 %,15.+
x,, ) wird, im Einklang wmit der fritheren Ausdrucksweise bei
n
n==1, als die erzeugende Operation von U, , (x,..x,) be-
zeichnet.

5. Seien X,,..X, lineare Ridume. Wir machen die Menge
aller n-tupel (x,,..x,), in denen x,€X;, zu einem linearen Raume
durch die Festsetzungen (x,, x}, x; ¢ X, und ¢ reell): (x],..x)+
(s oo xl) == (] Fx),. . %, + 1), 1(x;,..x,) = (tx;,..1x,); dieser
Raum heifit der Produktraum aus X, ,.. X, und wird mit X; X.. X X,
bezeichnet. Wir setzen noch zur Abkiirzung X" = X_X ﬁ

Die Beherschung der Operationen m-ten Grades "mehrerer
Verinderlichen wird erleichtert durch das folgende Prinzip

(A) Ist U(x,,..x,) eine fiir x,e X, erklirte Operation, so ist,
damit U(x,,..x,) m-ten Grades sei, notwendig und hinreichend,
daf die durch U(x)=U(x,,..x,) fir x=(x;,..x,) e X=X X.. X X
definierte Operation m-ten Grades sel.

Beweis. Notwendig: Sei (16) die kanonische Darstellung
von Uf(x,,..x,) und U"Z-W,, (Hygs oe Xy s o= Xygy =+ X, ) die erzeu-
gende Operation von Uq,l_,,,n(xl,..xn). Wir definieren die Opera-
tion Uy (x',..x¥) fir x'e X, xt=(x,,..x,,) durch

U,:(xi...xk):

VY L .
2/ (jml.. . (xu EEEPRER xm*,-l—..-{-'l',,...1+19 N xn"’:'l'--'l'“’n)
Myl o aole 0w fo
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Sie ist offenbar k-additiv; setzt man U, (x)== U;(x,..x) und
Uy (x)=U, (x,,..x,) fiir xe X, so gilt U(x)==U,(x) +.. + U, (x)
und U, (x)==0, falls m> 0. Hinreichend: Sei U (x) == U, (x) +..
+ U, (x) die kanonische Darstellung von U(x) und Uy (', .. x5
die erzeugende Operation von U,(x). Betrachten wir die fiir
x,, X (p=1,..n; g=1,..7) durch

"
(18) Uz (g gy X ) =
k! wp 11 1 nl n,
PERCR] Uk(x yerX X extm)
17" "n

erklirte Operation, wobei v, ganze nichtnegative Zahlen mit

vy +..+» =k sind und x"*=(0,..0, qu,O,..O); es folgt ohne
p—1 n-—~p
weiteres, daf sie k-additiv ist. Setzt man x”=(0,..0, x_, 0,..0),
e P e

p—1 n-—p
so gilt x=3#"+..+ " und hieraus ergibt sich sofort

w9 =3 X

* ] ~1 “n ~n
ST T Ui, oxt, 1,005,
’Ul—}—..—}-’un:k 1***"n \—Y‘—’ e e

LA Y

Wir definieren nun fiir x,€ X, zunichst die Operation U, , (x,,
‘e Pn

..x,) durch (14) und sodann U,(x,..x,) durch (15); die An-
wendung von (18) und (19) liefert die Beziehung U, (x,,..x,) ==
U, (x). Wird also noch Uj(x,,..x,)=U,(x) fir x,cX, gesetzt,
so gilt Ulx,..x)=U,(x,,..x)+ .. + U (x,..x) und
U, (x;,..x)==0, falls m> 0.

Mit Hilfe des obigen Prinzips lassen sich offenbar die Er-
gebnisse der Abschnitte 2 und 3 auf Operationen mehrerer Ver-
inderlichen unmittelbar ausdehnen. Formulieren wir insbesondere
den allgemeinen Satz, den man auf diese Weise aus Satz II erhilt:

Satz lI.. Damit die Operation U (x1,..x;l) héchstens m-ten
Grades sei, ist notwendig und hinreichend, daf es zu je zwei Ele-
menten h,, x,, aus X, (i=1,..n), Elemente Yos+-Y,, aus Y mit
U(xyg +1hygye X, 0t ih, ) =28Lg,+..+ "y, fiir rationale t gebe.

Dieser Satz bildet ein brauchbares Kriterium dafiir, daf}
eine Operation hdchstens m-ten Grades sei; aus ihm folgt um-

gekehrt wieder das Prinzip (A), wie auch das folgende zweite,
bei den Induktionsbeweisen besonders niitzliche, Prinzip
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(B) Ist U(x,,..x,) eine fiir x,¢ X, erklirte Operation, r eine
natiirliche Zahl <n, so ist, damit U(x,,..x,) m=ten Grades sei,
notwendig und hinreichend, daf die durch U(x,x,_ ,,..%)=
Ueyy..x,) fir x==(x;,..x)eX=X X..X X, und xelkX,
(i==r+1,..n) definierte Operation m-ten Grades sei.

Die Sonderrolle, die hierbei die Veranderlichen x,,..x, spielen,
kénnte natiirlich ebensogut beliebigen anderen r Verénderlichen
Xy yee X (1 <m <. <7 < n) zugeteilt werden.

Wir beweisen jetzt vermdge des Satzes Il, zun#chst ®)

7. Ist U(x,,..x,) eine Operation héchstens m-ten Grades,
so ist sie auch héchstens m-ten Grades inbezug auf jede Verdn-
derliche x,. — Denn sei x,¢X, (i=2,..n) und V(x) =
U(x,s %y 0%, ) fiir x, € X;; sind A, x, Elemente aus X; und
hyo==0 (i==2,..n), so gibt es Elemente y,,..y,, aus Y, so dafl
U ey +thyg - x, o+ th, ) == toyo +..4+ "y, und mithin auch
V(xyy +thyy) == £y, + ..+ "y, fir rationale &

Hierzu bildet gewissermafBen die Umkebrung

Satz Wl Ist U(x,,..x,) eine Operation héchstens m,-ten
Grades inbezug auf die Verdnderliche x, (i=1,..n), so ist sie
héchstens m~ten Grades mit m==m;+..+m,_.

Beweis. Es geniigt den Satz fir n=2 zu beweisen; fiir
ein beliebiges n folgt er dann sofort mittels Induktion unter Be-
nutzung der Prinzipe (A) und (B). Seien Ay, x,, Elemente aus
X, (i==1,2). Man kann zunéchst Operationen V (x,),..V, (x))
fiir x,€X, so erkldren, daf} stets

(20) Uxys Xy + thy) = )JO £V, (x)
k=

fiir rationale #; sodann ergibt sich aus 1.,auf m=m, und {,=1i
angewandt, dafl stets

Vi Ge) = 2 @, U (x5 x50 +ihy).
{==0

Demnach ist V,(x,) héchstens m,-ten Grades; es gibt also Ele-
mente Yy,..Y,,; aus Y mit
(21) V(g +thyg) == 2ty

j=0

%) Man kann dies auch direkt leicht beweisen.
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fiir rationale £ Aus (20) und (21) erhilt man U (x,, +th,, x,, +
thy)) = £ Yo+..+ "y, fiir rationale ¢, mit geeigneten y, Y.

In diesem Satze ist m; als fest, d. h. von den Werten der Veranderli-
chen x; (f ki) unabhfngig, gedacht (i==1,..n); daf8 dies wesentlich ist, erhellt
aus dem folgenden Beispiel: Sei die aus den Gliedern der transfiniten Folge
Gggs 0131+ Bt gre- (£ < @; und je' zwei Glieder verschieden) bestehende Menge eine
Basis in X;; sei ferner 5, €Y, 5, F=0(k==0,1,..). Ist x;€ X; und X = Stesag;,

§ <
wo f:; rationale (bzw. reelle) mit hdchstens endlich vielen Ausnahmen ver-

0
schwindende Zahlen sind, so setzen wir U(xy,..x,) = 2 (f1- % ,,)"gk .

=0

6. Sei U, (x) eine rational-homogene Operation k-ten Gra-
des und U (x,..x,) die durch (5) fir x,¢ X definierte Operation.
Wegen 2. ist alsdann (12) erfiillt und hieraus ergibt sich durch
dieselbe SchluBweise wie beim Beweise des Satzes 3, daf}
U; (x,..x;) eine k-additive und symmetrische Operation von
Xpy..x, mit U] (x,..x)=U,(x) fiir x¢ X bildet. Man kann diese
fiir verschiedene folgende Uberlegungen wichtige Bemerkung auch
folgenderweise formulieren:

8. Ist U,(x) eine rational-homogene Operation k-ten Grades
und U] (x,,..x,) die erzeugende Operation von U, (x), so gilt

U,:(xl,..xk)Z% A% U, 0) fiir x.¢ X.

-T}.-Xk
Kommen wir nun auf Bezeichnungen des Abschnittes 4 zu-
e . * »
riick. Sei U, , (xn""‘w"xnv-'x,.v,,) die erzeugende Opera-

tion von U, , (x,..x,); wir setzen U, .., ()= Uml..m (xgy..x,)

fiir x=(x;,..x)e X=X X.. XX und x”"==(0,..0,qu, 0,..0)
p—1 n—p
(p=1,..n; g=1,..7). In Verallgemeinerung von 8. gilt dann
» ) ' 1
Uy G X g2 ) =5 A Ui, ()
LA L S

fir x, € X (p=1,..n; g=1,..» ). Der Beweis ergibt sich leicht
aus 8. und der Tatsache, daB U, , (x;,..x) bei festen x,(j = 1)
‘inbezug auf die Veranderliche x, entweder konstant odexj‘ ratio-
nal-homogen »-ten Grades ist (i=1,..n).
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§ 2
: 7. Wir setzen von nun an voraus, dal die zugrunde ge-
legten Riume X und ¥ vom Typus (F) sind¥).

Eine additive und stetige Operation heifit linear. Sind X,,.. X,
Riume vom Typus (F) undist U(x,,.. x,) eine fir x,eX, erklirte,
k-additive und stetige Operation, so bezeichnet man sie als
k-linear; alsdann ist Ut x,,.. 4, x) = ¢ ..4, U(x,,..x,) fiir re-
elle .

Eine stetige rational-homogene Operation k-ten Grades
U,(x) wird als ein homogenes Polynom k-ten Grades erklirt;
einem solchen kommt also die Eigenschaft U, (tx) =t* U, (x) fir
reelle ¢ zu. Allgemein ist unter einem Polynom m-ten Grades
eine stetige Operation m-ten Grades zu verstehen. Hierbei ist
folgendes zu bemerken: 1° Ist U,(x) ein homogenes Polynom
k-ten Grades, so ist die erzeugende Operation U} (x,..x;) von
U, (x) stetig und mithin k-linear; denn nach 8. ist

1
(22) U/l: (50 'xk) = 751"!*" 2(;‘ 1)k_(£1+”+£") Uk(S1 x1+..+£kxk).
Byyen Bp==

2° Ist U(x) ein Polynom m-ten Grades und U(x)=U;(x)+..
+ U, (x) die kanonische Darstellung von U(x), so bildet die
Operation U, (x), falls sie nicht identisch verschwindet, ein
homogenes Polynom k-ten Grades; in der Tat, da Uf(ix)=
£ U, () + ..+ ¢" U, (x) fir rationale # so ist nach 1., mit ¢{=1,
U,(x) == a, o U(Ox)+. . +a,, U(m x) und demnach mit U(x)
zugleich U, (x) stetig. Man kdnnte also ein homogenes Polynom
k-ten Grades bzw. ecin Polynom m-ten Grades in der gleichen
Weise erkliren, wie wir es im Abschnitte 1 im Falle einer rational-
homogenen Operation k-ten Grades bzw. einer Operation m-ten
Grades getan haben; es geniigte zu diesem Zwecke die Stetig-
keit der dort zum Ausgangspunkte genommenen k-additiven Ope-
ration U} (x,,..x,) vorauszusetzen. Auf diese Weise eben wurden
die in' Rede stehenden Begriffe von Herrn Banacu eingefiihrt.
Die Polynome hdchstens m-ten Grades und mithin auch m-ten
Grades kénnen tibrigens, wie man aus den Sétzen I und Il ersieht,
noch auf andere Arten definiert werden; die homogenen Polynome
k-ten Grades U, (x) sind unter den Polynomen k-ten Grades

1) \)(i;;‘cli der Definition eines Raumes vom Typus (F) siehe das unter %)
zitierte Buch, insh. p. 35.
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jedesmal durch die Eigenschaft U, (fx) - t U, (x) fiir reelle ¢ ge-
kennzeichnet. Auf Grund von Satz I kénnen wir zunichst be-
haupten:

Satz I*. Damit die stetige Operation U(x) ein Polynom
héchstens m-ten Grades sei, ist notwendig und hinreichend, daf

A" T U (x) =0 fiir b, xe X sei.
hoh

Man kann hierin nach 2. und 4. statt ,,;’/'"'!‘1 U(x) —0 fir
hovh
h,xeX“ auch ,, A" U©0)=0 fur h,e X“ setzen. Die letztge-
' hl"hm-l—l
nannte Bedingung wurde von Herrn Frécuer zur Definition eines
Polynoms héchstens m-ten Grades genommen. Sein Hauptresultat
lautet: Jedes Polynom hdchstens m-ten Grades U/(x) laBt sich
in der Form U(x)=U,(x) +..+ U, (x) schreiben, wobei die
Operation U, (x) entweder identisch verschwindet oder ein ho-

mogenes Polynom k-ten Grades ist®). Dies ist natiirlich im Sa-
tze I* enthalten.

Herr Fréchet beweist den oben erwdhnten Satz unter der Vorausse-
tzung, daB X, Y einer besonderen Klasse von Réumen, die er ,algébrophiles”
nennt, angehdren. Bei unseren Uberlegungen geniigt es aber anzunehmen, dafl
die linearen Riume X,Y einen Limesbegriff zulassen und dabei die Verkniip-
fungen, d. h. die Addition von Elementen und die Multiplikation der Zahlen
mit Elementen, stetig sind. Somit ist hier das Fréchet
facher Hinsicht verscharft.

Beriicksichtigt man ferner den Satz II, so kommt
) Satz II*. Damit eine stetige Operation U(x) ein Polynom
héchstens m-ten Grades sei, ist notwendig und hinreichend, daf3
es zu je zwei Elementen hy» x, aus X, Elemente Yor+ Y, aus ¥
mit U(xy+th) ="y, +.. 4"y fir reclle t gebe.

Durch die hier ausgesprochene Eigenschaft wurde ein Po-
Iynom hochstens m-ten Grades von He
Dissertation erklirt ¢).

sche Ergebnis in zwei-

rrn R. S, Marmiv in seiner

) M. Fréchet, Les polynémes abstrai
P- 71—92. Vgl. auch: M. Fréchet, Une définition fonctionnelle d 6
A es polynémes
Nou\.r. Ann. Math. 9 (1929) p. 145—162; M. Fréchet, Sur les foncticmnelles,
continues, Ann. Ecole norm. 27 (1910) p. 193—216,
. 6). R S. 1.\./[artin, California Institute thesis, 1932, Diese Arbeit war ung
leider nicht zuginglich; sie ist nach der folgenden zitiert: A. D. Michal et

A. H. Clifford, Fonctions analytiques implicites dans d i
abstraits, C. R. Acad. Sci. Paris 196 (1933) p, 735737, T c® vectoriels

ts, J. Math. pures appl, (9)'8 (1929)
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Alle obigen Definitionen und Bemerkungen lassen sich so-
fort auf Operationen mehrerer Verinderlichen iibertragen. Im
allgemeinen bedeutet es aber keinerlei Einschrinkung, wenn wir
uns auf das Studium der Polynome nur einer Verinderlichen be-
schriinken; denn das Prinzip (A), wie tibrigens auch das Prinzip (B),
bleibt richtig, wenn wir in ihm ,ein Polynom m-ten Grades“ an
Stelle von ,m-ten Grades“ einsetzen. Sind X,.. X, Réume vom
Typus (F), so machen wir dabei — wie hinfort — den Produkt-
raum X=X, X .. X X zu einem Raume vom Typus (F), indem
wir die Entfernung des Punktes x=(x,,..x) vom Nullpunkt
etwa durch |x|==max (|x,|,..|x,|) erkliren. Augenscheinlich hat
jedes filr reelle # erklirtes Polynom héchstens m-ten Grades
U(t,..t) die Form (17), wo Yoy €707

8. Von den Ergebnissen des § 1 ist nur der Satz III nicht
ohne weiteres auf Polynome iibertragbar und verlangt eine ein-
gehendere Behandlung. Der Satz I, nimmt hier den folgenden
Wortlaut an:

Satz II'. Damit die stetige Operation U (x,,..x,) ein Poly-
nom héchstens m-ten Grades sei, ist notwendig und hinreichend,
daf} es zu je zwei Elementen h,, x,, aus X, (=1, ..n), Elemente
Yor+-Y,, aus Y mit U(x,, dthygyx, o+ th )=y, +..+ 1"y,
fiir reelle t gebe. :

Seien nun X;,..X, Raume vom Typus (F) und Uf(xy,..x,)

eine fiir x,€ X, erklirte Operation. Dann beweisen wir vorerst?)
9. Ist die Operation U (x,,..x,) inbezug auf jede Verdnder-
liche x, linear, so ist sie stetig, — Angenommen die Behauptung
sei richtig fir n—1>1. Sei x, eX, (p=1,2,.), x,€X; und
x> %05 wir setzen U (x)=Ul(x,,,..x,_;,,x,) fir xeX.
egen der Avnahme ist die Folge der linearen Operationen
{u, (x)} in jedem Punkte gegen U(x,) = U (xy,.. X, _4,, x,) kon-
vergent; mithin sind die Operationen U, (x,), nach einem von uns

") Fiir Riume vom Typus (B) ist dieser Satz in den Arbeiten von Herm
M. Kerner zu finden: M. Kerner, Zur Theorie der impliziten Funktional-
operationen, Studia Math, 3 (1931) p. 156—173; M. Kerner, Die Differentiale
in der allgemeinen Analysis, Ann, of Math. 34 (1983) p. 546—572. Vgl. auch:
M. Fréchet, Sur les fonctionnelles bilinénires, Trans. Amer. Math. Soc. 15
(1915) p. 215234,
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bewiesenen Satze ?), in jedem Punkte gleichgradig stetig, insbeson-
dere also U, (x,,)~ U, (x,0)~0, und da U, (x,)~U(x,,), so
erhdlt man U (e, )= U(x, o), d. b Ulxy,,..x, 27Uy, ox, ),
w. z. b. w,

Hieraus ergibt sich leicht der umfassendere Satz

10. Ist die Operation m-ten Grades U(x,,..x,) inbezug auf
Jjede Verdnderliche x, stetig, so ist sie stetig. — Sei (16) die ka-
nonische Darstellung von U(x,,..x,). Nach der im Abschnitte 4
erwihnten Verallgemeinerung von 1., kann man offenbar die Ope-
ration U, , (x;,..x,) als lineare Kombination der Operationen
Uk, x,,..k,x,) (k;==0,..m) ausdriicken; daraus folgt, daB sie
inbezug auf jede Verinderliche x, stetig ist. Mithin ist aber die
erzeugende Operation U;;M," G- mor e Xy e X, ,"n) von
U,.., (x,..x,), wie man aus ihrer im Abschnitte 6 angegebenen
Darstellung unmittelbar ersieht, inbezug auf jede Versinderliche
x,, linear; vermdge 9, ist damit schon alles bewiesen.

Aus den Sitzen III und 10. folgt

Satz llI*. Ist die Operation U (x,,.. x) ein Polynom héch-
stens my-ten Grades inbezug auf die Verdnderliche x, (i==1,..n),
so ist sie ein Polynom héchstens m-ten Grades mit m = my+..+m,.

Damit ist die Ubertragung des Satzes Il auf den Fall von
Polynomen geleistet. Eine Verschirfung von 10. liefert der

Satz IV. Ist die Operation U (%,..x,) ein Polynom inbezug
auf jede Verdnderliche x,, so ist sie ein Polynom.

Beweis. Wie beim Beweise des Satzes Il geniigt es den
Fall n=2 zu erledigen. Bei festem x, ist U(x,, x,) ein Polynom
etwa m,(x,)-ten Grades der Verinderlichen X,; es bezeichne
R,, die Menge aller x,, fiir die my(x) <m (m=0,1,..). Unter
Verwendung des Satzes II* schlieft man zunichst leicht, daf} die
Mengen R, abgeschlossen sind. Aus Ry +R +..=X, folgt
sodann, daf} eine der Mengen R, , etwa R,, , eine Kugel ent-
halt; sei x;, ihr Mittelpunkt und 7, ihr Radius. Wir behaupten,
dal U(x,, x,) ein Polynom hdchstens m,-ten Grades inbezug
auf die Verinderliche x, ist. Beriicksichtigt man den Satz I1*,
so ist nur mehr zu zeigen: Sind hyss %,y Elemente aus X,, so

8 S. Mazur und W. Orlicz,

Uber Folgen linearer Operationen, Studia
Math. 4 (1933) p. 152—157.
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bildet U(x;, x,, +thy,) fiir festes x, ein Polynom hdchstens
my-ten Grades der reellen Verinderlichen ¢; das erreichen wir
wieder mit Hilfe des Satzes I[*. Zu diesem Zweck setzen wir
Wty s)== U (x; -5 ey~ x,0), 4, + 1 hy,) Fiir reelle £ 5. Ist s fest
mit [s(x—x;0)[ <7y, so bildet U(x, + s (x,—x,,), x,), nach De-
finition von x;, und 7, ein Polynom héchstens m,-ten Grades der
Verénderlichen x, und mithin W(ts) ein Polynom héchstens
m,-ten Grades der Veriinderlichen # Demnach kann man die
Operationen V(s),..V, (s) in der Menge S aller s mit I's (x,—
x,0) | <1, so erkliren, dafl

(23) Wt s)= 3 tV,(s)
k===

fir se.S und beliebige £ Nun ist nach 1., auf m==m, und t==1i
angewandt, V, (s)==a,, W (0,s)+..+q, m W (my, s); da hierin
W (i,s) Polynome der Veriinderlichen s sind, so kann jede der
Operationen V, (s) ebenfalls als ein fiir reelle s erklirtes Polynom
aufgefalt werden. Alsdann stellt bei festem # sowohl die linke
wie auch die rechte Seite von (23) ein Polynom der Verinder-
lichen s dar und beide stimmen fir se¢.S iberein; folglich sind
sie identisch. Somit erweist sich (23) fir alle ¢ s als giiltig; ins-
besondere ist also U(x,, x,, +thy,)) =W (¢ 1) ein Polynom héch-
stens m,-ten Grades der Veranderlichen ¢. Ganz ebenso folgt:
Es gibt eine ganze nichtnegative Zahl m,, so daB U(x,, x,) ein
Polynom hé&chstens m,-ten Grades inbezug auf die Verinderliche
x, bildet. Es gentigt den Satz Il[* zu beriicksichtigen, um den
Beweis zu beendigen.

Darin ist insbesondere enthalten: Ist eine fiir reelle ¢ er-
klarte Operation U(t,,..£) ein Polynom inbezug auf jede Verin-
derliche #, so ist sie ein Polynom; dieser Spezialfall 183t sich
tibrigens auch direkt mittels Induktion leicht beweisen. Wir wen-
den ihn jetzt an zur Ableitung des folgendes Satzes:

Satz V. Ist U(x) eine stetige Operation derart, daf
U(xy+thy) fiir je zwei Elemente hy, x, aus X ein Polynom der
reellen Verdnderlichen t bildet, so ist sie ein Polynom.

Beweis. Bei festem A ist U (th) ein Polynom etwa m(h)-ten
Grades der reellen Veriinderlichen ¢; durch analoge Schlufiweise
wie beim Beweise des Satzes IV folgt: es gibt ein h,, eine Zahl
r,>0 und eine ganze nichtnegative Zahl m, so dal m(R)<m

5*
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fiir alle & mit |A—hy| < r,. Seien nun hy,..h, den Bedingungen
]hi-—l;oj<r0 geniigende und sonst beliebige Elemente aus X,
Die fiir reelle # erklirte Operation U(t A +..+1, h,) ist ein Po-
lynom inbezug auf jede Veranderliche ¢ und mithin ein Polynom
etwa hochstens »-ten Grades:

(24) Ut by oo+t h)y= 2t} 4y,
R

fir reelle ¢, wo y, , €Y. Sind s;,..5, reell und |s A+ ..
+s, hn'-izo | <1,y so bildet Ut (s h, +..+s, h,)), mit Riicksicht

auf die Definition von A, und ry, ein Polynom hdchstens m-ten
Grades der reellen Veranderlichen ¢ und da nach (24) stets

Ut(s by +.ts,h))=2 1 Dsi.shy, .,

k=0 ¥f.ry=k

so muf jedenfalls.
(25) 25’;1' . s:n yo'l..fvn = 0

Myt =k
fir k> m sein. Nun bilden im n-dimensionalen euklidischen
Raume die Punkte (s;,..s,) mit |s; h1+..+snhn—};0|<ro. eine
Menge, deren Inneres, in Anbetracht dessen, dafl |hi—-7zo| <71y,
gewiB nicht leer ist; besteht also die Gleichung (25) in dieser
Menge, so ist sie sogar identisch erfillt. Man erkennt so, dafl
Yo.n, =0, falls nur » 4. .+ = k> m, und daher bildet
U(t,h,+..+1th) nach (24) ein Polynom hdchstens m-ten
Grades. Seien jetzt Elemente hj, x, aus X gegeben. Es gibt dann
offenbar reelle a,..q,, b,,..b, und Elemente A,,..A , so dafl
xy=ahy+..+ah, hy=>bh+..+bh und [h—h|<r.
Aus dem vorigen und der Gleichheit x,+thy=(a,+£b) b, + ..
+ (a,+tb) h, ersieht man sofort, dal U(x,+thy) ein Polynom
héchstens m-ten Grades der reellen Verinderlichen # ist. Wir
wenden noch den Satz II* an und der Beweis ist erbracht.

(Regu par la Rédaction le 27, 8. 1934).





