64 K. Borsuk.

En tensnt compte du théoréme 19) d’aprés lequel, pour qu'un
ensemble compact en soi E(CE,4 soit une coupure de RB,.; il faut
ot il suffit qu'il existe uve transformation essentielle de £ en 3,
on conclut que notre corollaire contient la réponse affirmative au
probléme posé par M. J. Schreier. .

Le sens combinatoire du dernier corollaire !t) impose la question
suivante:

Est-il vrai que les points de biunivocité d'une fonction continue f
qui trangforme une variété cantorienne Sfermée C & n dimensions en
un engemble acyclique en dimension n 12) comstituent un ensembdle de I-re

catégorie dams C?

1) P, Alexandroff, 1, ¢, p. 226. Cf. aussi K. Borsuk, Math. Ann, 106

(1932), p. 247.

11) Comp. la note %),

13) Autrement dit, f(C) est ,eine in der n-ten Dimension azyklische Menge"
an sens de ma note de Fund, Math, 21 (1933), p. 9b.
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Sur le plongement des espaces dans les continus
acycliques.

Par

Samuel Eilenberg (Varsovie).

Le but de cette Note est de généraliser le théordme suivant,
démontré par MM. W. Hurewicz et B. Knaster!): chaque
espace ¥) compact E se laisse plonger dans un continu E, localement
connexe, unicohérent et tel que dim (E; — E)==2. Je montre notam-
ment (th. 2) qu'en remplagant Punicohérence par la notion (plus
forte déja pour n=2) de ,continu acyclique en dimensions
r==0,1,..., n— 1% on peut réaliser la condition dim(E, —E)=mn.

Je prouverai dans une autre Note que le nombre n de la der-
niére égalité ne peut pas édtre abaissé, ’

Le probléme d'une généralisation de ce genre m’a été commu-
niqué par M. C. Kuratowski, qui, indépendemment, a trouvé
aussi certaines parties de la démonstration.

Un espace compact E sera dit acyclique en dimension n, lorsque
chaque vrai cycle n-dimensionnel dams E y est homologue & 038),
On a la proposition suivante:

(1) Pour quwun espace compact E soit acyclique en dimension n, il

 faut et il suffit quil existe pour tout nombre e>0 un nombre

d=10(e) >0 tel que la relation 2~ 0 dans E subsisie pour
chaque d-cycle n-dimensionnel 2 (mod m ot m == 0) dans E.

1) Ein Einbeitungssatz absr henkelfrets Kontinua, Akad. Wetensch. Amster=
dam, Proe. XXXVI (1938), p. b57. :

%} Je ne considdre ici que des espaces métriques. . .

3) Les notions combinatoires employées dans cette Note sont & entendre dsns
lo sens de M. P. Alexandroff, Dimensionstheoris, Math, Ann, 106 (1932), p. 161. -

Band to Math "
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11 est évident que la condition est suffisante, Supposons qu'elle ne soit pas
néeessaire. Il existerait donc un 2> 0 et une suite 2, 2,,..., Z4,..., 0l 2% est un
dx-cycle n-dimensionnel (mod my, m;=>0), tels que Lim dy==0 ot 2y non ~0 dame E.

k—o0
Le vrai cycle s-dimensionnel
Z=(’1v Zyyeeny Zhyers)

dans F ne serait pas dans ces conditions homologue & 0 daos E et par conséquent
cet ospace ne serait pas acyclique en dimension n, contrairement & l'hypothése,

Dans la suite nous allons nous appuyer sur les théordmes
suivants:

(I) Chaque espace compact dont un ,rétracte par déformation* 4)
est acyclique en dimension 7, est lui-méme acyclique en dimen-
sion 7 8).

(IT) Chaque espace compact contractile en soi ®) est acyelique
en toute dimension >0 7).

(III) Lia somme de deux espaces acyeliques en dimension n et dont
le produit est acyclique en dimension n—1, est elle-méme acy-
clique en dimension n 8),

(IV) Le prodyit d'une suite décroissante d’espaces acycliques en
dimension # est acyclique en dimension n 9).

(V) A étant un espace acyclique en dimensions r==0, 1,.
et y = f(«) une transformation continue de A dont les ,tranches* 1),

‘) Un sous-ensemble B d'un espace 4 est appelé son réiracts, s'il existe une
" fonction continue f telle que f(4) =B et que f(x)==x pour tout x¢B. Dans lo
cas ot il existe une fonction continue @ (x, #) telle que
p@0=0 ogmhed, o¢wl)=/ ()
po-  toute paire xe d ot 0.<<#<<1, on dit que B est de 4 un rétracte par dé-
formation (K. Borauk, Zur kombinatorischen Eigenschaften der Ralrakts,
Fund. Math. XXI (1938), p. 91).
¥) Ibidem, p. 95.
¢) Un ensemble B est dit contractile en soi, #'il existe un point pe.d et une
fonction continue ¢ (w, ¢) tels que I'on ait
P, 0) =z, Ppxyt)e 4,
pour tout couple xé d, 0 <2 <1,
7) C'est une conséquence immédiate de (I).
*) K.Borsuk, O zagadnieniu topologicznego scharakteryrowania sfer sukli-
desowych (en polonais), Wiadomokei Matematyczne 88 (1984), p. 16.
%) Ibidem, p, 16,
19) C. Kuratowaki, Sur les ddcompositions semi-continuss d'espaces md-
trigues et compacts, Fund. Math. XT(1928), p. 169, Cette théorie des décompositions

semi-continues sera souvent appliquée dans la suite, J'en emprunte aussi Ia ter-
minologie.

P (=, 15=p
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c. & d. les ensembles /~'(y), sont acycliques en dimensions r=0,1,.
wyn—1, 'image f(A4) de 4 est également acyclique en dlmensmns
r=20,1,..., n11)

(VI) Ohaque espace compact #-dimensionnel est acyclique ea
dimensions 7 > n 12),

Soient dans l'espace euclidien & 2#—-1 dimensions n+41 seg-
ments rectilignes P, Py,..., P,y ne se trouvaut pas situés dans un
hyperplan & 2» dimensions. Cela équivaut i dire que les 2142
extrémités des ces segments sont les sommets d’un simplexe & 2n+4-1
dimensions.

Pour chaque systéme de m -1 ensembles Z, C P, Z, C P,,...
s  C Py 1y 08 k=R si i, désignons par

[Zbu an rery Zi,,.H]

la somme de tous les simplexes (géométriques) m-dimensionnels

[a“ a’,..., am+1] 0‘\1 Q€ th.
On a:
@ 4, Z,,..., Z, +1] (2, 24y Z,;H_l]=0, 8i Z‘:'Z;F:O
pour 1<CiKm-1.

(3) [Z;n an-"’ Zl,,,.H] ° [Zl'a" Zh"":
s Zi-Z =0.

Z‘u-{-l = {Zkﬂ Z‘.,-.., Z‘.+1],

Soit %; une fonction transformant par homéomorphie l'ensemble
discontinu C de Cantor ) en Z,. Je vais montrer que:

@) dim [~y (C), hy(C)s-., Bapa(C)] =1

Pour tout £>> 0, il existe, en effet, un nombre #>0 tel que
pour tout couple zy, 2;¢C la relation |2, — a3 <<% entraine
0 (hy(z)), hyz,)) < & pour 1<{isKn—+-1. L'ensemble C étant de

11) Cela résulte immédiatement d'un théoréme de M. L. Vietoris, Uber den
hoheren Zusammenhang kompakier Riume und eine Klasse von zusammenhangs-
treuen Abbildungen, Math. Ann. 97 (1927), p. 465, en appliquant la proposition (1).

1) L. VietoTis, Zum hoheren Zusammenhang der kompakten Raums, Math,
Ann, 101 (1929), p. 223. Le théoréme de M. L. Vietoris concerne I'homologie
mod 0, mais sa démonstration reste valable dans le cas général.

13) Voir p. ex. C. Kuratowski, Topologie I, Monografje Matematycsue,
Warssawa—Lwéw 1933, p. 79—80.
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dimension 0, il existe une 7-déformation ¢ transformant C en
ensemble fini @(C). Si l'on transforme ensuite le simplexe

(B (81), ha (ag)ye -y Buga(appr)] o2 aeC
d’'une fagon linéaire en simplexe .
[y (9 (@), s (@ (a)), -+ «5 Baga (P (@nya))]s
on obtient une e-déformation de I'ensemble
[k (O), hn(C), oy huya(C)]
en polyédre n-dimensionnel .
[ (P(O)), b (D=5 Baa (P(ON),
ce qui prouve en vertu du théoréme de M. P. Alexandroff4) que
dim [hy (0), by (O, Bua (C)] S
L'inégalité inverse est évidente.

(5) Pour chaque systdme d'ensembles fermés Z, C P, Pensemble
() %, 2y, 4,
est acyclique en dimensions r=20,1,...,m —1,

Pour le démontrer, admettons d'abord que les ensembles Z,, soient
finis. Dans le cas ol chacun d’eux se réduit & un point, I'ensemble (i)
est un.simplexe m-dimensionnel et la proposition (B) résulte alors
de (II). On peut donc supposer que p. ex.

Za=7+ 5, B Zi=0, Z07,
Ona '
[an Z‘., “rey an+1 == [Z;l’ Zkﬂ." .t, Zhll+l] + [Z;:, Z‘i" ey Zkﬂl-l-l]
et d’aprés (3) l‘
{Z,, Z.,,..., Zi, ) 2, 2.y Ly, V=%, 24y, 44, )
En appiiquant (III), on voit aussitét que, dans le cas ou les en-

sembles Z, sont finis, la proposition (5) sobtmnt par linduction
complate.

4 1. ¢, p. 169,
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Ceci établi, passons au cas ol chacun des ensembles Z, se com-
pose d’un nombre fini de segments. Chaque Z,, contient alors un
ensemble fini Z; qui en est un rétracte par déformatmn 9 1l en
résulte facilement que lensemble [Z,, Z,,,..., Z; ] est un rétracte
par déformation de lensemble (i), qui est done, en vertu de (I),
acyelique en toutes les dimensions »=0, 1,..., m —1.

Enfin, pour passer au cas genéral, il suffit d’appliquer (IV), en
remarquant que chaque ensemble linéaire fermé est le produit d'une
suite déeroissante d’ensembles composés d’un nombre fini de seg-
ments.

Théoréme 1. Chaque espace méirique compact E est une image
continie d'un ensemble compact n-dimensionnel, ayant toutes les tranches
acyeliques en dimensions r =0, 1,...,n— 1)

Démonstration. Soit f une fonction continue transformant
I'ensemble 'C de .Cantor en E !¢), Posons, pour tout z e %,

T(a) = [k (f (@) b (F7 @ B (f 7 @)

Soient encore

-

A—-—:ET(&:) et g(y)%z, si yeT{x)
‘zeE

Pour tout couple z,, zgeE tel que z, Fa, on a f7 (). f(zy)=0"
et, d’aprés (2), T(z)+ T(x3)==0. Il en résulte que la fonction g
est univoque sur A.

Considérons dans E une suite arbitraire de points {z,} conver-
geant vers un point x. La fonction f étant continue, on a

Lim sup /=) C/~(@) )

ce qui donne
Lim sup P(x,) C T(z).

~ On en déduit que l'ensemble A- est compact et que la fonction g
est continue. Or, d’'aprés (4) dim A =17 et d'aprés (5) les ensembles

1) Dans le cas de # ==1 ce théordme & été démoniré par M. W. Hurewiecs,
Uber oberhalb-stetige Zerlegungen von Punkimengen in Kontinua, Fund. Math. XV
(1930), p. 60.

1%) Voir F, Hausdorff, Mengenlshre, Berlin—Leipzig 1927, p. 197.
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T(z) sont acycliques en toutes les dimensions r =20, 1,...,n—1,
ce qui achéve la démonstration.

Remarque. Dans le cas od l'espace E est de dimension fine,
on peut, en remplagant I'ensemble C par un ensemblq de dimension 0
convenablement choisi, assujettir la fonetion f & la condition supplé-
mentaire que les ensembles f~'(z) soient finis pour tout z¢ E17),
Les tranches de la transformation g deviennent alors des polyédres
n-démensionnels.

Théoréme 2. Chague espace mélrique compact E se laisse plonger,
pour tout n>0, dans un continu E, localement connexe, acyclique
en toute dimension r<<n et tel que dim (B, —E) =n.

Démonstration. Le cas particulier n =1 est bien connu:
Chagque espace métrique compact E se laisse plonger dans un con-
tinu localement connexe Ey tel que dim (B — E) == L. -

Pour le démontrer, on envisage la fonction continue f transformant I'ensemble C
en E et on considére la décomposition semi-continue du segment [0, 1] ayant pour
tranches toutes les tranches de la fonction f et tous les points individuels du
complémentaire de C. L'hyperespace 19) E, de cette décomposition satisfait alors
aux conditions exigées.

Passons done au cas n > 1.

D'aprés le th. 1, il existe un ensemble compact 4 & n—1 di-
mensions et une fonction continue g qui le. transforme en Z de
maniére que ses tranches soient acycliques en dimensions »=0, 1,...
wan—2. L’ensemble A peut &tre considéré comme sous-ensemble d'un
continu localement connexe A4, tel que dim (4; —A)==1. Les rela-
tions dim A =n—1 et »>1 impliquent que dim 4, —n —1.

Soit maintenant A4, le continu localement connexe & n dimensions
contenant 4, et contractile en soi, qui sobtient du produit car-
tésien 18) A, X [0,1] par lidentification des points de l'ensemble
4, X (1)19), Considérons la décomposition semi-continue de 4, ayant
. pour tranches les tranches de la transformation g et les points in-

1) C. Kuratowski, Sur Vapplication des espaces fonctionnels & la Thé-
orse de dimensions, Fund. Math, XVIII (1932), p. 286.

18) Voir C, Kuratowski, Topologie I, p. 185.

15) A, est donc un ,80ne“ ayant A, pour base. Il est bien connu que
dim 4, =14 dim 4,. ‘
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dividuels de 4, —A. L'hyperespace E, de cette décomposition est
évidlemment un continu localement connexe contenant E. On a
dim (B} — E) == dim (4 — A) =dim 4; =n, puisque dim 4=n—1.
Enﬁn, E, est I'hyperespace d’une décomposition semi-continue d'un
ensemble compact contractile en soi (donc en vertu de (II) d'un
ensemble acyclique en toutes dimensions) en tranches acyeliques
en dimensions r =0, 1,..., #—2. Il en résulte d'aprés (V) que E,
est acyclique en dimensions » =0, 1,...,n—1, e. q. £ d.

On voit aussitdt que le résultat de MM. Hurewicz et Kna-
ster, .ité au début, est une conséquence du cas particulier n =2
du th. 2, chaque continu localement connexe acyclique en dimen-
sion 1 étant unicohérent %),

Un espace séparable n-dimensionnel se laisse toujours plonger
dans un espace compact de méme dimension 11). Le th. 2 et la pro-
position (VI) entrainent donc le suivant

Corollaire. Chaque espace métrique séparable n-dimensionnel
(0% n>0) se laisse plonger dans un continu localement connexe
n-dimenstonnel et acyclique en dimensions r % n.

%) K. Borsuk, Uber dic Abbildungen der metrischen kompakten Riume
auf die Kreislinie, Fund., Math, XX (1938), p. 230; E. Cech, Sur les continus
Pédaniens unicohdremsts, Fund, Math. XX (1938), p., 232.

) W, Hurewics, Ubsr Eindettung seporabler Raume in gleichdimensio-
nale kompakte Rdume, Monatshefte fir Math. u. Phys. 37 (1930), p. 199.
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