Integration in abstrakten Riumen.

Von

J. Ridder (Groningen).

Die Newtonsche Auffassung der Integration als Umkehrung der
Differentiation hat, bekanntlich, ihre bisher weitestgehende Verallge-
meinerung in den Integraldefinitionen von Denjoy und von Perron-
Bauer gefunden, Daneben haben Untersuchungen von Fréchet?)
und neuerdings von Kolmogoroff?) gezeigt, daB die Leibniz-
sche Auffassung des Integrals einen weitgehenden Verallgemeinernngs-
prozeB in anderer Richtung zuluBt; die Leibnizsche Integralauffassung
1uBt sich, unter geringer Abanderung ibrer Eigenschaften, tibertragen
in ganz allgemeinen abstrakten Riumen. Die Arbeiten der eben
zitierten Autoren nehmen  die von Cauchy herrtthrende, analyti-
sche Definition des (bestimmten) Integrals zum Ausgangspunket ?),
Es ist unsere Absicht in den folgenden Seiten zu zeigen daB der von
Lebesgue in seiner ersten Arbeit4) tther den nach ihm benannten
Integralbegriff eingenommene, geometrische Ausganspunkt auch
in abstrakten Riumen anwendbar ist und zu zwei Integralbegriffen
fihrt, die zwar weniger allgemein als die Kolmogoroffschen sind
dennoch die wichtigsten Integralbegriffe (wie diejenigen von Riemam:
und Riemann-Stieltjes, baw. von Lebesgue und Lebesgue-Stieltjes)
als Spezialfille umfassen. Ihre Eigenschaften stimmen in mnoch
htherem Mafle mit denjenigen der Riemanschen bzw. Lebesgueschen
Integrale tiberein als dies hei den Kolmogoroffschen Integralen der

1) S%ehe M. Frechet, Bull. Boc. Math, de France 43 (1916), 8. 248—266.
%) Biehe A. Kolmogoroff, Math. Ann. 103 (1930), 8. 664 —696.

!) Das tut auch 8, Baks in seiner Mono, . A .
- graphie: Théorie de '
(Warssawa 1933), 8, 247—268. P s de Dintdgrals,

4) Biehe H. Lebesgue, Ann, di Mat, (8) 7 (1902), 8. 831 f.
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Fall ist. AuBerdem wird es moglich sein Produktriume und in die-
sen MabBzahlen derartig einzufiihren, daf es in ihnen Doppelinte-
grale gibt, auf die sich der bekannte Fubinische Satz in sinngeméber
‘Weise erweitern laft.

1. Einfithrung des MaBes in abstrakten Riumen.

§ 1. Im willktirlichen Raume B sei K eine Klasse von Mengen
dieses Raumes, welche folgende Eigenschaften hat:

1° es gibt eine (echte oder unechte) Teilklasse K, von K derart
daB eine Menge P zu K gehort, wenn fir jede Menge A ¢ K, die
Differenzmenge A— A-P zu K gehtrt; umgekehrt gilt fiir PeK
und A¢K, immer A— 4.P¢eK, :

20 fur PeK und QeK ist auch P4 QeK;

30 fir AeK, und BeK, ist auch 44 Bek,.

Aus der Bedingung 1° folgt, daB die leere Menge und der
Raum R immer zu K gehtren werden.

Satz I. Aus PeK und Qe¢K folgt P-QeK; jede Klssse K
ist ein Ring ).
Beweis. Fir jede Menge AeK; ist
A—A4-(P-Q)=(A—4-P)+(A—4- Q)
 Aus 10 folgt: ‘
A—A.PeK wd A—A.QeK,;

also nach 2° anch:

A—A.(P-Q)eK.

Da A eine willkirliche Menge aus K, ist, wird nach 1° auch
P.Q zu K gehoren.

Satz IT. Aus PeK und QeK folgt P—P:QeK; jede Klasse K
ist ein Korper °). '

%) Ein Mengensystem heiBt ein Ring, wenn Summe und Durchschnitt von swei
Mengen des Systems wieder dem System angehtren. Siehe F, Hausdorff, Men-
genlehre (Zweite Aufl, 1927), 8. 77,

¢) Ein Mengensystem heifit ein Kdrper,
ferenz von swei seiner Mengen wieder dem Bystem angel
L e ¥, 8 78

wenn Summe, Durchschnitt and Dif-
horen, Siehe Hausdorff,
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Beweis. Fur jede Menge A¢ K, ist
4.(P—P. Q)= A—{(d—A-P)-+ 4-(P-P))
Aug 1° und Satz I folgt:
A—A.-PeK und A.(P-Q)eK;

nach 2° wird auch:
A—4.(P—P-Q)=(4—A-P)+ A-(P-Q)eK

sein. Da A4 willktirlich in K, gewihlt ist, gehdrt nach 1° auch
P—P.Q zu K7). ‘

Man sieht nun leicht, daB jede Klasse K sich betrachten a8t
als Korper in R, welcher den ganzen Roum als Element enthilt. Um-
gekehrt ist jeder Korper, welcher R enthult, eine Klasse K; als
Teilklasse K, kann man immer K selbst nehmen oder auch die
sus dem Raume R als einzelnes Element existierende Klasse.

Definition., Jede zum Kérper K gehtrende Menge nennen wir
mefibar (K).

§ 2. f(P) sei eine Mengenfunktion, definiert fiir alle und nur
ftir alle diejenigen Mengen P ¢ XK, zu welchen es eine Menge A ¢ K,
gibt mit PC 4 8). Sie soll beschrdnkt additiv heiben, wenn :

10 fir je zwei einander fremde Menge P, @, fiir die / definiert

ist, gilt:
fP)FAQ=f(P+Q); und

20 fur jede Menge A¢K, die obere Schranke aller | /(P)|-Werte,
mit PC 4 und PeK, endlich ist.

Ist f definiert fur die Menge P, so sie die positive Variation
G (P) die (endliche) obere Schranke aller f(E)-Werte mit £C P
und EeK; die negative Variation g (P) sei die (endliche) untere
Schranke aller dieser f(E)-Werte. Dann 18t sich zeigen:

Satz II1. Auch G(P) und g(P) sind beschrinkt additive Men-
genfunkiionen und es ist

G(P) + 9(P) =f(P).

) Man bemerkt, daf die Bedingung 8° nicht notwandié ist fiir die Beweise
der Sitze I und II, ’
*) Fiir die leere Menge wird f gleich Null sein, wie aus der Bedingung 1° folgt.
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Beweis. Die Bedingung 2° wird von beiden Variationen erfillt;
beweisen wir noch 1°. Wenn P und @ zwei einander fremde Mengen
gind, fur die f definiert, so wird es bei willktrlich positivem &
eine Teilmenge E von P -} Q geben mit

fE)= G(P+ Q) —e

Somit ist
GP+Q—e=/f(E-P)+fE-Q=G(P)+ G(Q),
oder, da & willktirlich klein gewihlt werden darf,
1) G(P+ Q)= G(P)+ G(Q)
Umgekehrt existieren Mengen P, C P und @, C¢Q mit
JFB)=GP)—e wd f(Q)=6G(Q)—=s
daraus folgt leicht:
) GP)+GO=6P+9),
und aus (1) und (2):
6P +e@=6C+0)
Wihlt man eine Folge von Teilmengen E; von P mit f(E,)->G(P),
so wird gleichzeitig gelten f(P — E,)—>g(P); das folgt aus
(3 f(E)+f(B—E)=f(P)
Fir &k —> oo liefert (3) die Beziehung:
G (P)+g(P)=f(P)

Wir bemerken noch, daB G(P) nicht-negativ, g(P) nicht-positiv
sein wird. Die ebenfalls beschrinkt additive Zotalvariation T'(P)
sei definiert durch:

T(P)= G(P)+|9(P).
Satz IV. Die Klasse K, derjenigen Mengen von K, fir die f,
@, g und T definiert sind, ist ein Korper.

§ 3. Definition. Weunn es zu einer Menge P eine P einschlies-
sende Menge E ¢ K, gibt, so definieren wir die at‘a;ﬂm:e T-Funktion
T,(P) gleich der unteren Schranke aller T(Z)-Werte mit £ P und
EeK,.
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Satz V. Die Klasse Ky der Mengen, fiir die T, defintert ist,
ist wieder ein Korper. ,

Wie im Falle des #&uferen Jordanschen Mafes im n-dimensio-
palen Euklidischen Raum lit sich zeigen:

Satz VI. Fir je zwei Mengen P und Q des Kérpers K, wird
T.(P+ Q) = T.(P)+ T.(Q)
sein,

Satz VIL. Fiir die zu K, gehérenden Mengen von Ky fallt T,(P)
mit T(P) zusammen. Dies folgt aus der Korpereigenschaft von K,
und der Additivitét von T'(P) fir die Mengen von K,..

Satz VILL. Wenn P und Q z2u K, gehoren, wird

T,(P)= T,(P— P- Q)+ T.(P- @) und
_ T.(P)+ To(Q) = Tu(P+ @) + Tu (P+ Q)
sein.
Beweis. Nach den Sitzen IV, V und VII haben 7, und 7
gleiche Werte auf P-}- Q und ebenso auf P- Q. Da aulerdem 7'(P)
beschrinkt additiv ist fur die Mengen von K,, wird

T(P)=T(P—P:- Q)+ T(P-Q)=To(P—P- Q)+ T.(P-Q)

und
L(P)+ Tu(Q) = T(P— P- Q)+ T(P- Q)+ T(Q) =

i =T(P+ Q)+ T(P-Q=T.(P+ Q)+ T.(P- Q)

sein. ‘
Satz IX. Wenn P 2u Ky, E 2u K, gehort und E D P ist, so

wird die Differenz T,(E)— T,(E— P) bei fest gehaliener Menge P
den gleichen Wert haben fiir alle E, dic den Bedingungen gentigen.

Beweis. Fir E,;P, E,D P und E,, E;eK, gilt auch E, =
= E, - E; D P und, nach Satz IV, E; ¢K,. Nach Satz VI ist

) T,(B, —P) = T.(E, — E) + T.(E,—P).

Es sei E' eine zu K, gehtrende und E; — P umfassende Menge.
Dann wird E,+E' D E,—P sein; auch hat man E,—E, CE,—PC F'
oder B, —E,CE'—E'.E,. Somit gilt nach Satz VIII:

T, (E') = T.(B' — B+ B) + T,(E' - E)) = T(By— Ey) + T (By— P).
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Aus der Definition der #uBeren T-Funktion und Satz VII folgt
dadurch:

(5) T.,(E’I—P)gATa(EI-—E,)-}-T,,(E,—P).
(4) und (5) Liefern:
T.(By— P) = T,(E, — Ey) + I.(E, — P),
oder nach Satz VIII,
T, (E)— Tu(Ey — P) = T, (Ey) — T.(B; — P).
Da man hierin offenbar F; durch E; ersetzen kann, wird schlieBlich

. T.(By) — T.(E, — P) = T.(E,)— T.(E, — P)
sein.

§ 4. Definition. Fir jede Menge Pe K, sei die innere T-Funk-
tion T;(P) gleich der Differenz 7,(E)— 1, (E— P), wobei ZJ P
und EeK,. Aus Satz IX folgt, daB der Wert dieser Differenz
nicht abhingt von der Wahl von £ in K, 9)

Satz X. Es ist immer: T,(P) = T,(P).

Beweis. Wenn ED P und E¢ K, gilt, ist nach Satz VI:
T.(E) S T.(E—P) + T.(P).
Daraus folgt der Satz unmittelbar,

Definition. Eine Menge P des Korpers K, sei f-mefbar, wobei
f(P) eine gemiB § 2 beschriinkt additive Funktion ist fur die Mengen
des Korpers K,, wenn 7,(P) und 7;(P) denselben Wert haben;
hierbei ist 7'(P) die in § 2 definierte Totalvariation von f(P) und
haben 7,, 7; die in § 3 bzw. in diesem § angegebene Bedeutung.

Satz XTI Jede zu K, gehirende, f-mefibare Menge P ist auch
T-mefibar, G-mefibar und g-mefibar, wobei T(P) die Totalvariation,
G(P) die positive- und g(P) die negative Variation von f(P) darstellt.

%) Auch 146t sich unschwer zeigen, da8 Ty(P) immer gleich der oberen Schranke
aller 7,(E)-Werte ist mit EC P und EeK,.
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Beweis. Die 7-Mefbarkeit ist evident. Nach Satz X wird, da
G(P) ihre eigene Totalvariation, h(P)=|g(P)| die Totalvariation
von g(P) ist,

T.(P) = Ga(P) + ha(P) = Gi(P) + ki (P) = T(P),
G.(P)=G(P) wd h(P)=h(P)
gein, Aus 7,(P)= T7,(P) folgt somit auch:
Go(P)= G,(P) und h,(P)="Hh(P),
d. h. die G-Mefibarkeit und die g-MeBbarkeit von P,

Definition, Fur jede f-me@bare Menge P des Korpers K, sei
das f-MafS m,(P) gleich der Differenz von G,(P)= G,(P) und
by (P) = hy(P):

‘ mf(-P)= G (P) — ko (P).

Somit wird dann
mg(P) = G,(P) und m,(P)=—h,(P)
sein, sodaB man hat:
my (P) == mq (P) + my (P).
mr(P) = mg (P) — my(P).

Satz XTI. Jede zum Kirper K, gehirende Menge P ist f-mefbar,
T-mefbar, G-mefibar und g-mefbar, und es ist

m(P) =f(P), mr(P)= T (P), mo(P)= G(P) und m,(P)=g(P).

Beweis. Aus der Definition (§ 3) folgt, daB fur jede Menge P
von K,

Weiter ist

T.(P) = T(P)
ist, Die erste Definition dieses § liefert:

T;,(P)=T.(P)— T,(P— P)= T,(P).
Somit ist ' '

T(P) = T,(P) = T\(P) = m(P).

. Hieraus folgt, daB P f-meBbar und, nach Satz XI, auch G- und
g-meBbar ist und daneben, wenn wieder 4 (P) == [g(P)| ist,

G(P)=mo(P) und — h(P)=m,(P).
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Dadurch wird

. me(P)=mg(P) 4 my(P) = G(P) — h(P)=f(P)
gein. : .

Satz XIII. Die Klasse der 2um Kirper Ky gehirenden f-mef-
baren Mengen ist ein Korper K,.

Lemma 1. Fir Pe K, und Q¢ K, ist
To(P+ Q)+ To(P: Q) = T.(P) + T.(@)-

Beweis. Bei willkiirlich positivem # gibt es zum Korper K,
gehtrende Mengen M,, M, mit M, D P und M, DQ so dab

TM)=T.(P)+n wd T@)=T(Q+n
ist. Dadurch hat man, unter Zuhilfenahme von Satz VIII,
Ta(P+ Q) + Ta(P' Q) g T(Ml +Mz) + T(-M-l 'Ma)=
= T.(M) + To(M,) < T.(P) + Tu(Q) + 29
und, da 7 willktirlich ist,
T,(P—!— Q) + Ta(P‘ Q)§ Ta(P) + Ta(o)
Lemma 2. Fiir Pe K, und Qe K, ist
T,(P+ Q) + T.(P- @ = Ti(P) + T/Q)-
Beweis. Es gibt eine zu K, gehtrende, P+ Q enthaltende
Menge M. Mit Hilfe des vorigen Lemmas folgt dadurch:
T(P+ Q)+ TP+ Q)=2T(M) — T.[M— (P+ Q) — T.(M—P-Q)
= 27(M)—T(M—P)—T.(M—Q)=
= Ty(P) + T:(Q)
Beweis des Satzes XIII Es seien P und @ zwei f-mefbare
Mengen in K,. Dann wird nach Lemma 1 und 2:
(P + T(Q= TP+ Q+ TP A=
§ TG(P+ Q) + TG(P' Q) é T, (‘P) + TB(Q)
sein. Wegen der f-MeBbarkeit von P und Q wird, da immer 7, = T,
ist (Satz X),
T(P+ Q)="T,(P+ Q) wd T,(P-Q)=T.(P-¢Q)
sein mtissen. P @ und P.Q sind somit f-meBbar 1°).

1%) AuBerdem folgt unter Anwendung von Stz XI:
me(P) + mp(Q) = mp(P+ Q) 4 ms(P. Q).
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Auch die Differenz zweier f-mefBbarer Mengen PQ Q ist f-meBbar,

Denn fir M e K, und M D P wird
M—(P— Q)= (M—P)+Q

sein; die beiden Mengen M — P und ¢ sind J-meBbar, somit anel
M—(P—¢Q) und die Komplementirmenge P — Q11),

8 6. Wir #ndern die Definition der J/-meBbaren Mengenvin fol-
gender Weise ab.

Definition. Eine Menge P des Raumes B sei J-mefibar, wenn
fur jede zu K, gehtrende Menge M die Produktmenge M.P im
Sinne von § 4 mebbar ist, d. h. daB

(6) T.(M-P)= T M- P)
ist 1),

Satz XIV. Die Klasse K, der nach dieser Definition f-mefibaren
 Mengen wnfafit aus dem Korper K, alle und nur alle diejenigen
Mengen, welche zum Kérper K, gehoren.

Beweis. M und P mdgen beide zum Korper K, gehtren; dann
wird auch M-P zu K, gehsren. Nach der Definition von § 4 folgt
daraus jedoch (6). Somit gehsrt 2 auch zu K.

Wenn, umgekehrt, P zu K; und zu K, gehtrt, so gibt es eine
Menge M ¢ K, mit M D P. Aus (6) folgt dann:

T.(P) = T(P).
Mithin gehért P auch zu K,.
Definition. For jede (im- verallgemeinerten Sinne) f-meBbare
Menge P, welche zu K, gehort, migen f-, T', G- und g-MaB den-

selben Wert haben wie in § 4; gehort die f~meBbare Menge nicht
zu K, so sei

mg(P) = obere Schranke aller mq(E. P)-Werte mit E ¢ K,,
M, (P) = untere Schranke aller my (E+ P)-Werte mit £ € Ky,

") Nach Fugu. 10) ist my(P— Q) = m/(P)— my(Q).

%) Wir bemerken, da8 fir jede (im verallgemeinerten Binne) f-meBbaren
Menge P bei willkiirlich aua K, gewhhlter Menge E gilt: To(E.P)= T, (E)—
— Ta(E—E.P),
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my(P) == mq(P) + m,(P)
und

mr(P) =mq(P) — m(P),
wobei zu beachten i§t, da8 m,(P) als unbestimmt betrachtet werden
soll, wenn mg(P) und m,(P) beide unendlich sind.

Satz XV. Die Klasse Ky ist ein Kirper, ihre Mengen sind auch
T, G- und g-mefibar (gemdf3 der ersten Definition dieses §) und fir
Je zwei einander fremde Mengen P, Q von K, wird immer

(" . mr(P) 4 m(Q) = my(P4Q)
sein; es ist
8) m(P) + m (@) = m(P - Q),

wenn bekannt ist dafl eines der beiden Qlieder einen endlichen oder
bestimmt unendlichen Wert hat.

Beweis. Fiir PeK;, QeK; und MeK, sind M- P und M-Q
immer f-meBbar im Sinne von § 4; dies gilt somit nach Satz XIII
auch fur M.(P4 Q). Dadurch ist P4 @ f-meBbar im verallge-
meinerten Sinne. In #hnlicher Weise 148t sich zeigen, da man hat
P.QeK; und im Falle P7)Q, P—Q e K;. K; ist somit ein Korper.

Da die Menge M- P mit PeXK;, MeK, nach Satz XI T-, G- und
g-mefbar ist im Sinne von § 4, so ist P dies auch im Sinne der
verallgemeinerten Definition.

Schlieflich folgen (7) und (8) mit- P und QeK; und P-. Q leer
auf Grund der letzten Definition aus

(M- P) + mo(M- Q)= mo[ M- (P+ Q)

mg(M'P) + m(M- Q)= mz[M'(P+ l
wobei Me K, ibrigens willktirlich.

Satz XVI. K ist ein Teilkirper von Ky; die Mengen, mefbar (K),
bilden eine Teilklasse der f-meflbaren Mengen 13).

und

13) Die Rolle der Borelachen Mengen in der Theorie der ,ensembles normaux*
im n-dimensionalen Euklidischen Raum wird hier teilweise von den Mengen des
Kirpers K- teilweise von den Mengen von K tibernommen. Man vergleiche z. B.
de la Vallée Poussin, Intégrales de Lebesgue, etc., Deuxitme Ed. (1984),
Chap. 6. }

Fundamenta Mathematicae. T. XXIV. 6
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Beweis, Fir PeK und eine willkiirliche Menge M e K, hat
man, nach Satz I, M- PeXK und, da es nach § 2 eine Menge I/, ¢ K,
gibt mit M, D M, also auch M, D M. P, hat man ebenfalls 3. Pe K,
Nach Satz XII wird M.PeK, sein und dadurch ist P f-meBbar
im verallgemeinerten Sinn (siehe die erste Definition dieses §)
géhiirt mithin zu K.

Satz XVII. Wie auch die fir die Mengen der Kirpers K,
beschrinkt additive Mengenfunktion f(P) gewihlt sei, immer wird der
zugehirige Korper K; die Mengen von K, und den ganzen Raum R
umfassen 1%).

?

Dies folgt unmittelbar aus dem vorigen Satze, denn die Mengen
von K, und B sind in K enthalten 14).

§ 6. Beispiele. 1. Zum Kérper K wihle man den kleinsten
Korper, welcher: 1° den #-dimensionalen Euklidischen Raum R,
und diejenigen seiner Teilmengen umfaft, deren Durchschnitte mit
den offenen Intervallen I(a, <=z < by;...; a, < =, <b,) in R, im-
mer als Summe von endlich vielen offenen Intervallen aufgebaut
werden konnen; fir den: 2° die Klasse K, alle und nur alle aus
endlich vielen offenen Intervallen aufgebauten Mengen umfafit, Die
Funktion f(P) sei fir die Mengen (P) von K, in analoger Weise
aus dem elementargeometrischen Mafe der Intervalle hergeleitet
wie das Borelsche MaB fiir die B-meBharen Mengen. Man sieht leicht
ein, dab K, mit der Klasse der nach Jordan meBbaren Mengen
zusammenfillt, wihrend der Korper K; eine Erweiterung bildet
der Jordanschen. Mengenklasse.

2. K und X, seien im linearen Eukl. Raum gewshlt wie im
Beispiel 1. a(z) sei in jedem Intervall (a, ) von beschréinkter Va-
riation. Fiir das offene Intervall P= (g,b) soll f (P)=ea(d—0)—
—@(a+-0) sein, wobei o(b— 0) = lim @ (z) und @ (a+-0)=lima(x).

x5 xX—>a
x<b x>a
Es 1aBt sich hiernach 7(P) definieren fiir die Mengen von K, in

#) Die vorhergehende MaBtheorie fordert fiir ihre Daurchfiihrung, dag auf
einem (bestimmten Bedingungen gentigenden) Teilktrper K, von K eine beschriinkt
additive Mengenfunktion gegeben ist; wir bemerken, daf unter Umstinden die
Integrationstheorie von Kolmogorof f, L e. ), 8. 682, 683 es erlaubt, ausgehend
von einer fiir die Mengen von K, nicht-additiven Mengenfunktion @ (P), eine fiir
diese Mengen (im Sinne von § 2) beschriinkt additive Fanktion f(P) zu finden.
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gleicher Weise wie unter 1. Die Klasse K, der in dieser Weise
erhaltenen e(x)-meBbaren Mengen ist eine Erweiterung der Klasse
der Mengen, welche ein Jordansches MaB ,in bezug auf a(z)“ haben.

3. Wie 2, aber im #n-dim. Eukl. Ranm n=2) a(z,, ay,..., 2,
sel in jedem Intervall von R, von beschrinkter Variation 15) (nach
der Definition von Lebesgue).

§ 7. In einer wichtigen Arbeit von S. Banach: Sur le probléme
de la mesure, Fund. Math, 4 (1923) findet man auf den Seiten 9—27
Betrachtungen tiber Integrationsverfahren anwendbar auf alle be-
schrinkten Funktionen, definiert fiir die Punkte eines Kreises mit

Radius %z in der (Euklidischen) zy-Ebene. Villig gleichartige Be-

trachtungen ktnnen dazu dienen folgendes zu zeigen:

L Es sei Q die Klasse derjenigen Funktionen {f(z, ..., z,)}
des n-dimens. Eukl Raumes, welche die Higenschaften haben:
e) die Menge der Werte einer jeden Funktion f(z,, a,..., x,) ist
beschrinkt; §) es ist immer f(x,, 2g,.., 2,)=f (2, -}k, Lyt-kypy 2,+-k,)
wie auch der Punkt (z,, #,,., ,) und wie auch die ganzen Zahlen
ks, ksy..., k, gewthlt seien. Dann léBt sich ein Integrationsverfahren
angeben, anwendbar auf alle Funktionen in'Q und mit den Eigen-
schaften: 1° fiir je zwei reelle Zahlen ¢,, ¢, und fiir je zwei Funk-

_tionen f;, f; aus Q ist:

chﬁ+c-ﬁ=cj(fﬁ+czxffs;

hierbei deutet X die Punktmenge mit 0=z, <<1; 0 <z, < 15...;
0=, <1 an; 2* wenn immer =0 ist, so wird

[r=0

" sein; 30 fiir f(a:)é—-:l ist das Integral tiber K gleich 1; 4° wenn

das Lebesguesche Integral I,(j' (L) f existiert, das man

Jr=Jor

1) Siehe H, Lebesgue, Ann, Ec. Norm, (3) 27 (1910), p. 410 e, s. Man
vergleiche such J. Ridder, Prace mat-fir. 41 (1933), 8. 19 u, 20.
6%
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1L Es gibt fur die Funktionen von £ ein zweites Integrations-
verfahren, daB die Eigenschaften 1°, 2° und 3° (unter I) hat und
auBerdem die Eigenschaften: 4° wenn das Riemannsche Integral

J(B)f existiert, ist

K .
[r=fws
K

K

H¢ es gibt eine nach Lebesgue integrierbare Funktion / in £ (die
charakteristische Funktion einer L-mefbaren Menge) mit

[r+ /s

Aus I und II folgt bei Betrachtung der charakteristischen Funk-
tionen { fx(zy, Ty, 2,)} aller Mengen {E} in B,, dafi es eine Mafzahl

w(E) == f S lalle Integrationen entweder nach I oder nach II;

K= Punkimenge mit 0 <z, < 1; 05 2, <1;...; 0 2,<<1]
gibt fir jede Menge E von R, mit den Eigenschaften:
1° fur je zwei einander fremde Mengen E,, E, ist
#(Ey) + u(By) = p (B, + By);

20 g3 ist immer .
r(E)=0;

30 p(E) =1
4° fiir jede Menge M,‘ welche nur einen einzelnen Punkt enthdlt, ist
w3y =01),

Es ist jedoch nicht moglich, daB fir jede Summe von abzihlbar
vielen, einander fremden Mengen {E}:

w(3B)=Fum)

) *)

%) Man vergleiche hiermit auch die Konstrnktion von beschrinkt additiven
Mengenfunktionen in Arbeiten von S.Ulam [Fund, Math. 14 (1929), S.231—233]
und A. Tarski [Fund, Math, 15 (1930), B, 42—50].
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wire. Dies wiirde einem Satze von Banach und Kuratowski1?)
(bewiesen unter Annahme der Kontinuumhypothese) widersprechen,
nach dem es in einem Raume B von der Muchtigkeit des Konti-

" nuums nie eine nicht-identisch verschwindende, total-additive Men-

genfunktion geben kann, definiert fur alle Mengen in R und gleich
Null ftir alle nur einen einzelnen Punkt enthaltenden Mengen.
Daraus folgt der

Satz XVIIL. Fir die Mengen eines Korpers K, (siehe die De-
finition in § 5) wird es nicht immer moglich sein, dafl das zugehorige
S-Map total-additiv ist.

Denn die Teilmengen eides R, bilden einen Korper K;, withrend
jede wie oben definierte Mengenfunktion w(E) als zugehsriges /-Ma
zu betrachten ist.

§ 8. Die vorhergehende Theorie des beschr#nkt-additiven
MaBes im Korper K li8t sich in leicht ersichtlicher Weise abindern
in eine Theorie eines total-additiven MaBes in einem ¢-Korper 16),
Wir werden im folgenden kurz die Anderungen in den Definitionen
und Sitzen angeben, welche hierbei notwendig sind. -

In Raume R gentige K den gleichen Bedingungen wie in § 1;
nur soll unter 2° auch die Summe von abzihlbar vielen Mengen
zugelassen werden. ‘

Dann wird K ein o-Korper sein, welcher R enthilf.

Die in § 2 eingefihrte Mengenfunktion soll total-additiv sein,
d. h. unter 1° soll die Additivitat fiir abzihlbar viele Mengen ge-
fordert werden, ftir die und fiir deren Summe f definiert ist !9).

G(P), g(P), T(P) werden nun auch total-additiv sein. Die De-
finition von 7,(E) behilt den gleichen Wortlaut. K, und K, sind
nin bezug auf K, beschrinkie“ o-Korper; damit meinen wir daB sie
Korper sind mit der Eigenschaft, da8 die Summe von je abziihlbar
vielen zu eipem solchen Korper gehdrenden Mengen auch zum Korper
gehort, wenn es eine Menge 4 ¢ K, gibt, welche die Summe als
Teilmenge enthilt.

17) Biehe 8. Banach u. K. Kuratowski, Fund. Math. 14(1929), 8. 137—181.

18) Jeder Korper, welcher auch die S8umme von abzihlbar unendlich vielen
seiner Mengen als Element enthdlt, heift o-K&rper. Sieche Hausdorff, I c. ¥),
8. 83.

1%) Bekanntlich folgt nun die Bedingung 2° aus 1°; jene kann somit forige-
lassen werden.
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Satz VI'. Fir abzihlbar viele Mengen {P,}, welche ebenso wie
thre Summe zum o-Kirper Ky gehiren, wird immer

TP+ Pyt ) = 3 Tu(P))
sein. @

Der Wortlaut der Sitze VII—X bleibt ungetindert; ebenso die
der Definitionen der f-Mefbarkeit und des /~-Mafles und der Sitze XI
und XII

Auch K, (in Satz XTII) wird nun ein in bezug auf K, beschrinkter
o-Kirper sein. SchlieBlich bleiben die Definitionen in § 5 und die
Sutze XIV, XVI und XVII?) gleich lauten, wihrend Satz XV
sich #ndert in:

Satz XV'. Ky ist ein o-Kirper, ihre Mengen sind auch T-, G-
und g-meflbar (im Sinne der verallgemeinerten Definition) und fiir
Jede Folge von einander fremden, 2u Ky gehirenden Mengen {P,)

wird immer
mT[ZP{I =2‘ M (Py)

*®) *)

mf[zpk]=z'mf(1’k),

(%) ®

sein; es ist awflerdem

“wenn nur das linke Qlied einen endlichen oder bestimmt wnendlichen
Wert hat 21),

§9. Beispiele 1. K sei der g-Korper der Borelschen Mengen
des »-dim. Eukl. Raumes R,, K, die Klasse der offenen Mengen
in B, mit endlichem Borel-MaB; f(P) sei fiir die Mengen (P) von
K, gleich ihrem Borel-MafBe. Dann wird Ky der o-Korper der nach
Lebesgue meBbaren Mengen in R, sein.

2. K sei gewthlt wie im Beispiel 1. a(z,, ..., x,) sei in jedem
Intervall von R, von beschrinkter Variation 1), Dann soll K, die

*) Nor mit ,total-additiv® statt ,beschrinkt additiv,

1) Die in FuBn, #4) enthaltene Bemerkung fiber die Herstellung beschriinkt
additiver Mengenfunktionen gilt anch fiir die Herstellung total additiver Mengen-
funktionen, wenn man nur statt der Integrationstheorie von Kolmogoroff, L c. 3,
8. 682, 683 die von diesem Autor I. c. 8. 661—671 behandelte Theorie benutst,
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i

Klasse der offenen Mengen sein, deren Borelsches MaB pin bezug
auf die Totalvariation von a(z, a,,..., 2,)* endlich ist. K; wir der
o-Korper der ,in bezug auf a(x, a;,..., x,)* nach Lebesgue meB-
baren Mengen in R, sein.

II. Beschrinkt- und total-additives MaB in Produktrinmen.

§ 10. Es selen B® und R® zwei abstrakte Raume. Ausgehend
von Koérpern K in BR® und K in R® und von fir die Mengen
dieser Korper definierten, beschriinkt additiven Mengenfunktionen
SO(P) bzw. fO(P) [vgl. § 2; die Klassen K und K@ sollen da-
bei mit K" bzw. E{» zusammenfallend gedacht werden], kann man,
wie im Kapitel I, K{’ und K{? erweitern zu Korpern K bzw. K@,
zu welchen beschrinkt additive MaBfunktionen ' gehoren, fir die
Satz XII gilt #2). Schlieflich sind K und K® zu erweitern zu
Korpern K bzw. K und ftir die in diese Korper erweiterten
MaBfunktionen gilt sodann Satz XV #); K® enthalt R®, KP® den
Raum R® als Element.

Wir bilden den Produkiraum R® X R® d. h. den Raum aller
Punktepaare (z®, &) mit ¢ R® und = ¢ B®. Elementare Mengen
in B B® seien alle Mengen, welche sich schreiben lassen als
AX B mit ACR® und BCR®.

Definition. Der Korper & in R® X B® gei der kleinste, die
Klasse K X K enthaltende Korper; hierbei wird KM X K§® ge-
bildet von denjenigen elementaren Mengen von B® X R®, welche
sich schreiben lassen A X B mit 4¢ K’ und Be KP.

Satz XTX. Wenn 4;, B, 2u K® und A,, B, zu K{® gehiren,
wird die Differenz

4y X 4, — (4, X 4)+ (B, X By)
Summe von zwei einander fremden, 2u R, gehirenden, elementaren
Mengen sein.
- Beweis. Denn es ist
4, X A —(4; X A)+(By X By) = 4; X A3 —(4;- B)) X (4;- B,) =
== (A1—A1 . Bx) X Ax+ (Al 'Bx) X (A-E "’Asz)

1) Wir bemerken, daB es gur Durchfithrung der hier angegebenen Erweiterun-
gen nicht notwendig ist die Existenz von Klassen K, K@ anzunchmen, welche
in der in § 1 angegebenen Weise mit KV bsw. K® zusammenhiingen.
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Dies 148t sich leicht verallgemeinern zu:

Satz XIX*, Wenn Al’ 'Bl,l! .B]’g,.n, Bl,,, 22U Kg(l) und AB) B?,l)'") B"n
2u K gehoren, wird die Differenz

4 X dy— (4 X 45)+ 3 Bi; X By,
J=1

Summe von hichstens 2%, einander fremden, nicht leeren und 2u &,
gehorenden, elementaren Mengen sein.

Satz XX. Die Summe von endlich vielen, nicht immer einander

Sfremden Mengem aus KX K{? ist Summe von endlich vielen, ein-
ander fremden Mengen von K X K,

Beweis. Betrachten wir zwei nicht einander fremde Mengen
A X Ay und By X B, mit 4,, 4, e K® und 4,, B, e K. Dann ist

A, X Ay B, X By = Ay X Ay + {By X By — (4; X 4) (B, X By),

also nach Satz XIX Summe von drei zu K X K{® gehtirenden
und einander fremden Mengen.
Bei drei Mengen aus K® X K® lalt sich schreiben:

AxXA1+Bl><Ba+C1 Xoa=A1 XA2+
+{B1 XB2“"(A1 XAI)'(BI >< Be)}‘i‘
+{C: X C, — (G, X Q)+ (4; X 43+ B, X By)};

ihre Summe ist somit auch zu betrachten als Summe von hchstens
142+ 22=17 nicht leeren, einander fremden Mengen aus KX K.
Der Beweis bei mehr als drei, jedoch endlich vielen Summanden
ist hiernach evident.
Aus den Sétzen XIX* und XX folgt der

Satz XXI. Jede zum Kirper &, gehirende Menge in_vR“’XR"’
ist Summe von endlich vielen, einander fremden, zur Klasse K& XK
gehorenden Mengen.

Definition. Wenn eine zu ®, gehsrende Menge P sich schrei-
ben 148t:

(9) 'Ale1+AaXB2+--'+AuXBn
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mit 4, K®, BeKP (j=1,2,..
GJj=1,2,...,n; ig=7), so sei

-» 1) und (4,X B)-(4,X B,)) leer

(10) FP)=_ f04) X f(B).
=

Man sieht unschwer ein, dal der Wert von §(P) immer der-
selbe bleibt wie auch die Zerlegung (3) von 2P unter den angege-
benen Bedingungen gewshlt sei; §(P) ist eine fiir die Mengen von
R, beschrdnkt additive Funktion (im Sinne von § 2).

Es ist nun moglich zu §(P) gehdrende positive und negative Va-
ristionen, @(P) bzw. g(P), und eine Totalvariation € (P) einzufihren
mit den in § 2 behandelten Eigenschaften. Wie in §§ 3, 4 fiihrt
die Totalvariation zur #uferen und zur inneren T-Funktien, T,(P)

. bzw. T,(P), und die Mengen, fir die diese beiden Funktionen de-

niert sind, bilden einen ®; umfassenden Korper £, in R® X R®,
Schlieflich bilden die {-meBbaren Mengen einen Korper &, mit
K CR, C R, (man vergleiche § 4).

Satz XXTI1. Jede clementare Menge 4, X A, mit 4, e K und
A e KP gehort zum Korper ;.

Beweis Zu A, gibt es bei willktirlich positivem 7 eine Menge
E e K mit 4,CF, und

(11) TO(E,) < mpo(4,) =+,
und weiter eine Menge EjeK{® mit 4, D E; und
(12) TO(E,)) > mpn(4,) —n79).

Ebenso gibt es zu A, Mengen Z,, E;e K® mit A, C E,, A,DE;
und '

(13) TOE) <mred)+n TOE)>mre(d,) —19).
Man hat somit:

(14) E; X E;CA

und es ist

(15) T(B, X E— B X B}) = T{E, — E) X Ey} +

+ T(B X (B, — E)} = G{(E, — Eq) X B} + |g{(£, — E) X E}|
+ G{Z X (B, — E}+ |g{E X (By — E}|-

XA, CE X By E;XE;ud E; X E;efs
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‘Weiter ist z, B.

®{(E, — E)) X Ey} = obere Schranke aller § (P)-Werte
mit PC(E; —Ej) X E; und Pe§,.

Bei der in der letzten Definition gegebenen Deutung von {4}, {B}
wird, wegen der Additivitit von 7® und 7@,

. :
P < I TO4) X T9(B) = TO (B, — Ei) X TO(&y),
=1 T
somit auch
A8)  B{E —F) X B} = T%(8 — B) X TO(E,)
sein. Aus (15), (16) und drei weiteren, an (16) analogen Unglei-
chungen, folgt:
Tl X By — By X E3) = 2 TE, — E3) X TO(Z,) 4+
+ 2 TO(E) X TO(E, — ),
Mit Hilfe von (11), (12) und (18) lLiefert dies schlieBlich:

(B, X By — B X By) = 40+ [T(E,) + TO(Z;)] <
<Ay [mpe(4y) + mro(4y) + 1]
Daraus und aus (14) folgt, daB 4, X 4, F-meBbar ist.

Korollar. Der kleinste Kirper iiber K X KP ist ein (echter
oder unechier) Teilkorper von 8.

Nebenbei sei bemerkt, dab die in den FuBnoten 1) und )
gegoben Gleichheiten auch fir daB §-MaB gelten.

§ 11. Wir erweitern den Korper &, der §-meBbaren Mengen
in folgender Weise,

Definition. Eine Menge P des Raumes R® X B® gei &-mefibar,
wenn ftir jede zu &, gehsrende Menge M die Produktmenge M. P
im Sinne von § 10 meBbar ist, d. h. da

. T (M- P) = T,(L- P)
1st.

Die Eig'ensahaften der Klassen K;, K;, K,, welche in § b
behandelt sind, lassen sich in sinngemifier Weise auf &, &, K
tibertragen.
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Satz XXIIT. R enthalt alle Mengen A, X A, mit A, e K
und Ay e K, somit auch alle Mengen des kleinsten Kirpers diber
KD X K.

Beweis Mit B, ¢ &, Z; e K® wird
(By X Ey)+ (A X 4y) = (B, « 4;) X (By - 45)

zu &, gehdren. Denn uach der ersten Definition von § 5 gehort
Ey+A; zu K® und E,-4, zu KP; es luBt sich somit Satz XXII
anwenden. Da jede zum Korper & gehorende Menge Summe von
endlich vielen, einander fremden Menge von KX K ist (Satz XXT),
wird nach der Definition dieses § 4,X 4, zu & gehoren.

§ 12. Beispiele. Im m-dimens. Eukl. Raume B sei K¥ der
kleinste Korper, welcher alle offenen Intervalle dieses Raumes ent~
halt; K sei der kleinste, die offenen Intervalle enthaltende Korper
in BR® Zu jeder Punkifunktion a®(x,, 2,,..., %,), welche von be-
schrinkter Variation 15) ist in jedem Intervall von R®, gehdrt eine
(beschriinkt) additive Mengenfunktion f®(P), welche fiir jedes offene
Intervall I,[a, <, <<b3...; a,<z,<b,] gegeben wird durch die
Summe

a®(b—0, by — O0,..., b, — 0) —2 a®(a, 40, by —O,..., b,— 0) +

+2aﬂ>(a1+o, ag+0, b, —0,..., b,—0)...+
+ (— 17 a(a,40,..., a,+0);
dabei ist jede der Summen iber alle méglichen Anordnungen der
jeweiligen Anzahl Koordinaten a;, zu erstrecken und deutet z B.
a®(a, 40, by —O0,...; b,—0) den Grenzwert
Lim a®(xy, Tyyeney )

2->a1; 0> By, oo 2y ~bpy
2150810 by;s .y Xy <by

an, Die Werte von f®(P) fir die tihrigen Mengen ans K{¥ werden
in konstruktiver Weise ans ihren Werten fur die offenen Intervalle
hergeleitet. In gleicher Weise fithrt eine Punktfunktion a®(yy, yg,- ¥x),
in jedem Intervall von R von beschrinkter Variation, zu einer
fur die Mengen des Korpers K{® definierten, (beschrinkt) additiven
Mengenfunktion f®(P).

Die Betrachtungen von §§ 10 und 11 fiihren nun zu Mengen-
korpern K® in R®, E® in R®, welche die in diesen Réumen in
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bezug auf o® bzw. ¢® nach Jordan .mefbaren Mengen umfassen,
und weiter zu einem Mengenkorper & im Produktraume R X B®,
welcher alle in bezug auf a® X «® nach Jordan meBbaren Mengen
umfaBt (man vergl. § 6, Beispiel 3). — Spezialfall: eV=g,.2,..z,
und a®=y,. ¥;... ¥u. '

§ 18. Im Raume R® sei die Mengenklasse K{" ein ,in bezug
auf sich selbst beschrinkter ¢g-Korper und im Raum R® sei auch K{®
ein ,in bezug auf sich beschrinkter“ o-Korper22). SO(P) und f®(P)
gollen ftr die Mengen von K® bzw. K{® definierte, total-additive
Mengenfunktionen sein (siche § 8), T, GO, g® baw. T®, @@, &
die zugehdrigen totalen, positiven und negativen Variationen. Dann
kann man, wie in § 8 angegeben, K{” und K{® erweitern zu in
bezug auf K bzw. K{? beschrinkten o¢-Korpern K{ bzw. K@,
fO(P) und f®(P) und die zugehorigen Variationen fithren dabei
za total-additiven MaBfunktionen mp(P), mee) (P); mqm (P), mpe (P);
mgw(P), mga(P); mu(P), myxP) fir die Mengen dieser beschrink-
ten ¢-Korper ). Schlieflich fuhrt eine letzte Erweiterung zu (all-
gemeinen) o-Korpern K und K® und fir die in diese o-Korper
erweiterten MaBfunktionen gilt Satz XV’; K enthilt wieder R®,
K®. den Raum R® als Element.

Definitlon. &, sei der kleinste, die Klasse K{” X K enthal-
tende und in bezug auf K X K beschrinkte o-Korper in
R X R® m),

Definition. Wenn man hat de K.,."", Be KP, so sei
&4 X B) = f®(4) X f®(B).

Die Funktion §(P) ist in analoger Weise, ausgehend von ihren
Werten fir die (elementaren) Mengen von K X K, zu erweitern
zu einer fiir die Mengen der Korpers R definierten, total-additiven
Mengenfunktion wie das elementargeometrische MaB der Intervalle

89) Siehe in § 8 die Definition von ,in bezug auf eine Mengenklasse be-
schriinkten® o-K¥rpern.

#) Hier gilt eine gleichartige Bemerkung wie in Fufn. %) enthalten ist.

%) Ea 188t sich zeigen, dab @, aus denjenigen Mengen des kleinsten o-Kir-
pers Gber KON K aufgebsut ist, su welchen es eine Menge aus KMOX K@
gibt, die die betrachtete Menge enthilt,
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eines Buklid. Raumes sich erweitern li6t zu dem Borelschen Ma8
ftr die nach Borel meBibaren Mengen von endlichem suBeren MaGe 35).

) Wenn A (x) eine fiir die Punkte einer su K goehtrenden Menge P definierte
Funktion ist, so wird sie auf P meBbar (K{Y) heiBen, wenn fir jedes reelle a die.
Teilmenge M[f>a] von P zu K{V gehtrt. Die Funktionen, meBSbar (E3Y), haben
im Raume R(D) die gleichen Eigenschaften wie die nach Borel meBbaren Funktio-
nen im Euklidischen Raum. 8o hat man u. a.: Jede Funktion h(x), meSbar (K™,
nicht-negativ und endlich, ist auf ibrer Existensmenge Gremswert einer monotonen
und gleichmifig konvergenten Folgs von Fanktionen {h(z)}, meBbar (K}”),
nicht-negativ und hichstens absihlbar unendlich viele Werte annehmend.

Definition. Nimmt die Funktion A (), meSbar (K{V) nicht-negatir und be-
schriinkt, auf ihrer Existenzmenge P nur absihlbar viele Werte {4z} an, so sei

Sh(@).dFOP) =Ty FOLUR=us).
P ®)

Hat h(x) mehr als abzihlbar unendlich viele verschiedene Werts, so kanp man
dennoch immer eine monotone, gleichmiBig gegen h(x) konvergierende Folge von
Funktionen {%/(%)}, meBbar (K1) nicht-negativ und simtlich absihlbar unendlick
viele Werte {u;} annehmend, finden und die Summen

Syz=Zup . fO{M (b= 12}

*®
bilden. Wie auch die Folge gemif den obigen Bedingungen gewihlt wird, immer
wird lim §; existieren und denselben Wert haben; es sei nun:
J=>o0

S (@) d fOP) =lim §.
P J—oo

Dieses Integral besitzt u, a, die folgenden Eigenschaften: 1° wenn &, (z) und

By(«) auf der zu KV gehsrenden Menge P den gleichen Bedingungen gentigen
wie h(z), so ist :

}-[ [y (@) B, (@)] . dFO(P) = Pf hy () dfO(P) +Pf hy(@).dfA(P);

20 wenn die Funktionen {h;(x)} suf der su K™ gehbtrenden Menge P den
gleichen Bedingungen gentigen wie A(%) und -wenn sie monoton nicht-abnehmend
konvergieren gegen die beschriinkte Funktion g(x), se wird

Jg(z) dfO(P) existieren und —_;En; Pfl/(:t) afo(P)

sein, (Man vergleiche Baks. 1 c. 3), 8. 254).

Unter Anwendung dieser beiden Eigenschaften IN8t sich folgendes seigen:
Wenn mit 2 und & Punkte von R(), mit y und mit 4 Punkte von B® gemeint
sind, so sei fir jede in R ) R® liegende Menge M mit M; die in B liegende
Menge derjenigen Punkte (y) angegeben, fir die (£, y) su M gehdrt; in gleicher
Weise seien die su R(D) gehtrenden Durchschnittsmengen {3f,} mit ne R definiert.
Danw wird fir jede 2u Q, gehdrends Menge M von BO® X R® und jeden swill-
kilrlich in RO gewdhlten Punkt § M; 2u K}’) gehdren; wenn M ;PX Q, wobei
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Zu §(P) gehoren positive und negative Variationen, @& (P) baw.
g(P), und eine Totalvariation T(P), welche total-additiv sind fiir
die Mengen von &;. Mit Hilfe der &uferen und inneren T-Funktio-
nen, T,(P) bzw. T,(P), erhilt man den in bezug auf K® X K@
beschrankien o-Korper &, der F-mefbaren Mengen; das §-Mafi ist
total-additiv.

Satz XXIT. Jede elementare Menge Ay X A, mit 4, e KO und
.A, GK}Z) gehé'rt 22U R‘-

Korollar. Der Eleinste in beaug auf K® X K@ beschrinkte
o-Kirper dber KD X K ist ein (echter oder unechter) Teil von R,.

§ 14. Die Klasse &, der J-mebbaren Mengen liBt sich er-
weitern. :

Definition. Eine Menge P in E® X E® sei §-mefbar, wenn
fir jede zu &; gehorende Menge M die Produktmenge M.P im
Sinne von § 13 F-mebbar ist, :

Die im verallgemeinerten Sinne F-mefibaren Mengen bilden einen
(allgemeinen) o-Kirper 5.

Satz XXTIT. R enthilt alle Mengen A, X A3 mit 4, e K
und A; e K, somit auch alle Mengen des kleinsten o-Kirpers dber
KO X K.

§ 16. Beispiele. Die in § 12 betrachteten Funktionen,
a® (xy, 24,...,2,) in BY und a?(y,,y,,..., ¥,) in BD, fihren hier
im Raume B X BY, zu dem o-Korper & der in bezug auf a® X o
nach Lebesgue meBbaren Mengen, wenn K und K diejenigen
(und nur diejenigen) Borelschen Mengen von BY bzw. R® umfassen,
deren Borelsches MaB in bezug auf die Totalvariation von &¢® baw.
die Totalvariation von o® endlich ist.

Im Spezialfall: a® =2, «zy+...+2,; a®=y,.y;+....y, fuhren
sie zu den in RDX B® im gewshnlichen Sinne L-meBbaren
Mengen. ~

Pe K und Qe KO, 20 werden GO(M ) und | 9 (M:)| auf P mefbar (EM),
sein. Und es wird

F) =1 6O 21OP) — f | 27 (P)

sein. Hieraus folgt sofort die eindeutige Bestimmiheit der Funkiion &) for
die Mengen von @
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III. Definition der ,Riemann®- und der »Liebesgue“-Integrale.

§ 16. B sei der Raum der reellen Zahlen, R® ein abstrakter
Raum, in welchem wir Mengenklassen (K, K™), BP,..., K von
der in Kapitel I, §§ 1—7 besprochenen Art nebst beschriinkt ad-
ditiven Mengenfunktionen f@(P), G®(P), g?(P), T™(P) und dazu
gehdrigen MaBfunktionen Mmpa(P), u. s w. betrachten wollen (vgl.
§ 10). In RO betrachten wir als K den kleinsten Korper, wel-
cher B® und diejenigen seiner Teilmengen umfaft, deren Durch-
schnitte mit den offenen Intervallen I(a <<z < ) in B™ immer als
Summe von endlich vielen offenen Intervallen aufgefaBt werden
kénnen und fir die Kf® die Teilklasse von K® igt, deren jede
Menge aus endlich vielen offenen Intervallen aufgebaut ist (siche § 1).
K® enthilt einen Korper K von der in § 2 angegebenen Art,
Definiert man schlieflich die Funktion f®(P) fiir die Mengen (P)
von K% ausgehend von dem elementargeometrischen Maf der of-
fenen Intervalle, so laBt sich K{ sukzessiv erweitern zn Korpern
K und K& und ftir die Mengen dieser Korper erbilt man dabei
eine (nicht-negative) MaBfunktion ms0(P) mit den in §§ 3, 4, b
behandelten Eigenschaften.

Wie im Kapitel IT behandelt, gilt es im Produktraume B® X B®
aus den K-Klassen hervorgehende Korper &;,..., 8 und dazu ge-
harende Mengenfunktionen §, &, ¢, T und MaBfunktionen Mg,
u. 8 W

Satz XXTIV. Wenn eine zu dem (in diesem § eingefuhrten)
Korper K gehorende Menge P sich schreiben lafit:

4, X By + 43 X By4... 4 4, X B,

mit 4;e K, BeK{P (j=1,...,n) und (4, X B)-(4, X B) leer
¢, j=1,..., n; i), 0 wird :

G(F) = /L) X 62B) g()=3 f*(4)X 4°(B)
‘ J=1 J=1
und

T(P)=_3 f(4) X T%(B)
J=1

sein.
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Beweis Es ist fiir jedes j:
(17) G4 XB)S GV(4)X GO(B)=,"(4) X G2(B)*").
Zu willktirlich positivem # gibt es eine Menge F,C B und & K
mit f@(P)> GA(B) — 7. Es ist somit:
(18) ®(4 X B)=FA X P)=/"4) X fOE)>fP(4) X

X [6*(B) — 1}
Aus (17) und (18) folgt:
®(4,X B)=,"(4)) X G(B).

Der tibrige Teil der Beweises ist hiernach evident.

Satz XXV. Wenn es zu der im Raume R liegenden Menge M®
eine Menge N gibt mit M@ C N® und N® ¢ Ki®, s0 wird fiir die

in B® X R® liegende Menge THO0=20=h] X M® das dufere
T-Maf gleich h- TO(M®) sein.

Beweis. Zu willkiirlich positivem % glbt es eine Menge PP M@
mit P®¢ K und mit
7o (P%) < T(H?) + 1.
Da man hat M® X P® ¢ R,, wird nach dem vorigen Satze
THO X UP) < TUO X P?) < b+ [T (M) +1]
oder, da g willktirlich ist,
(19) T (MO MD) =Sk TP (M?)

Es sei £=A4, X B, +...+ 4, X B, mit 4,6 K{®, B e K und
(4:X B)+(4;X B) leer (ifj) eine tibrigens willktirlich gewahlte
Uberdeckungsmenge von M® X M®, Jeder Punkt £® von M®
gehort dann zu endlich vielen B, somit auch zur Produktmenge
JI (™) dieser B, Die Punkte (2, £®) mit 0 =2 =% gehiren
somit zo endlich vielen, einander fremden, elementaren Mengen,
deren jede Produktmenge ist eines 4; mit IT(§®) und somit Teil

einer der Mengen (4,X B). Da man bei Anderung der Wahl von
£® immer nur endlich viele, voneinander verschiedene Mengen II

1) Man vergleiche Formel (16) und ihre Herleitung.
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erhalten kann, sicht man in dieser Weise, daB es endlich viele, ein-
ander fremde, elementare Mengen gibt, welche Produkt sind aus
einem 4; und einer Menge I7 und welche simtlich zur Uberdes-
kungsmenge £ gehtren. Aber daraus folgt da

(20) TE)=h- 3 TO) = b T (D)
-

ist. Aug (19) und (20) folgt die Behauptung.

Folgerung. Das innere T-Muf von MWX M® wird gleich
he TP (M®) sein.

Denn aus den Sitzen XXIV und XXV folgt, weon man M

in einer'zu K{» gehtrenden Menge E® einschlieBt, daB:
TUD X M®) = T(HD X E®) — T, [MO X (O —
=he TOED) —h. TOE? — O =

M® )] =
he T/ (M®).

§ 17. Definition. Eine nicht-negative Funktion u(z®) sei defi-
niert flir die Punkte () einer in R® liegenden, [ ®-meBbaren
Menge M@ (von endlichem oder unendlichem 7®-MaBe). Existiert
ein -endliches T-MuB fur die in R® X RB® liegende Menge

E[0 < 20 u(z®); 2@ ¢ M),

g0 soll u(x®) tiber M@ T‘”—inbegrierbar heiBen und der Wert des
T%-Integrals tiber M®, _{ u (x®)d T®(B™), sei dann gleich diesem
M@ '
T-Mae 29).
Ist u(2®) beschrinkt auf M® und H®e K, so soll das Integral
ein eigentliches Integral heiBen; sonst ein uneigentliches ).

Deﬁnitiou Fir eine in den Punkten einer Menge M‘”er"
definierte, nicht-negative, beschriinkte Funktion wu(x'®) sei das obers

T‘”-Integral ther M®, fu(z®)d TW(B®), gleich dem #uberen T®-
MM12) .
‘MaBe der Menge E[0=<X 2" =<u(z®); 2¥¢ M™?). Das innere T™-Mall

dieser Menge definiere das untere T-Iniegral, Ju(x®)dT®(B%).
M@

13) Man siehe die Definitionen in § b,
) Wir behandeln nur eigentliche Integrale, Fs whre nicht schwer eine The-
orie der une gent ichen Iategrale hinguguffigen. :

Fundamenta Mmhemlticae; t. XXIV, 7
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Satz XXVI. Existiert fir die micht-negative Funktion u(2%)
das eigentliche (oder uneigentliche) Integral: M{mu(m"’)dT‘”(B"’) [mit M®
[®-mefbar], so existieren ebenfalls

f u(x®) d GO (B®) und f u (#9) d | g® (B)|
M Mo
(und umgekehrt), und es ist

[ azomm = [ue) d6B) + [ ) dlgB),

M> M® @

Der Beweis folgt mit Hilfe der Satze XXIV und XV.

Definition. Fiir die im vorigen Satze betrachtete Funktion u(2)
sei das eigentliche (oder unmeigentliche) f@-Integral iber M® defi-
niert durch:

,;/ ue®)- dfoB% = fu-d63— [u-a
2)

M@ : M)

9(2)|.

Definition. Wenn u(z®) definjert ist filr die Punkte einer in
R liegenden, f®-meQBbaren Menge M und

10 4+ (z?)=u(2™) in jedem Punkte 2@ von M® wo u(z®)=0 ist,
u+(z®)=0 in allen weiteren Punkten von M®;
29 u(z%)= — [u(a®) — u*(x@)] in allen Punkten von M®;

und wenn u+ und u— ther M@ T®.integrierbar sind (im eigentli-
chen oder uneigentlichen Sinne), so betrachten wir u(a®@) als f®-
integrierbar iiber M® und es sei das f®-Integral von u(x®) tiber M,
Lu(a®)- 4 (B), gleich

fﬁ-df“’— w e df®
Mo fric)
(Geometrische Definition des ,Riemanschen In-
tegrals).
§ 18. Lemma A. u(z®) sei nicht-negativ und beschrénkt auf

der in R? liegenden, zu K{® geborenden Menge M®. Wenn S die
obere Sehranke der u#(z®)-Werte ist und 0 =p<p-+hr=5§,
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g0 wird

@1) h-TAE W= p+h) = TAO0(p, p+-h)} < b -TO (BD (u>=p)}
und

@2) ke TP{E® @ p+h)} S TLO(p p+h) < h TP{E(up))
sein.

Hierbei deutet E@(u=p-- k) die Teilmenge von M® an, in
deren Punkten u=>p-}-h ist; O(p, p-h) ist eine Punktmenge in
R® X BR®, deren Punkte (z%, z®) den Bedingungen: 2@ ¢ M®;
P=2" Su(e®) <p+h oder, im Falle u(@?)>p+h p=a®<
<p-+h gentigen.

Beweis. Aus O(p, p+5) entsteht durch Fortlassung der zwi-
schen 2" =p und 2 =p -} liegenden, aber nicht bis zu 2z® =
=p--h reichenden ,Ordinatenstiicke® eine Teilmenge, deren duBe-
res T-Mub, nach Satz XXV, gleich h+ T (E® (u=p-}h)} ist.

Hatte man die nicht bis zu 2=p & reichenden ,Ordinaten-
stiicke® von O(p,p-+ h) verlingert bis zn 2®=p 4k, s0 whre
aus O eine Menge entstanden, welche O enthielte und deren #uBeres
T-Mab gleich k- T2 {E®(u =p)} wire. '

Damit ist (21) bewiesen. In gleicher Weise findet man (22)
unter Anwendung der Folgerung aus Satz XXV.

Lemma B. Fur die in Lemma A betrachtete Funktion u(z(®)
und Menge M® wird, wenn 0=z < 2 <<z{... <2® =S und 4
das Maximum der Differenzen (" — xf!),) ist,

@) [uad T @) =lim Y —af)- TED w2
) J=1
and

@) [ u@n)d 7o @ =ln Fap— o). 702 (2"
@ i=1 )

M
sein,
Beweis. Nach Lemma 1 (§ 4) wird immer

@  feemerEns T (06, 40
. J=1

M@
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‘sein. Bei willklirlich positivem & 148t sich die Menge O[x® auf

M?; 0=2"<u(x?)] tberdecken von einer zu &, gehtrenden Menge
E=A4 XB +AXB+...+A4,XB, mit 4eK{", BeKP
(G=1,2,..., ) und (4, X B)-(4;X B) leer (i j =1,..., n;izkj)
und derartig da '

(26)  g@ =< [ d T (BY)f-e
@)

ist. Aus der Korpereigenschaft von &, und der Additivitat von T
fur die Mengen von &, folgert man nun weiter leicht:

n

(27 D T0ED, 2P S TUE)

j=1

Da e willkirlich ist, folgt aus (25), (26) und (27):

f (&) dTo(B%) = 2 TL0@, ).

MO J=1
Nach Lemma A wird

@) P —oft)- 1B @A) S [ulem d 703 =
JH M®

=3 @ —afh). IO (B =)
J=1
sein. Da 7P{E®(u=2")} eine beschrinkte, monotone Funktion
von 2 ist, wird nach einer bekannten SchluBmethode jede der
in (28) vorkommenden Summen einen Grenzwert haben und dieser
ist fur beide derselbe. Damit ist (23) bewiesen.
In gleicher Weise zeigt man (24) 39),

- Definition. u(2*?) sei beschrinkt anf einer Menge M@ ¢ K,
Dann wird u(z®) auf M® f®-mefbar sein, wenn fur jeden reellen
2®-Wert, mit Ausnahme hschstens abzihlbar unend-
lich vieler, die Punkte {z®} von M@ mit u(x®)=2® eine
in R® f m-meBbm'e Menge bilden.

%) Dabei wird man Lemma 2 (§ 4) anwenden miissen,
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Satz XXVII. Damit die auf einer zu K gehirenden Menge
M® beschrinkte Funktion u(x®) ¢in T®-Integral iwber M™ habe
(wobei T die Totalvariation von f@), ist notwendig und hinreichend,
daff u(x®) fO-mefbar sei auf M®.

Sind 8 und S dic untere bzw. obere Schranke von u(x®) auf M@
und sind die Teilungspunkte (z}") von (s,8’), wobei 8> 8§ sein soll,
derart gewdhlt, dof

s=a <a<<aP..<P =8’

ist und daf die Teilmengen {E®u=2a")} von M® fir jedes §
[ ®-mefibar sind, so wird

@) [ue)dre@E)=ln 3P, TUEER < 1<)
MO F=1

sein; & deutet die grofite der Intervallingen (a,}“—afﬁl) an. (Le
besgue-Radonsche Definition des ,Riemanschen®
Integrals)

Beweis. Nach der geometrischen Definition ist fir die Existenz
von f( 2)udT ® notwendig und hinreichend die T‘-Integrierbarkeit

M
tiber M® der nicht-negativen Funktion v(zx®)=u(z®) —s.

Da T®{E® (v =>2")} und THP{E® (v =2z} monoton nicht-zu-
nehmende Funktionen von 2® sind, werden sie gleichzeitig stetig.sein
fur alle 2%-Werte, eine hochstens abzihlbar unendliche Menge K®

ausgenommen,

Nach Lemma B ist, wenn 0 —f‘“ <<, .. <EF=8"—s3
und § das Maximum der Differenzen (£}, — &) ist,
(30) v(x“’)dT‘”(B‘*’)=hmZ(£‘” Z,). T{ED(p = 2)

Mt (+) 40 =1
und
f v(2®)d T? (B?) = 11m Z(f‘” ) TR {E® (v = 2.
M® 0 J=1

Diese beiden Grenzwerte kdnnen dann und nur daun einander gleich
sein, wenn fur alle 2-Werte, welche nieht zu K@ gehbren,

T (B (0 22 2) = TP (B (o = 2)
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ist; dies folgt aus der Tatsache, daB das quBere 7®-Ma einer Menge
mindestens gleich ihrem inneren 7'®-Mafe ist. Damit ist bewiesen,
daB die im obigen Sat‘ze genannte Bedingung notwendig und hin-
reichend ist fiir die Existenz \ronM{‘2 )u (z®)d T®(B®),

Aus dieser Existenz folgt, wenn man die Teilungspunkte (x4")
von (0, 8'—s) derartig withlt dal die Mengen {£® (v =z{V)} 7*-
mefbar sind, daB (30) sich dann schreiben liufit:

&Y M/ ve)d 7% =lim ¥ (@ —af0). 70 (EO (o = ).
[¢]

00 4y

Da

2@}1)_ ) TOED (0 Z &) = — & - TO{E® (0 = 2} +
=

+2 &+ TO{ED (@) < 0 < &)} + &0+ T (B9 (v > £0))
J=1

und EV=0, T@{E® (r=a)}=0 ist, so luBt sich statt (31)
schreiben :

32) [o@dT®=lim Z ZD, - T {ED (2, <0< ZM)).
Mo 80 5

Setzt man fur jedes j a"=af" 45, so geht jede Teilung von
(0, 8'—s) in eine Teilung von (s, 8") ther und das Maximum ¢

der zugehdrigen Intervallingen wird gleich 3 sein. Aus (32) folgt
dadureh:

M/‘u(xm)d T(z)_.:f,, (xm)d T(z)+8, T"’(M"’)=
) Me’

n

=}1n: 1‘}21 . 1’(2) {.E @ (-1}'_)1 é % < ‘z(jl))} .
Jm1

Satz XXVIIL. Auch fir dic Existenz von [ u(z®)d @ (B®
M@

ist die in Satz XXVII genannte Bedingung notwendlg wnd hinrei
chend; auch (29) bleibt dabei giiltig, jedoch mit S@ stat T
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Beweis. Aus § 17 folgt, dab u(z®@) ther M®™ f-integrierbar
sein wird, wenn und nur wenn sie tiber diese Menge T®-integrier-
bar ist, Daza ist, nach Satz XXVII, wieder notwendig und hinrei-
chend, daB u(z®) iiber M® f®.meBbar ist.

Haben s, S, &, (z") dieselbe Bedeutung wie im vorigen Satze,
so liefern die Definitionen von § 17 und die Sitze XXVI und
XXVIL, wenn G®(B®), ¢®(B®) positive baw. negative Variation
von f®(B®@) gind:

fu(z"’)df"’(b"”)= u(2%)d 6 — [ u(2®)d|g®| =
M2 M@ MO

=lim 30, - BN, Su < o)) +
J=1 .

40

+lim 3 aft 3£ (fy S u <o) =
j=1

=lim 3'aft, /OB, Su < o)
J=1
§ 19. Definition. u(z®) sei beschriinkt auf einer Menge M®™ ¢ KJ?
Man tberdecke M® mit endlich vielen, einander fremden und
zu K{» gehsrenden Mengen (P/?) (i=1,2,..., 1), nehme auf jeder
Menge P2+ M® obere Schranke S, und untere Schrankn s, wop
% (z) und bilde die Summen:

(33) 2‘ S,- T® (Pf)
und =
(34) 2 8 IT® (Hn)'

i=1

Wenn diese Summen gleiche untere bzw, obere Schranke haben
fur alle moglichen derartizen Uberdeckangen von M@, so definiere
der gemein:ame Wert dieser Schranken das ,Youngsche® 7_[nte-
gral von u(z®) ttber MW,

Die Summen

Is-0o0m wa Ya 600
=1

i=1
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haben dann ebenfalls gleiche untere bzw. obere Schranke, welche
das ,, Youngsche* G?-Integral von u(z®) tiber M® definieren sollen.
In gleicher Weise fubrt man das ,Youngsehe |g®¥|-Integral von
#(x®) ein und definiere schlieBlich das -, Youngsche® f®-Integral
von u(z®) gleich der Differenz beider letztgenannter Integrale

(Youngsche Definition)

Saty XXIX. Die geometrische Definition des f®-Integrals ist
filr jede auf einer au K gehtrenden Menge M@ beschrinkte Funk-

tion gleichwertig mit der Youngschen Definition.

Beweis. M® gehtre zu K{» und s sei die untere Sehranke
von #(2®) auf M@, Wenn dann u(ax®) tber ¥ @ f@.integrierbar
ist nach der Youngschen Definition, so wird h (¢®) = u (a®) —s es
auch sein, Wenn man nur zu h(2®) gehtrende Summen (33) und
(34) betrachtet, welche M in zu K® gehtrende und zueinander
fremde Mengen {P{”} ,zerlegen, so werden die untere bzw. obere
Schranke dieser Summen sich dadurch nicht #ndern. Da dann aus-
serdem fir die Menge B[z e M@; 0=z < h(s®)) in B® X B¥
immer: :

3o mo(Pp) S TE) S TE) S Y S TOE)

@ 0 :
gelten wird (siehe Satz XXV nebst Folgerung), so folgt aus der
/®-Integrierbarkeit von /(2®) im Simme von Young auch die
nach der geometrischen Definition und die Gleichheit der 7'®-Inte-
grale und die der f®-Integrale, Dasselbe gibt dadurch auch fur
die Funktion »(x®).

Hat, umgekehrt, u(z®) und somit auch (2?) ein 7'®-Integral
. tiber M® pach der geometrischén- und dadurch auch nach der Le-
besgue-Radonschen Definition, so wird man (0, §'—s) mit §’ >
obere Schranke S.von u(x®) auf M® derartig teilen konnen:

0= <aff <afd... <aP =3 —»,

daB die Teilmengen E?(zf", < h < af’) T™-melbar sind und dap
das Lebesgue-Radonsche 799 Integral von b itber M® um weniger
als die beliebig vorgegebene positive Zahl £ von den Summen

(35) e TOED = b < af)

J=1
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und
(36) 3 A TN @y = h < 2P
J=1

abweicht. In jeder Menge E? (zf!y =< h<< ") kann man eine zu K?
gehorende Teilmenge P so wihlen daf (§—g3). 7® {M® — 2"1’}”}
kleiner als ¢ ist. Dann werden jedoch die Summen =

M® __zn' pja)l

J=1

n

o TE) 1 T

J=1

und
35 0B+ Sy 7O {M =) P,I
J=1 J=1

um weniger als 2¢ von dem geometrischen Integral j h(z®)d T®
. M@

abweichen; hierbei sind g, S, (j=1,2,...,7m) untere bzw. obere
Schranke von A auf P s,,, und S,,, untere bzw. obere Schranke
von h auf M®— 3 P/, Daraus }'olgt die Integrierbarkeit im

J=1 :
Youngschen Sinne und die Gleichheit der 7®-Integrale von k(z®);

auch u () wird dadurch tiber M® ein, Youngsches 7'@-Integral
gleich jhrem geometrischen 7'®-Integral haben.

~ DabB der Satz auch gtiltiz bleibt, wenn man nur annimmt, dab
M® zu K@ gehort, 148t sich auf Grund der Beschrinktheit der
Funktionen leicht aus dem vorigen ableiten,

§ 20. Satz XXX, Damit eine Funktion u(z®), beschrinkt auf
der 2u K gehirenden Menge M®, ein f@-Integral iber M® habe,
ist notwendig und hinreichend, daf} es 2u jedem positiven & eine Uber-
deckung von M® durch endlich viele, einander fremde und 2u K{®
gehirende Mengen {Pf} (i=1,2,..., n) gibt derart dafl die Summe
derjenigen Mengen {P®}, 2u deren jeder die Oszillation von u(z™)
auf PP+ M®>¢ ist, ein belicbig kleines T®-Maf} hat.

Der Beweis berubt auf die Anwendung der Youngschen Defi-
nition des f®-Integrals.

§ 21. Beispiele. Wenn R® der n-dimensionale Euklidische
Raum ist und die Mengenklassen K{?,..., K in R® und die zu-
gehorigen Mengenfunktionen f®(B®, wie in den Beispielen von § 6
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gewdhlt sind, so wird der in diesem Kapitel eingefihrte ,Riemann-
sche“ Integral eine Erweiterung sein entweder des gewthnlichen
Riemannschen Integrals oder des in unserer Arbeit: Prace mat.-fiz, 41
(1938), 8. 65—95 fur den linearen Raum behandelten Riemann-
Stieltjesschen Integrals (in bezug auf &) (vgl. § 12) ).

§ 22. Die Uberlegungen der §§ 16—20 brauchen nur wenig
gedindert zu werden um zum ,Lebesgue“-Integral im abstrakten
Raume E® zu gelangen.

K sei ¢in ,in bezug auf sich beschrinkter* o-Korper in R®
und f@ eine fir die Mengen von K definierte, total-additive Men-
genfunktion, Dann lassen sich Mengenklassen K{, K@ K und
MaBfunktionen mpe, mye einfihren, welche die in § 8 behandelten
Eigenschaften haben. Die im linearen Raume R hetrachteten Men-
genklassen und Maffunktionen moégen wie in § 16 gewahlt sein,

Die Betrachtungen von §§ 10 und 11 fuhren nun, ebenso wie
in dem in § 16 betrachteten Fall, zu Mengenksrpern R,,..., & in
E® X B® und dabei gehtrenden, beschrankt additiven Mengen-
funktionen %, ®, g, T und beschrinkt additiven MaBFfunktio-
nen mg usw.

Die Sitze XXIV und XXV (nebst Folgerung) behalten ihre
Giltigkeit. ,

Labt man den Wortlaut der Definitionen in den §§ 17—19 un-
gedndert (nur lese man ,Lebesgue“ anstatt ,Riemann®), so bleiben
auch alle Sitze der §§ 17—20 giltig.

Wir bemerken, daB zufolge der Eigenschaft von K einen in
bezug auf K beschrinkten o-Korper zu sein, die in der Definition
der f®-MeBbarkeit einer Funktion u (z®), welehe auf einer Menge
M® e R beschrinkt ist, zugelassene abzihlbare Ausnahmemenge
immer leer sein wird, Dadurch ist es moglich diese Definition die

in der Theorie des gewdhnlichen ILehesgueschen Integrals ubliche
Form zu geben.

§ 23. Beispiele. Wenn R® der n-dimensionale Euklidische
Raum ist, in welchem man die in § 9 betrachteten Mengenklassen

) Wenn man sich su eigentlichen »Rismann“-Integralen beschriinkt, so
erhillt man genau die (eigentlichen) Riemann-Integrale oder die Riemann-Stieltjes-
schen Integrale aus der im Texte zitierten Arbeit.

Spesialfalle des Satzes XXX liefern die bekannte Lebesguesche notwendige und
hinreichende Bedingung fiir Riemann-Integrierbarkeit und Sats V der sitiorten Arheit,
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und Funktionen eingefthrt denkt, so fithren die Betrachtungen des
vorigen Paragraphen entweder zum Lebesgueschen oder zum Le-
besgue-Stieltjeschen 32) Integrale in n-dimensionalen Raum.

IV. Eigenschaften der ,Riemann¢- und der ,Lebesgne“-
Integrale.

§ 24. Wir beschriinken uns auf die Behandlung von Eigenschaften
der eigentlichen ,Riemann®-Integrale; es wire nicht schwer zu
untersuchen inwieweit die hier folgenden Sitze auch fir uneigent-
liche Integrale ihre Gltigkeit behalten.

Da die Beweise der ersten vier, hier folgenden Eigenschaften
des ,Riemannschen“ f®-Integrals sich in leicht ersichtlicher Weise
durch Umformung von Beweisen finden lassen der tibereinstim-
menden Sitze beim EB- oder L-Integral im Euklidischen Raum,
lassen wir diese Beweise fort.

Satz XXXI, Wenn u(2®) beschrdnkt und f®-integrierbar (,R“)
ist aber die Menge M™ e K, so wird sie es auch sein iber jede
Menge N® mit N®C M® und N® ¢ K®.

Satz XXXII. Wenn u(x®) beschrankt und f@-integrierbar (, B%)
ist iiber endlich viele einander fremde Mengen {M[®}e K{? | j=1', 2,y 1),
so wird sie es auch sein diber die Menge M® = (.37 MP® und es ist dann

f u(z®) df"’=2 f w(2®) d f.
M® G) M

Satz XXXIIL, Wenn u(z®) und v(x®) beschrinkt wnd f®-in-
tegrierbar (,B) sind dber M® e K(?, so gibt dasselbe fiir ihre Summe,
Differenz und Produkt; und es ist:

Juznare= f udfox [odfon)

MH® JHE) Mo

3%) Siche z. B, Lebesgue, Legons sur l'intégration, Deuxiétme Ed. (1928).

Chap. 11.
#3) Zum Beweise vergleiche man Schlesinger und Plessner, Lebesguesche
Integrale und Fourierscho Reihen (1926), 8. 89, 90 und Kamke, Das lebesgue-

sche Integral (1925), 8. 102, 108,
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Satz XXXIV. Wenn u(z?) und v(a®) dber MPe KD beachrdnkt
und f @-integrierbar (,R) sind und |o(a®)| auf MU® oberha:d einer
: . (x®) .
festen positiven Schranke liegt, so wird auch %-(xT"% tiber M@ fM-in-
tegrierbar (,R“) sein (im eigentlichen Sinne)*?).

Satz XXXV. Damit die fir die Punkte einer Menge M® ¢ K
definierte, auf M® beschrinkte Funktion u(2®) dber jede Menge
E®OCH® und ¢ K ein T-Integral gleich Null habe, ist notwendig
und hinreichend, dafd fir jedes positive 1 die Teilmenge von M®, in
deren Punkten |u(@®)| =1 ist, ein T®-Maff Null habe; T ist die
Totalvariation von f®.

Der Beweis folgt mit Hilfe der Lebesgue-Radonschen Definition
des T®-Integrals (siehe Satz XXVII):
Aus Satz XXXV folgt nun der

Satz XXXVI Damit zwei auf einer Menge M@ e¢KP be-
schrinkte Funkhonen u, v iiber jede Menge EOC M® und ¢ K
TC-Integrale von gleichem Werte haben, ist molwendig und hinrei-
chend dafi entweder u oder v tber M® TO-integrierbar (,R“) sei
und dof} fiir jedes positive n die Teilmenge P® [|u— v| = 7] von M®
ein TO-Maft Null habe. Es werden dann auch die [©-Integrale von u
und v iiber jede derartige Menge E® den gleichen Wert haben.

Satz XXXVIL Wenn jede der Funktionen einer Folge {u, - (2®)},
welche auf der Menge M® ¢ K® gleichmiflig gegen die Funktion u(z®)
konvergiert, beschrinkt und f®-integrierbar (,R*) dber M® ist, so
wird auch u(x®) f@-integrierbar (,R*) sein, und man hat:

(37) Mf wedf@=lim [u,+df®,
) "M@

Die Existenz des Integrals von u folgt aus Satz XXX. Der ttbrige
Teil des Beweises ist evident.

Satz XXXVIIL Nicht fir alle in abstrakien Riumen RC) de-
finierten Korper K{® und dazu gehorige Mengenfunktionen f® wird
es moglich sein, daff aus der Konvergenz einer Folge {u,(x®) auf
einer zu K gehirenden Menge M® gegen eine Funktion u(x®) und
aus der fO-Integrierbarkeit (,R“) im eigentlichen Sinne der Funk-
tionen {u,(x®)} und u(z®) immer die Gleichheit (87) folgen wird.
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Beweis. Aus § 6 folgt, dab man in n-dimens. Eukl. Raume
den Korper aller Teilmengen dieses Raumes betrachten kann als
einen Korper K, und daneben als den mittels der beschrinkt ad-
ditiven Mengenfunktion w(E) (siehe § 6) zu K; gehtrenden Er-
weiterungskorper K. Alle Mengen dieses Raumes sind somit y-meBbar.
Die Betrachtungen des dritten Kapitels zeigen, wenn B(? der Raum
der reellen Zuhlen, R® der n-dimens. Eukl. Raum ist, daf alle die-
jenigen Funktionen des n-dimens. Raumes, deren jede auf ibrer
Existenzmenge beschrinkt ist, tber Ihre Existenzmengen und uber
alle Teilmengen u-integrierbar (,R“) sind (sieche Satz XXVII). Fur
die charakteristische Funktion einer jeden Menge E des n-dimens.
Raumes wird der Integralwert iiber jede £ umfassende Menge mit
u(E) zusammenfallen. Wire somit Satz XXVIII unrichtig, so whre
immer fur einander fremde Mengen E,, E,,..., E,,... von R®:

bEAE .+ Bt )= u(E)

)

Dies widerspricht jedoch den schon in § 6 zitierten Satz von
Banach und Kuratowski.

Bemerkung Im Beweise des letsten Satzes bemerkten wir
u. m. daB jede fur alle Punkte des n-dimens. Raumes R, definierte,
nicht-negative und beschrinkte Funktion tber jede Teilmenge
von R, p-integrierbar (,R%) ist. Das u-Integral (,R¢) einer der-
artigen, fest gewihlten Fuuktion tber alle Teilmengen von R,
besitzt die gleichen Eigenschafien 1°, 2° und 4° wie die Mengen-
funktion p(E) (siehe § 6). Aus der Eigenschaft des p-Males ent-
weder fir jede L-meBbare Teilmenge von

KO0z <1;0=2<1;...5 =<1

mit dem L-MaBe dieser Menge oder fur jede nach Jordan mefibare
Teilmenge von K mit ihrem Jordanschen MaBe zusammenzufallen,
folgt, daB man leicht onendlich viele, im ganzen Raume R, defi-
nierte, beschrinkte und nicht negative Puoktfunktionen angeben
kaon derart daB die p-Integrale (,B“) dieser Funktionen Uber die
Teilmengen von R, unendlich viele, voneinander verschiedene, beschrinkt
additive Mafifunktionen liefern, definiert fir alle Teilmengen des By;
wir betrachien dabei Mabfunktionen, welche sich nur um einen
multiplikativen Faktor voneinander unterscheiden, als identisch ).
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§ 25. Ausgehend von einem nin bezug: auf sich beschrinkten
o-Korper K in R® und einer filr die Mengen von K definierten,
tolal-additiven Mengenfunktion f®, 1aBt sich, wie in § 22, ein ,Le-
besguesches® Integral einfuhren.

In den hier folgenden Eigenschaften darf das Integral sowohl
eigentlich wie uneigentlich sein. ‘

Satz XXXIX. Wenn u(x®) fO-integrierbar (,L*) ist dber die
Menge MP ¢ K®, so wird sie es auch sein dber jede Menge NP mit
NOC YO und NO ¢ KO,

Satz XL. Wenn u(z®) f®-integrierbar (,L") ist iiber abzihlbar
viele einander fremde Mengen (M} e K® (j=1,2,...) und

u(z®) d T®
() M

konvergiert (T ist die Totalvariation von f®), so wird u(x®) auch
f@-integrierbar (,L¥) sein iber M® = gM}” und es ist dann:

(38) f wa@oyifo= 3 f w(a®) df©,
i () DifP .

Umgekehrt, folgt auch aus der Existenz von Mf w(@®) df® die
@
Giiltigheit von (38) (und die Konvergenz von (2 f( 2!)1(.’1:( ) d T®) %),
J) Mf

Definition, u(z®), definiert auf einer Menge M® ¢ K, wird
auf M® fOmefbar (,L*) sein, wenn fur jeden reellen z™-Wert
die Punkte {a®} von M@ mit u(2®) = 20 eine Menge e K{® bilden.

3) Der Beweis verlduft, unter Anwendung der Lebesgne-Radonschen Defini-
nition des eigentlichen ,L“Integrals, analog an dem Beweise bei de la Vallée
Poussin, 1. ¢. %), §,51. — Wir bemerken, da man eine mit der im Texte Gege-
benen vollig aequivalenten geometrischen Definition des ,L“-Integrals erhii t, wenn
man in § 22 anstatt der duselbst benutzten Mengenklassen und MaBfunktionen
des linearen Raumes R() diejenigen betrachtet, welche in § 9, Beispiel 1 ange-
geben wurden, und zwar mit # =1, Die Betrachtungen der £§ 13 und 14 zeigen
dann, da8 %, @, ¢, T und die zugehtrigen MaBfunktionen mg u. 8. w, (im er-
weiterten K&rper Q;) total-additiv sind. Beim Beweise der Aequivalenz beider
geometrischer Definitionen beachte man speziell den Inhalt der FuBin. 26. Auch
ausgohend von dieser nenen Definition 148t sich Satz XL nun leicht beweisen,

icm

Integration in abstrakten Riumen 111

Satz XLI. Wenn u(a®) ein f®. Integral (,L“) hat iiber MPe K,
so wird u(zQ)) fO-mefbar (,L%) sein auf M.

Satz XLIX. Die Summe, die Differenz und das Produkt zweier
auf der Menge M®e K endlicher Funktionen, f®-mefbar (,L*),
sind wieder f®-mefbar (,L%) auf M®. Auch ihr Quotient wird fO-
meftbar (,LY) sein, wenn nur der Nenner nirgends gleich Null wird.

Satz XLITI. Wenn u und v fO-integrierbar (,L%) sind iber
M® e KD, so gilt dasselbe fir ihre Summe und Differenz; und es ist

f(u;};v)df(r) =fudf(ﬁ) :l:fvdf(’)35).
M® M® M®

Satz XLIV. Damit zwei auf einer Menge M® ¢ K® definierte
Funktionen u, v iiber jede Menge E® C M® und ¢ K T®-Integrale
(,L%) von gleichem Werte haben, ist notwendig und hinreichend daf
entweder u oder v diber M® T-integrierbar (,L%) sei und dafd die
Teilmenge von M®, in deren Punkten u=kv ist, ein T®-Maf (,L*)
gleich Null habe. E3 werden dann auch die f®-Integrale (,L*) von u
und v iber jede derartige Menge E® den gleichen Wert haben.

Satz XLV, Sind auf M®eK{® die Funktionen der konvergenten
Folge {u,} f®-mefbar (,L*), s0 gilt dassclbe von der Grenzfunktion u.

Satz XLVI. Sind die Funktionen {u,} f®-integrierbar (,L“)
auf M®eK® und gibt es auflerdem auf M® eine Funktion U, f®-
inlegrierbar (,L*), mit

|| =T
fiir jede natiirliche Zahl n, so wird auch die (existierend gedachte)
Grenzfunktion u uber M® f®-integrierbar (, L") sein und es ist

4/ udf®=lim [u,df® ).
@ T

35) In denjenigen Punkten wo Summe bzw. Differens unbestimmt sind, kann
man willkiirliche Werte fir sie annehmen. Zum Beweise vergleiche man de la
Yallée Poussin, 1. ¢, ), 8. b1, 2.

3) Zum Beweise vergleiche man de 1a Vallée Poussin, 1, e. 1), 8. B3.

Es wird nun deutlich sein, daB eine zum ¢-Kgrper K}ﬁ) in R® und sur total-
additiven Mengenfanktion f® gehtrende Hilfsintegration von dor in Fufin, 26 be-
trachteten Ar: immer ein Spesialfall der sugehdrigen »Lebesgue*-Integration sein
wird,


Yakuza


112 J. Ridder:

Fiir Totalstetigkeits- und Differentiationseigenschaften des f¢)-
[T®-] Integrals (,L¢) vergleiche man die Betrachtungen auf den
Seiten 256—257 der L c. ®) genannten Saksschen Monographie,

Aus den Definitionen der Kapitel I und ITI und dem Satze XX VII
(tur ,B%- und fur ,L“Integrale) liBt sich unmittelbar folgern der

Satz XLVII. Wenn f® beschrinkt-additiv ist fiir die Mengen
eines Korpers K und tolal-additiv fiir die Mengen eines K umfassen-
den, in bezug auf sich beschrinkten o-Korpers K®*, so wird der
zu K@ gehirende Korper K umfaft von dem zu KP* gehirenden
und in bezug auf KP* beschrinkten o-Kirper KP* und jedes f®-
Integral (,R*) einer Funktion u iber eine Menge M® ¢ K ist zu-
gleich ein fO-Integral (,L%) von u iber M ®, .

Wenn es auflerdem zu jeder Menge M® e K** ¢ine Menge N® D M®
und e K{? gibt, so wird das f® Integral (,R") einer Funktion u tiber
eine Menge e K auch ihr f®-Integral (,L%) diber diese Menge sein.

Aus § 7 geht hervor, daB es nicht immer zu einem Korper K,
wie in Satz XLVII betrachtet, eine Mengenklasse K{®* wie in der
ersten Hulfte dieses Satzes definiert, geben kann.

V. Das Doppelintegral im Produktranme R X R®,

§ 26. Definitionen. Bei der § 17 schon benutzten Bedeutung der
. Buchstaben sei fir jede nicht-negative, beschrinkte Funktion u(x™):

f (@) dfO = f w(2®) d GO — f u(#®) d|g)|
M® M® . E(?)
und

f u(@®) dfO = f w(@®) d 60— [u@Ew)d|go].
M M M@

Fir jede beschrinkte, tibrigens willktirliche Funktion u(z®) sei

f 0 () df® = f wt df® — [u=afo
M Ho o
und

[u@are sfw*'df(’) —fa—dfm.

MO M@ @
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- Satz XLVIIL. RO, f® EP E®, u. s w.; B, /®, kP, KM,
w s w; BOXRY & &, &, u s w mdgen dieselbe Bedeutung
haben wie in den §§ 10 wnd 11.

Wenn dann fO und f® auferdem nicht negativ sind und
eine fir die Punkte einer Menge MeQ, definierte Funktion u(z, )
beschrinkt und §-integrierbar (,K%) ist iber M, so wird

(39) f #(@, 29) dF = f dfo. f (), 1) df®
m PO pa
241

sein. Hierbei deutet PY eine Menge ¢ K® an derart, dafl jeder
Punkt £ von B™ zu ihr gehirt, Jfir den der Durchschnitt PE(R’
von M mit der Menge derjenigen Punkle von RO X E®, far die

a® =E0 ist, nicht leer ist: [ und [ deuten obere bzw. untere nRie-
mann®-Integrale an ),

‘Beweis. Zu jeder Menge M ¢8R, gibt es immer eine Menge
POXPODIM mit PYe K® und P® ¢ K®. Die fir die Punkte
von M definierte Funktion u (M, 2®) besilze ein eigentliches {-In-

3) Wenn f() and f nicht immer =0 sa sein braunchen, 146t sich demnoch
folgendes zeigen. Ausgehend von den Totalvariationen T), 7'® von O bzw. f

und von einer filr die Mengen' von &; in gleicher Weise aus T®, T hergelei-
teten Mengenfunktion T* wie & 2us [0, fO folgte, lassen sich zu T* gehsrende
Mengenklassen ﬁ;*[= K], K [;ﬁ‘] bilden, Dann wird sich fir jede Menge
M e KF aus der Beschrinktheit und T*-Integrierbarkest (wBY) einer auf Y
definierten Funktion u(x(), 2?) folgern lussen:

U d(Gm-f(’))—{— wed(gD ) = [ darm -“ e df® =
Jrmifeaemsfio]

(SR
F P,

'g/df<2>‘f—u.df(1> =w[u-d(a¢ﬂ>-f('>)+ wed(g?® fO),
it

el &

P Pg(ca)
Dabei deutet . B, (G('): f() die aus dem Produkie G ‘f(® hervorgshends, fir
die Mengen ¢, dofinierte, beschrs kt additive Mengenfunktion an; P(®) bat eine
Bedeatang wie im obigen Satze, P(2) eine dumit analoge. — Wena fir @ in P@®

die Menge Pf&) leer ist, nechme man f gleich Null,
P
&z

Fund ta Mathematicas, T. XXIV, 8
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tegral (,R*) ther M. Wenn man 4 ==0 setzt in den nicht zu M
gehorenden Punkten von P® X P®, go wird

40) [u-ag=fu-a5

m POX PO

sein. Zu willktirlich positivem # gibt es, nach § 19, eine Zerlegung von
PO P® in endlich viele Mengen P, e R, (i=1, 2,...,n) derart,
de8, wenn S;* und sf obere bzw. untere Sehxjanke sind von wt
auf %, S und s obere bzw. untere Schranke von u~ auf %P,

W) furag— 1< 3-30)S St §B)< [ wag+a

PO PO =1 i=1 POX P@

und

wp) fuag- n<2‘s, s Yo )< [ wdF+q
POXP® Cod=1 i=1 POX F@

ist, Nach Satz XXI 146t sich fur jedes i =1, 2,..., n schreiben:

k; .
Bi= 4" X B
J=1

mit A% ¢ K, BYeKP (j=1,2,..., k) und (A% X BY) - (APXBP)
leer (jy, 4. =1,2,..., ks 5= js) Statt (41) kann man somit auch
schreiben :

4 frrag—n< o me ) X fO(BY) =

Pll)XP(ﬂ) i=1 j=1
k; .
< Xt 3100 x /o0 < [tag+a
=1 j=1 POX P@

Fur jeden Punkt £ von P® werden alle Punkte (£(), 2®) von
POX P® gu endlich vielen der Mengen {d4f X B} gehdren;
. es seien dies die Mengen {A,(gm,)(B,,(gm)}. Dann sieht man leicht,
daf {tir die zugehdrigen {sf,m)} und {S;f,m)} gelten wird:
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2‘ sy - fO (B, ) < [t (B0, 20) g fO < f wH(EW, 2®)d fO=
» PO e
= 2 Syl - 0 (B, g
(2
Daraus 148t sich ableiten :

2s+ zfm 1o = [a70 [ agos

P(l) P®

< / df® / wrdf® 52‘ S 2 FO(4P) X fO(BY).
1) 2)

t=1 ji=1
Aus (43) und (44) folgt, da % willktirlich ist, daB man hat:

fu"'d%=/df(1)fu+df(ﬂ)=fdf(1)fu+df(s)_

POXED PO PO PO E®

(42) fubrt zn einer analogen Relation ftir »~. Mit Hilfe von (40)

erhalten wir schlieflich:

fud%——fdf“)fudﬂ’)=fdf(1)fudf(’>
m

PO P@ PO P@

wofiir sich (39) schreiben laBt ),
Ein Spezialfall des letzten Satzes erhilt man, weun u (z(), 2®)

die charakteristische Funktron der Menge I ist; f udf® und fudf®
P Pf())
sind dann das obere bzw. untere f®-Mafi voh P& und die Menge MM

‘hat ein §-Mab gleich fud.
m

38) Durch Anwendung der in den §§10—12 entwickelten Theorie dea beschrinkt
additiven Mafies in Produktriomen {RW) R®} gelangt man auch zu einem MuBSe
in Produktriitumen von endlich vielen Rtamen {R()}. Dabei liBt sich zeigen, duB
die erhaltenen MaBzahlen unabhiingig sind von der Folge, in der man die Riume
pmultipligiert’, Als Erweiterung des Sutses XLVIII erhilt man dana im Falle daf
die MaBfunktionen in den eingelnen Riéumen {R()} nicht-negativ sind, die Re-
duktion jedes esgentlichen , Riemann®-Integrals im Produktraume R X E®X ...
Lo X BM™ zu einem n-fach iteriertew Integrale,
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§ 271. Man definiere die oberen und unteren » L%-Integrale in
gleichartiger Weise wie die oberen und unteren ,R“-Integrale in
§ 26. Dann wird der Beweis des folgenden Satzes, unter Anwen
dung der in Fubn. 26 enthaltenen Bemerkung uber F(M), durch
Nachbildang des Beweises: von Satz XLVIII erhalten.

Satz XLIX. RO, fO, E®, K, o. 5. w.; B®, f®& KP, KB,
% 8 w.; BOX RO § R, &, u s w. migen dieselbe Bedeutung
haben wie in den $§ 13 und 14,

Wenn dann f® und f® eyflerdem nicht-negativ sind und
cine fiir die Punkte einer Menge S e R, definierte Funktion u(z®),2®)
beschrinkt und § integrierbar (,L%) ist dber M, so wird

fu(x(l), a;(?)) ay =fdf(1) .fu(g;(n, x(’)) df(')
m pw P%
sein. Hierbei deutet PV eine Menge ¢ K" an derart, daff jeder
Punkt £0 von RV 2u ikr gehrt, fir den der Durchschnitt P;?l)
von M mit der Menge derjenigen Punkte von RO X R, fir die
a0 == EQO) ist, micht leer ist. :

Die im zweiten Gliede von (45) vorkommenden, oberen und unteren

o Lebesque®-Integrale sind einander gleich in den Punkten von PO,
eine Menge vom fO-Mafle (,L*) Null ausgenommen 3°),

45)

Aus dem Satze XLVI lult sich ableiten 49) der

Hilfssatz. B, f; K,, K,...., K; mbgen dieselbe Bedeutung haben
wie in § 8 und f sei nicht-negativ. Wenn es dann auf der Menge
Me K; eine monoton nicht-abnehmende Folge von Fuunktionen, {v,),
gibt, deren jede nicht-negativ und f-integrierbar (,L“) ist ber M
und wenn v die (vielleicht auch unendliche Werte annehmende)
Grenzfunktion ist, so wird aus der Existenz des endlichen Grenz-
wertes

lim fv,.-df

n—»00

39) Dis in den FuBnoten 87 und 38 enthaltenen Shtze flir das nB¥-Integral
lassen sich in sinngemiBer Weise auf das nL“-Integral libertragen,
%) Man vergleiche de la Vallée Poussin, L ¢ 1), 8, 58, b4
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folgen, dab auch v ein f-Integral (,L%) ttber M hat, wihrend da-
neben:

fvdf=lim ndf
. M "
1st.
Durch Anwendung dieses Hilfssatzes 1aBt sich aus dem vorigen
Satze folgern 41):

Satz L. Wenn die Funktion u(2), 2®) nicht beschrinkt zu sem
braucht, dibrigens den gleichen Bedingungen geniigt wie in Satz XLIX,
80 wird

f o (20, ) d £
PR

existieren fiir alle Punkte (%) einer Menge pwx P, und mit
mpe) (PO — PO*) = 0. Auferdem ist dann:

f (2, 2) 4 F = f afo. f w (200, ) d £,
m pon Pﬁ)l)

Ein Spezialfall erhilt man wieder, wenn u die charakteristische
Funktion einer {-meBbaren Menge ist.

4) Man sieche auch Saks, 1. ¢. 9), 8. 262, 263 (Th. 5, 6 nebst Beweisen), wo
der Autor den Fubinischen Satz tiber Doppelintegrale auf die von ihm behandelten’
Lebesgue-Integration in abstrakien Riéinmen erweitert.
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