Uber Abbildungen topologischer Riume auf die
n-dimensionale Sphire.

Von
W. Hurewicz (Amsterdam),

Den Gegenstand dieser Note bildet das folgende wichtige Theo-
rem, das in einer etwas anderen Formulierung von P. Alexan-
droff?!) bewiesen wurde und in den Untersuchungen dieses Autors
eine hochst bedeutende Rolle spielt:

Theorem 1. Ein kompakter metrischer Raum R hat dann und
nur dann eine Dimension <n (n=0,1,2,...), wenn, unter A eine
beliebige in R abgeschlossene Menge verstanden, jede stetige Abbildung*)
von A auf die n-dimensionale Sphire S,®) sich zu einer stetigen
Abbildung des ganzen Raumes B auf 8, erweitern lisst 4) v).

1) Vgl. Math, Ann. 106, p. 170, f.

%) In dieser Arbeit werden nur eindeutige Abbildungen betrachtet.

?) D. h. die Oberfliche der (n-|-1)-dimensionalen Kugel, Der Ausdruck »Ab-
bildungen auf S,“ soll so aafgefasst werden, dass alle Punkte von S, als Bild-
punkte auftreten. Die Shtze und Beweise bleiben allerdings richtig, auch, wenn
man Teilmengen von S, als Bildmengen zulisst, derartige Abbildungen bieten aber
fir uns kein Interesse (vgl. unten Fussnote ?)).

#) D. b, es soll eine stetige Abbildung von R auf S, geben, die in den Punk-
ten von A mit der gegebenen Abbildung itbereinstimmt,

%) In der Alexandroffschen Formulierung (vgl. a. a. 0.) wird von den ste-
tigen Abbildungen des Raumes R auf die (n4-1)-dimensionale Vollkugel K1y
ausgegangen. Ist f eine derartige Abbildung, und bedeutet B’ die Menge aller
Puankte von R, die auf Randpunkte von K abgebildet sind, 50 nennt Alexandroff
die Abbildung f wesentlich, falls es nicht miglich ist, die Abbildung derart stetig
abzulladern, dass schlierslich ein innerer Punkt von K nicht mehr als Bildpunkt
auftritt, wobei im Verlauf der Abinderung die Bilder der Punkte von R' fest-
bleiben sollen. Alexandroff formuliert sein . Theorem folgendermassen: R hat
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Nachstehend bringen wir einen einfachen Beweis des angefiihrten
Theorems, der auf ganz anderen Methoden beruht, als derjenige
von Alexandroff und zugleich Moglichkeiten zu gewissen Ver-
allgemeinerungen bietet. Ausser den einfachsten Tatsachen der Di-
mensionslehre ) werden wir dabei nur den bekannten Saiz ™ be-
nltzen, dass jede auf einer abgeschlossenen Teilmenge A eines
metrischen Raumes R definierte stetige reelle Funktion sich stetig
auf den ganzen Raum R fortsetzen lasst, woraus unmittelbar folgt,
dass eine stetige Abbildung von A auf eine Teilmenge des Eukli-
dischen n-dimensionalen Raumes E, {n beliebig), bzw. eine Teil-
menge der n-dimensionalen Vollkugel K, sich immer zu einer ste-

dann und nur dann eine Dimension £, wenn es keine wesentliche Abbildung
von R auf Ky, gibt. Um die Aequivalenz dieses Theorsms mit dem im Text an-
gofilhrton zu erkennen, bemerken wir vor allem, dass stetige Modifikationen der
Abbildungen in der Definition der wesentlichen Abbildung nur scheinbar eine Rolle
spielen, denn je zwei belichige stetige Abbildangen f und @ von R auf K,y (bzw,
Teilmengen von K,4;) konaen ineinander darch stetige Ab#inderung iiberfithrt wer-
den, unter Festhaltung der Bilder jener Punkte, in denen die beiden Abbildungen
tibereinstimumen (man braucht ja nur die Bildpunkte von /() nach ¢ (x) aof den
geradlinigen Verbindungsstrecken laufen za lassen). Die Definition der wesentlichen
Abbildung kann man dahsr einfacher so formulieren: f heisst wesentlich, wenn es
keine stetige Abbildung ¢ von R auf einen Teil von K, ntt gibt, die auf R’ mit f
tibereinstimmt und einen inneren Punkt von K, i1 freiliisst. Statt ,einen inneren
Punkt freilisst” kann man auch sagen: ,alle Punkte von R in Randpunkte von K
berfiihrt“, denn man kann ja nachtriglich die Bildpunkte @ (x) vom freigelas-
senen Punkt auns auf den Rand von A projizieren. Weon man jetzt noch beriick-
sichtigt, dass jede stetige Abbildung einor abgeschlossenen Menge MCR anf S,
sich stets zu einer stetigen Abbildung des ganzen R auf K,yy (bzw. eine Teil-
menge von K1) erweitern lisat (vgl. unten Fussnote %)), so liegt die Aequivalenz
der beiden Formulierungen an der Hand.

Die Frage, ob eine gegebene stetige Abbildung einer Teilmenge eines Rau-
mes A auf einen anderen Kaum 3 sich zu einer stetigen Abbildung des ganzes
Raumes 4 auf B erweitern liisst, spielt bei vielen topologischen Untersuchungen
eine wichtige Rolle. Auf eine solche Fragestellung lisst sich beispielweise die Frage
zuriickfiihren, ob zwei gegebene Abbildungen eines Raumes M auf einen Raum B
zur selben Klasse gehtren, d. b, sich stetig ineinander iiberfiihren lassen, (Man
nehme fiir 4 das Cartesische Produkt aus M und der Strecke!), )

%) Eigeotlich beniitzen wir nur die (bei Brounwer gerade zu als Definition
der Dimensionszahl dienende) Tutsache, dass in einem separablen n-dimensionalen
Rnum je zwei abgeschlossens punktfremde Mengen sich stets dutch eine hochstens
(n — 1)-dimenaionale Menge trennen lassen,

") Vgl etwa Kuratowski, Topologie 1 (1933), p. 211.
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tigen Abbildung des ganzen R auf einen Teil von £, vﬂ), bzw,
von K,?) erweitern lisst.

Wir zeigen zuerst, dass jeder hochstens n-dimensionale Raum
der im Theorem I formulierten Bedingung geniigt und beweisen
sogar die schirfere Bebauptung: - '

IL Ist R ein separabler (nicht notwendig kompakter) Raum, A —
eine in R abgéschlossme Menge, und gilt dim (R~ A)=n, so kann
far m=n jede stetige Abbildung von A auf 8, 2u einer stetigen
Abbildung von R auf S, erweitert werden 1°). ‘

Fr n=— 1 ist die Behauptung trivial, denn in diesem Fall
ist R—A leer, also R=A. Sei nun n=>0, und die Behauptung
gei fitr kleinere Zuhlen bereits als richtig erwiesen. Liegt dann
(unter der Voraussetzung dim (R— A)=n=m) eine stetige Ab-
bildung @ der abgeschlossenen Menge AC R auf S, vor, so zerlegen
wir 8, in zwei Hemisphiren H, und H,, die eine (m —1)-dimen-
sionale Sphare S, , zum Durchschnitt haben (unter S_, ist die
leere Menge zu verstehen) und bezeichnen mit 4, baw. 4, die
Urbildmengen von H, bzw. Hy. A, und 4, sind patlrlich abge-
gehlossene Mengen. Aus den bekannten Sitzen der Dimensjonsthe-
orig folgt leicht, dass es in R abgeschlossene Mengen B, B, gibt
mit den Eigenschaften:

() RB=R,+R,, B.DA, R,D4;, dm(R, R, —4,4,)<=n—1")

®) Eine Folgerung daraus ist, dass eine stetige Abbildung einer abgeschlosse-
nen Menge A (R suf eine echte Teilmenge der Sphiire S, sich immer un einer
stetizen Abbild\ing von R auf einen Teil von S, erweitern lhsst,

%) Die gegebené Abbildung von A erweitert man zuerst zu einer Abbildung
auf eine Teilmenge des E, und projiziert dann die ausserhalb von K gelegenen
Bildpunkte vom Mittelpunkt sus auf den Rand von K. )

19) Insbesondere folgt aus dies m Satz, dass die erste Hilfte des Theorems 1
fir allgemeios separable (nicht nur fiir kompakte) Riéume richtig bleibt.

11) Man zeigt dies etwa folgendermussen: Zuerst bestimme man zwei offene
Mengen G, und G,, so dus G, D) A4, — A, 4,, G,D 4, — A A, G G,C 4,4,
(man definiere z. B. G, als die Menge aller Punkte von R, deren Abstand von 4,
kleiner ist als die lilfte des Abstandes von 4,, und snalog G,). Die Mengen
G, — 4, und G, — 4, sind pupkifremd und wbgeschlossen in der hdchstens
n-dimensionalen Menge R — 4. Folglich lassen sich G,— 4, und G,— A4, in
R —A durch eine bschstens (n —1)-dimensiouale Menge trennen (vgl. Anmerkung ¢)),
m. & W. gibt es zwei in- R— A abgeschlossene Mengen B, und B, mit den Eigen-
schaften: R— A= B,+ B,, B, G,= B,6, =0, din (B, B,) < n— 1. Setzt man
‘mon R, = B, A4,, R,= B, 4,, so sind R, und R,, wie man leicht =eigt,
abgenschlossen in R und geniigen den Relationen (),
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Die Abbildung ¢ fuhrt (falls m > 0) die Menge 4, 4, in S,_,
tiber *%). Mit Rucksicht auf die letzte Relation in (’) und wegen der
Induktionsannahme gibt es daher eine stetige Abbildung von R, R,
auf S, ;, die auf 4, 4; mit @ Gbereinstimmt, anders ausgedriicks,
@ lasst sich zu einer stetigen Abbildung @ von 44 R, R, auf S,
erweitern, derart, dass die Bilder aller Punkte von R, R, in S, _,
fallen. Bei dieser Abbildung @ geht die Menge 4, 4 R, R, in die
Hemisphtire H;, also topologisch betrachtet, in eine m-dimensionale
Kugel tber, und nach der Bemerkung, welche dem Beweis voraus-
geschickt wurde, existiert eine stetige Abbildung @, von R auf H,,
die auf der Menge 4, 4 R, B, mit & tibereinstimms, und ebenso
existiert eine stetige Abbildung @, von R auf I, die in den Punkten
von 4; -+ R, R, mit @ tbereinstimmt. Setzt man jetzt T(x)= U, (x)
fur z¢ B, und ¥(x)= T, (x) fur zeR,. 8o ist die Abbildung &
tberall auf B eindeutig definiert und stetig, ferper hat man in allen
Punkten von A=A, 4+ 4, P(z)=g@(x). Damit ist der Satz II
und somit der erste Teil des Theorems I bewiesen.

Beim Beweis des zweiten Teiles spielt eine wichtige Rolle der
Begriff des Cartesischen Produkles A )X B %) der metrischen Riume
A, B'), Darunter versteht man bekanntlich die. Gesamtheit aller
Punktepaare (a,d) (wo ae 4, beB) (wobei.die Metrik in ublicher
Weise durch quadratische Wurzel aus der Quadratsumme erklirt
ist). Setzen wir insbesondere den Raum A als vollstdndig, den Raum B
als separabel voraus. Ist dann M eine im Produktraum A X B offene
und dichte Menge, so gilt die Bebauptung: Der Raum A enthilt
eine in ihm dichte Menge N mit der Eigenschaft, dass es zu jedem
Punkt a von N eine in B dichte Menge von Punkten y gibt, so dass
alle Punkte (a,y) zu M gehiren 14). Zum Beweis 1%) betrachien wir in M
eine ,Basis“ 1) aus abzihlbar-vielen offenen Mengen G, G,... G....

1?) Das Zeichen ,X* wird im Folgenden ausschliesslich sur Bezeichnung der
Cartesischen Produkte verwendet (wohl za nnterscheiden von der Beszeichnung
A- B, womit der Durchschnitt der Mengen A und B gemeint ist)

13) Der Aasdruck ,Cartesisches Produkt‘ stammt von Kuratowski, vgl
a. a 0, p T . .

1) Vgl. C. Kuratowski, s, a. O., p. 138, wo sich eine noch allgemeinere
Behauptarg findet,

1) Vgl vorige Zitate, ‘

16) Unter einer Basis versteht man ein System offener Mengen mit der Eigen-
schaft, dass jeder Punkt des Ranmes in beliebig kleinen Mengen des Systems
enthalten ist,
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und bezeichnen mit C, (m=1, 2...) die Menge aller Pupkte ae 4,
zu denen es wenigstvens einen Puunkt be G, gibt, so dass (a,» byeM
gilt. Aus den Annahmen iber M folgt, dass jedes einzelne C,, eine
in A offene und dichte Menge ist. Dann ist aber mit Rtcksicht
auf die Vollstindigkeit von 4 laut einem bekannten Satz der
Durchschnitt samtlicher C, dicht in 4, und andererseits ist es klar,
‘dass alle Punkte dieses Durchschnittes der oben genannten Bedin-
gung geuligen. '

Sei jetzt B ein kompakter Raum. Wir bezeichnen mit , (&)
(n=0,1,2..) die Menge aller stetigen Abbildungen von R auf Teil-
mengen des n-dimensionalen Cartesischen Zahlenraumes E, (E, besteht
definitionsgem#iss aus einem einzelnen Punkt), anders ausgedrtickt
sind also die Elemente von ,(R) Systeme aus je n auf R defi-
nierten reellen stetigen Funktionen. Diese Menge §,(R) fassen wir
in bekannter Weise als einen metrischen Raum auf 7). §, (R) ist,
wie man leicht bestitigt, ein vollstiindiger1®) und scparabler 19) Raum.
Sei ferner @, (B) die Menge aller Abbildungen @ e, (R), fir die
der Punkt O, in E, mit den Koordinaten (0,0...0) (oder irgend
ein anderer fester Punkt des E,) als Bildpunkt nicht auftritf. Wir
beweisen jetzt den folgenden Satz, der, wie sich bald zeigen wird,
mit der zweiten Hilfte des Theorems I gleichbedeutend ist:

I Liegt ®,(R) dickt in F,(R), so st dim B = n — |
(n=0,1,2...)%)

Fur nicht leeres B (d. h. fir dim B = 0) ist wegen @,(R)=0
die Voraussetzung von III fiir #==0 nicht erfullt, demnach ist III
fir n=20 in trivialer Weise richtiz. Wir wollen III fiir ein be-
liebiges n > 0 unter der Annahme, seine Giltigkeit stehe fur klei-
nere Zahlen bereits fest. Den Raum ,(R) konnen wir offenbar als
das Cartesische Produkt &, (B) X §,—; () auffassen, und da die Menge
®, (B) ersichtlicherweise offen ist, lisst sich, falls @,(R) in . (R)
dicht liegt, der oben zitierte Satz anwenden. In & (B) existiert

) Vgl. etwa meine Arbeit in den Sitzungsber, d. Preuss, Ak. d, Wiss. 24
(1933), p. 756.

18) Vgl. vorige Zitate, )

%) Vgl K. Borsuk, Fund, Math. 17 (1931), p, 165.

%) Auch die umgekehrte Behauptung ist richtig, vgl. unten Anmerkung ),
Man kann das Theorsm II’ auch so formulieren: Es gilt dim RS n, fulls sich
jedes anf B definiorte stetize Feld voa m-dimensionalen Vektoren sich durch be-
liebig kleine Abinderung in ein nirgends singulires Fold verwandela lHsst,

icm

Abbildungen topologischer. Réiume 149

demnach eine uberall dichte Menge von Funktionen f von der
folgenden Beschaffenheit: @) Diejenigen Abbildungen @ €, (R),
die, mit / kombiniert, ein Element (£, p) von @, (R) ergeben, bilden
eine in g, ; (B) dichte Menge.

Bezeichnet man fr /e, (R) mit E(f) die Menge der Punkte
xeR mit f(x)=0, so0 ist fir @, 4(R) die Beziehung ( f9)e@,(R)
damit, gleichbedeutend, dass kein Punkt von Z(f) durch ¢ in den
Punkt (0, 0... 0) des E,_, abgebildet wird. Daher kann man, falls E(f)
nicht leer, die Eigenschaft @) auch so formulieren: o) @, [E(f)]
liegt dicht in , ;[Z (f)]. (Man hat dabei zu beriicksichtigen, dass
fur ein abgeschlossenes A (C R, insbesondre also fiir A=E(f)
jede Abbildung aus §,_; (4) sich zu einer Abbildung aus §,_,(R) fort-
setzen lusst).

Aus o) folgt aber nach der Induktionsannahme dim E( f) < n—2.
Alles zusammenfassend, sehen wir also: Die Funktionen fe, (R),
Sir die die Menge E(f) der Nullwerte hichstens (n — 2)-dimenstonal
ausfdllt, liegen in §, (R) dicht. Daraus ergibt sich sofort dim R <5
=n—1: Sind némlich A, B abgeschlossene Teilmengen von R
ohne gemeinsame Punkte, so kann man offenbar auf R reelle ste-
tige Funktionen definieren, die auf A4 lauter positive, auf B lauter-
negative Werte annehmen 97). Aus dem eben bewiesenen folgt,
dass es unter diesen Funktionen auch solche geben muss, ftr die
dim E(f) =n — 2. Danon ist E(f) eine A und B, trennende hdch-
stens (n — 2)-dimensionale Menge. Ein Raum aber, in dem jedes
Paar punktfremder abgeschlossener Mengen sich durch eine hoch-

‘stens (n — 2)-dimensionale Menge trennen lisst, ist definitionsgemsss

hochstens (n — 1)-dimensional 8). Somit ist der Satz II1 bewiesen.
Um jetzt den Beweis des Theorems I zu Ende zu fithren, brau-
chen wir bloss zu zeigen, dass, wenn die Bedingung des Theorems I
erfillt ist, die Abbildungsmenge ®,.1(R) in Fnya(R) dicht liegt 22).
Sei nimlich eine Abbildung @ e,y (R) und eine Zuhl 4> 0 be-
liebig gegeben. Bezeichnen wir mit K die Kugel in E,;y mit dem
Ursprungspunkt O des Koordinatensystems als Mittelpunkt und mit
dem Durchmesser d. Sei ferner S die Oberfliche vou K, K* und S*
die Urbildmengen von K bzw. von S bei der Abbildung ¢. Nach

#) Man setze etwa f(x) =d(x, B) — d(z, 4), unter d{(x, A) bzw. d(z, B) die
Abstinde des Punktes x von 4 bsw. von B verstanden.

1) Damit wird mit Ricksicht auf die erste Hilfte des Theorems I zugleich
die Umkehrung von III bewiesen.
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Voraussetzung gibt es eine stetige Abbildung v von R auf S, die
in §* mit ¢ zusammenfullt. Definiert man jetz* auf B eine neue
Abbildung 6, indem man 6(z) =y (x) fir ¢ K* und sonst 6(z)=
= () setzt, so ist die Abbildung @ stetig und lisst die Kugel K
von den Bildpunkten frei, folglich ist 8¢ ®,,,(R), und, da anderer-
seits fiir jedes z¢ B der Abstand zwischen den Punkten ¢(x) und
6(z) (wie aus der Definition von 6 sofort hervorgeht) kleiner ist
als die willktirlich vorgeschriebene Zahl d, ist damit bewiesen, dass
®,ia (R) in Fopa (B) dicht liegt.

Anschliessend an die vorstehenden Uberlegungen sei an die grosse
Rolle erinnert, welche die Abbildungen auf die #-dimensionale Sphi-
ren in der topologischen Forschung der letzten Jahre spielen (vor
allem in den Untersuchungen von Hopf und Borsuk) Es scheint
mir die Hoffuung berechtigt, dass ein genaueres Studium jener Ab-
bildungen (u. a. in gruppentheoretischer Richtung **) zar Kldrung
des Verhiltnisses zwischen dem Begriff der Homologie und dem Be-
griff der Homotopie fubren wird, woraus sich die Mtglichkeit ergeben
wiirde, mengentheoretische Methoden auch in jenen Gebieten anzu-
wenden, die heute ausschliesslich von kombinatorischen Methoden
beherrscht werden. Man bedenke u. &, dass mun eine auf einer
abgeschlossenen n-dimensionalen Menge eines Raumes R definierte
wesentliche ) stetige Abbildung auf S, gewissermassen als ein mengen-
theoretisches Analogon des kombinatorischen Begriffes des n-dimensio-
nalen Zylklus betrachten kann, wobei jene Abbildungen, die sich nicht

auf den ganzen Raum fortsetzen lassen, den ,berandenden“ Zyklen -

entsprechen | 25),

33) Es sei diesbesiiglich auf eine demnlichst in Compos[ho Math, erscheinende
Arbeit von H Freudenthal hingewieeen.

¥} Eine Abbildung eines Raumes auf die S, heisst wc.eentluh wenn es nicht
mglich ist durch stetige Abiinderung der Abbildung einen Punkt der S, von der
Bildmenge zu befreien.

#3) Die Tsteache, dass es (nach einem bekannten Ergebnis von H. Hopf)

wesentliche Abbildungen der S, auf die S, gibt, steht damit in keinem Widerspiuch, '

denn bei einer solchen Abbildung werden (wia leicht zu sehen) simtliche zweidi-
mensionale Teilmengen der S, unwesentlich abgebildet, Bei der Untersuchung des
Verbandes zwischen den Homologie- und Homotopiebegriff muss man eben micht
nur die Abbildungen des vollen Ranmes auf die S, sondern auch die Abbildungin
der abgeschlossenen Teilmengen betrachten und die letzteren Abbildungen auf ihre
Fortsetsbarkeit in den vollen Raum priifen,
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Deux théorémes sur ’homologie dans les espaces
compacts.

Par

Samuel Eilenberg (Varsovie).

Les groupes de Betti *) des complexes géométriques jouissent, en
vertu de leur définition, de la propriété suivante: étant donnde une
somme de deux complexes géométriques K — K, } K, ol K, est
de dimension <C#, 19 les groupes de Betti de dimension > n de K,
coincident avec ceux de K, 2° les groupes de Betti de dimension
de K, sont des sous-groupes de groupes torrespondants de K.

Je montre dans cette Note que ces théorémes restent valables
pour des espaces métriques compacts arbitraires.

Un simplexe n#-dimensionnel 4 = [ay, a,,..., a,] sera dit dégénéré,
lorsque ses sommets a,, a,,..., a, ne sont pas tous différents entre
eux. Un complexe n-dimensionnel dont tous les simplexes n-dimen-
sionnels sont dégénérés sera appelé complere n-dimensionnel dégénéré.
Un complexe n-dimensionnel sera nommé propre, lorsqu’il ne con-
tient aucun simplexe n-dimensionnel dégénéré. On a les propositions
suivantes:

(1) La frontiére K d'un complexe n-dimensionnel dégénéré K est
un cycle (n— 1)-dimensionnel dégénéré.

1) Les notions de la théorie de 'homologie employées dans cette Note sont
4 entendre dans le sens de M. P. Alexandroff, Einfachste Grundbegriffe der
Topologie, Berlin (1932) et Dimensionstheorie, Muth. Ann. 106 (1982), p. 161.
Voir aussi du méme anteur Sur la notion de dimension des ensembles fermés,
J. Math. pures appl. IX, 11 (1932), p. 283. La définition des groopes de Betti
d'un espace métrique compact se frouve chez L. Vietoris, qur den hdheren
Zusammenhang kompakter Rdume und eine Klasse von h treuen

4

" Abbildungen, Math, Ann. 97 (1927), p. 454.
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