Sur les transformations d’espaces métriques en
circonférence.

Par

Samuel Eilenberg (Varsovie).

Introduction.

Dans cette Note, je me propose de caractériser par un procédé

particuliérement simple les transformations, dites essenticlles, des

espaces métriques en circonférence et d’en déduire par une voie
trds courte: 10 les théorémes antérieurs de M. K, Borsuk sur les
ensembles unicohérents !) (méme dans une forme généralisée) 2° les
théorémes bien généraux sur les coupures du plan failes par des
ensembles tout & fait arbitraires et qui donnent, en particulier, la
solution d’un probléme de M. C. Kuratowski (th. 12) 80 un théo-
réme (th. 14) sur les transformations dites intérieures et qui semble
étre nouvean. s :

La partie méthodologique de cette Note peut 4tre justifiée par
le role que les transformations de divers espaces en surface S,
(= sphére euclidienne & n-dimensions) jouent actuellement en To-
pologie. L'étude de ces transformations parait constituer, en effet, le
seul moyen permettant de passer & I'heure présente des recherches

topologiques qui contiennent des notions combinatoires aux recherches
qui en sont dépourvues.

Clest ainsi p. ex. que la démoustration de M. P, Alexandroff pour I'équi-
valence de sa notion de dimension (selon le module variable) avec celle de Menger-
-Urysohn #'appuie essontiellement sur les propriétés des transformations en que-
stion %). Sans avoir recours & ces transformaiions, on ne sait établir non plus I'in-
variance des coupures dans un espnce euclidien %), sinon & l'aide des notions

1) Borsuk [1]. Pour les chiffres entre crochets voir la table des ouvrages
cités, p. 175.

) Alexandroff [1), p. 196.
%) Borsuk [3].
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combinatoires, De m8me, la notion combinatoire d'espace sf mplement cyclique
(yeinfach zyklisch*) se laisse earactériser, pour les espaces compucts de dimension #,
par l'existence des transformations essenticlles de cet espace en Sy 4), Enfia, I'im-
portance des transformations continues d'un espace compact en circonférence S,
gexprime par le fait qu'elles déterminent complétement son groupe 1-dimension-
nel de Betti ¥),

1. Transformations essentielles en S,.

Désignons par B, I'espace des nombres réels et par S, la circon-
férence |2|=1 sur le plan des nombres complexes.

Tous les espaces considérés seront supposés métriques. Etant
donnés deux espaces X et Y, on désigne par Y'* l'ensemble de toutes
les fonetions continues f qui transforment X en sous-ensembles de Y.
Dans le cas ol Vespace ¥ est borné ou bien si 'espace X est com-
pact, on considére ¥* comme un espace métrique, en posant

| fi — /2l ==:‘:;{|f1(w) —A@] 9.

Une fonction fe S¥ sera dite inessentielle, lorsquelle appartient
3 la méme composante de l'espace S¥ que la fonetion folx)=1.
Dans le cas contraire, la transformation f s'appellera essenticlle?).

La connexité de Vespace S{ équivaut donc & la propriété de X
que chaque transformation f e S) est inessentielle.

Considérons maintenant deux fonctions f;, fye S telles que
|i — /] < 2. Désignons, pour tout zeX, par ¢ (2) le plus petit
angle de rotation (muni de son signe) que doit effectuer le vecteur

——-——) _-*

0, f,(x) jusqu’h sa coincidence avec le vecteur 0, fy(z). La fonction ‘fj
est donc continue (puisque |y(z)| < m) et on a fy(2) = f, (x) + £'¥"
pour tout z e X. On en conclut facilement (en considén?m les f'onc-
tions f, (x) - ¢*¥) que si I'une des fonctions fy, fo ost }nessent'lelle,
l'autre l'est aussi. Il en résulte que les transformations inessentielles
forment un ensemble connexe, ouvert et fermé dans Si'.

4 Alexandroff (1], p. 228. i

®) Bruschlinsky [1], voir aussi Borsuk (5] et Cech [1].

) Voir p. ex, Kuratowski [4], p. 80. ) T

"; Hopf (1), La définition de M. H, Hopf est différente de celle du texte,
mais elle lui équivaut dans les cas des sphéres eucliediennes Sy ot des espaces X'
véompactn,

11
Fundamaenta Mathematicae, t. XXIV.
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Théoréme 1. Pour qu'une transformation feS¥ dun espace
compact X soit inessentielle, il faut et il suffit qu'il existe une fonc-
“tion @ e RY telle que flx) = ¢¥™ pour tout ze X,

Démonstration, La condition est suffisante; en effet, on
n'a qud poser f(x,t) =" pour reX et 0<Ct<C1¥). Pour
prouver que toutes les transformations inessentielles remplissent la
condition du th. 1, remarquons que la fonction £, (x) = 1 la remplit
(notamment en posant @,(x) == 0); considérons une fonction f; e SX
qui jouit de la propriété en question et supposons que f; ¢ SX et
que |f; —f;| <2 1l en résulte qu’il existe deux fonctions e k¥
et @, e B telles que f,(z) = f; () %™ et que f, (x)==¢P™ pour
tout ze X. En posant done @, =@, 41 on a @,e k¥ et f,(x) = e»®
pour tout ze X, Nous avons ainsi démontré que les transformations
[ € SF qui jouissent de la propriété en question forment dans V'es-
pace S¥ un ensemble ouvert, fermé et contenant la transformation
inessentielle f,(x) = 1. Cet ensemble contient done toutes les trans-
formations messennelles puisque ces derniéres forment un ensemble
connexe,

Théoréme 2. X éant une courbe simple Jermée, toute homéo-
morphie f e S¥ est une transformation essenticlle v).

Démonstration. En supposant notamment qu'il existe une
fonction @ ¢ BX telle que f(z) = e'P® pour tout zeX, la fonction
@ ¢ BY serait une homéomorphie, ce qui est évidemment impossible,

Il est & remarquer que le th. 2 permet d'obtenir 19 une dé-
monstration particuliérement simple du ,Fixpunktsatz¢ de M. L. E.
J. Brouwer dans le cas du cercle | z|<1

2, I’ropriétés générales de 1'espace S

e

TIhéoréme 3. X -Y étant une somme de deux espaces compacts,

la- connexité des espaces. S¥, St et X.Y entraine celle de Vespace

SrHv u )

%) c’est ici qu'intervient 1a compacité de X,

%) Co théoréme a été démontré par M. K, Borsuk [2] dans le cas benuconp
plus général a I'aide du ,Fixpunktsatz4 de M, Brouwer,
19) Borsuk [2]. p. 385,

11) En remplagant Adans ce théoréme 1a connexité des espaces S¥ SY et S¥+Y
par la condition éqluvalente, que les nombres de Betti 1-dimensionnels de X, de Y
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Démonstration. Soit feS¥tY. En verta du th. 1 il existe
done deux fonctions ¢, e RY et @, ¢ RY telles que f(z)= ¢ pour
tout zeX et f(z)==¢™ pour tout zeY. Posons p(x)=p, (z)— @, ()
pour tout re X.Y. On a done e iYY et /¥ =1. L'ensemble X.Y

- étant connexe, il en résulte I'existence d’un entier consiant & tel que

¢(x)=2kxn pour tout x¢X.Y. Posons doune

P (x) = @, (z) pour weX,
P (@) =@y (%) +2kn pour zeY;

on a évidemment @ ¢ RY*Y et f(z) = ¢/ pour tout x ¢ X Y. Par
conséquent f n'est pas essentielle en vertu du th. 1.

Théoréme 4. X X Y élant le produit cariésien ) de deus espares
compacts, la connexité des espaces S et SY eniraine celle de S¥~V.

Démonstration, Envisageons d'abord le cas o X et ¥
sont des continus. Scient fe SF*Y et 2,¢X. En vertu du th, 1
il existe une fonction ¢, e RY telle que f(x,, y) = €'¥=™ pour tout
yeY. Le méme théordme entraine pour tout yeY Vexistence d’une
fonction 9, e BY telle que I'on ait f(z, y) =¢¥*™ pour tout zeX.
Comme évidemment ¢/#x& = ¢/¥y), on peut supposer (en remplagant,

gil y a lieu, ¢, par ¢,42kn) que l'on a q),,(y)—-w_,(ro) pour

tout- yeY.

Ceci dit, posons @(z, y)=¢,(x) pour tout (z, y) €eXXY Ona
(i © flz, y) =P pour tout (x,y)e X XY
(i) P (2o, y>=<p,.<y) pour tout yeY.

Pour en déduire, & l'aide du th. 1, que l'espace S}*¥ est con-
nexe, il reste donc A& montrer que la fonction @(z, y) est continue.

Soit 0 < & <7—;. Par suite de la cootinuité de f et de la com-

pacité de ¥ X X, il existe selon (i) un >0 tel que la relation
|¥1 — ¥:| < n entraine les relations

(i) 15 9) —f@ ) <e pour tout zeX,

(iv) [@ o, 91) — (20, ¥3)l < 2e.
et de X-} ¥ s'annulent (Borsuk [5]). on parvient & un cas particulier d'un
Jemme combinatoire de M. K. Borsuk [6]. p. 225.
1) Voir p. ex. Kuratowski [4], p. 135.
11»
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Considérons la fonction y(2)=9(z, ) — @ (x,9,) =1, (%) — 9, (2).
En vertu de (iii) et de- (i) on a

soit [y(x)] < 2e< m, soit |g(x)| >2n—2e>n

et |x(%,)| < 2e selon (iv). La fonction y étant continue et X con-
nexe, on a |x(z)] < 2¢& pour tout z e X, ¢. & d. que

|p (@ 91) — @z, 1) < 2¢

pour g, ¥ et y, ¢ X tels que |y, —y,| < 7 et pour tout zeX.

Ceci établi, choisissons, pour prouver que la fonction ¢ est con-
tinue au point (z,y")e X XY, un %' >0 tel que la relation
|[#—a'| < %' entraine la relation |p(z, y') — @(#/,y")| < &; un tel o’
existe en vertu de la continuité de la fonction ¢(z,y’) =y, ().
Soit maintenant (z,y) un point de X XY tel que |z—a'| <o’ et
que [y—y'|<7. On a |p(@ y)—o(, )| < |p(x ¥)— 9(=, ¥')| +
+|p@y)— @, y)| <e42e=3¢ de sorte que ¢ est en effet
une fonction continue.

Quant au cas général, il résulte du cas qui vient d'4tre démontré,
en vertu du lemme suivant:

Lemme. Etant donné un espace compact X, la condition néces-
saire et suffisante pour la connexité de Vespace SY est que pour chague
composante X’ de X Uespace S’ soit connexe.

Démonstration. Soit /"¢ SX une transformation essentielle.
S, étant un rédtracte absolu ‘de voisinage (nUmgebungsretrakt¥) dans
le sens de M. K. Borsuk, il existe un entourage U de X’ sur
lequel la fonction f’ admet une extension f*13), Soit U’ un en-
semble ouvert, fermé et tel que X’ (T U’ (C U: son existence résulte
de Thypothése que X’ est une composante de I'espace compact X

Posons f(#)=1 pour zeX— U’ ot f(x) = f*(x) pour zeU".
Ainsi f est une transformation essentielle de X. La condition est
done nécessaire. .

Pour prouver qu'elle est aussi suff isante, considérons une
fonetion feS¥ qui n'est essentielle sur ancune composante de X,
Soit X’ une de ces composantes. Il existe alors un point p’ ¢S, ot
une fonetion continue g(z,¢) du couple z¢ X’ et 0<¢<C1 telle que

3) Borsuk (4), pp. 222, 227 ot 224,
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g(@,t) e 8y, que g(z,0)==f(z) et que g(x,1)=p' pour tout zeX'
Soit B=X X (0)4+ X’ X [0,1] 4+ X X (1) un sous-ensemble du
produit cartésien X X [0, 1] ol [0, 1] désigne l'intervalle fermé anx
extrémités 0 et 1. Posons

g 0=f(x) e g 1)=p pour tout zeX,
gz, t)=g(x,t) pour towt zeX' e O0<TI<1L

On a évidemment g¢'¢SP et, S; étant un rétracte absolu de
voisinage, il existe un entourage U de B sur lequel la fonction g’
admet une extension. X’ étant une composante de Pespace compact X,
on peut trouver un entourage fermé U’ de X’ (dans X) tel que
U’ X |0,1]C U. 1l en résulte que f est une transformation inessen-
tielle de l'entourage fermé U’. L’espace X étant compact, on par-
vient ainsi & une suite finie U, Uj,..., U, d'ensembles ouverts,
ferméds, disjoints et tels que chacun d'eux est transformé par f
d’une fagon inessentielle. Par suite de la connexité de S, f est
done une transformation inessentielle de X, c. q. f. d. ).

' Théoréme 5. Etant domnée une transformation continue g
a tranches connexes dun espace compact X tel que Uespace SY est
connexe, Uespace Sf™ Uest aussi'S).

Démonstration. Soit fe S#®. Posons f*(2)= fg(«) pour
tout ze X. En verta du th. 1, il existe une fonction @*e¢R{ telle
que f*(z) = 9" pour tout ze X.

Soit y € g(X). La tranche g~'(y) est done connexe et pour tout
zegl(y) on a &= f*(z)=fg(x)=/f(y). Par conséquent V'en-
semble @*g~'(y) se réduit & un seul point, de sorte que Ion peut
poser @ (y) = ¢* g~ (y). On vérifie facilement que I'on a peRe™ et
que f(y)== ¢ pour tout y eg(X).

14) Remarquons que nous svons eu recours dans la démonstration seuloment
aux propriétés suivantes de S,: 1° que la circonférence est un ensemble conuexe
2% qu'elle est un rétracte absolu de voisinage.

15) Un théoréme analogue (cf. renvoi 1)) est bien connu dans 1a topologie
combinatoire (Vietoris [1}, p. 465).

En remplagant la connexité de S¥ par l'unicohérence de X, on obtient le
théordme de M. C. Kuratowski [1], p. 182, corollaire 1I, 4°.
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3. Espaces unicohérents.

Un espace connexe X est dit unicokérent, lorsque pour toute
décomposition de X en deux ensembles fermés et connexes X, et X,
'ensemble X, +X; est connexe !6),

Théoréeme 6. Tout continu X pour lequel Uespace S est con-
nexe, est unicohéreut.

Démonstration. Supposons que X ne soit pas unicohérent,
Il existe alors deux continus X, et X, et deux ensembles fermés
non vides et disjoints P, et P, tels que X =X, -+ X; et que
X, - X,=P + P,

Posons:

., . g(x! Pl) ”) )
Y@)=n R AETIEYAL pour tout xeX
flx) =eve pour tout ze X,
fl@)=etvm pour lout zeX,.

On trouve ¢(zx)=0 pour zeP, et Y(z) =7 pour z ¢ P,, de
sorte que la fonction f est univoque et continue. Remarquons qu’on
af(P)=(1), f(P)=(=1), f(X) =L, f(X,) =L, ob L, et L,
désignent le deux arcs déterminés sur 8, par le couple 1, — 1,

Or, si la transformation f n’était pas essentielle, il existerait
en vertu du th. 1 une fonction @ e B¥ telle qu'on aurait Jle)y=¢v®
pour tout xeX. Pour 2¢X, on aurait done %™ == #¥(, Par
suite de la connexité de X, il existerait donc un entier k tel que
P(@)=w(x)+2kn pour tout zeX,. Il en résulte que @(z)=2kn
pour tout xe P, que @(2)=(2k+41)x pour tout ze P, et que
2k p(@<<(2k+1)n pour tout zeX;. Or, X, étant un en-
semble connexe contenant P, et P,, I'ensemble @ (X,) contiendrait
done lintervalle 2k, (2k 4 1)7), puisqu'il en contient.les extré-
mités. On aurait par conséquent ?(X,)Co(X,y), dot £(X,)C f(X)

contrairement aux relations f(X,)C L, et f(X) C L, établies
plus haut.

18) Kuratowski [3], p. 807,
1) e(=, Y) =i:£|3""ﬂ'.
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La fonetion fe.S¥ étant ainsi une transformation essentielle,
l'espace S{ ne serait pas connexe, contrairement & Phypothése,

En particulier, lorsque I'espace considéré est un continu localement
connexe, le théoréme inverse est aussi vrai 1%). On en tire immédia-
tement le théoréme suivant, di & M. K. Borsuk 1)

Théoréme 7. Pour qwun continu localement connexe soit uni-
hérent, il faut et il suffit que lespace S¥ soit connexe.

Théoréme 8. Tout continu X (supposé situé dans un espace
métrique Y) tel que Vespace S¥ nest pas cunnexe admet un entourage U
(dans ' Y) tel quaucun sous-continu localement connexe X' de U qui
contient X n'est unicohérent ). ‘

Démonstration. Soit feS¥ une transformation essentielle,
Or, §; étant un rétracte absolu de voisinage, il existe un entourage U
de X sur lequel la fonetion f admet une extension. Chaque con-
tinu X’ localement connexe et tel que X(_ X’ (C U, admet done une
transformation essentielle sur §;, ce qui prouve en vertu du th. 7
que X’ n’est pas unicohérent.

- Les théorémes 3, 4, 6, T et 8 entrainent les suivants

Corollaires: 1) La somme de deux continus localement connexes
unicohérenis et dont le produit est comnere, est um continu localement
connexe unicohérent ), :

2) Le produit cartésien de deux continus localement conneves uni-
cohérents est un continu localement comnexe umicohérent 3%).

3) Le produit d'une suite décroissante de continus localement con-
nexes unicohdrenls est un contbinu unicohérqnt 23), :

4. Espaces non compacts.

Il est b remarquer que dans certaines démonstrations qui preé-
cddent I'bypothdse de compacité n’intervient pas. Ainsi on a le

18) Borsuk [{], p. 195. Pour une courte démonstration (sans théorie de la
Jrotation d'une fonction*, dont se sert M. Borsuk) voir Eilenberg [1].

%) Borsuk (1], p. 195. . .

29) Ibidem, p. 207.

1) Ibidem, p. 197.

1) Ibidem, p. 207.

1) Ibidem, p. 208.
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Théoréme 1'. Etant donnée une transformation inessentielle fe S
d'un espace métrique X, il existe une fonction @ ¢ Rf telle que Pon o
f(x) = €e'9® pour tout x¢X.

Dans d'autres cas I'hypothése de la connexité de l'espace S¥
peut étre remplacée par la propriété (b) suivante, qui lui est équi-
valente (notamment, en vertu du th, 1) pour X compacts:

(b) @ toute transformation fe S¥ correspond une transformation
@ ¢ BY telle que f(x)= '™ pour tout z ¢ X.

On obtient alors les théorémes plus généraux, qui correspondent
aux th. 3 et 6 pour les espaces compacts:

Théoréme 3'. Etant donnés deux espaces X et Y jouissant de
la propriété (b), fermés dans leur somme XY et dont le produit
X-Y est connexe (ou vide), Vespace XY jouit de la propriété (b).

Théoréme 6'. Tout espace connexe jouissant de la propriété (b)
st unicohérent.

Théoréme 9. Soit X=3 X, oit X, CX,C... sont des con-
n=1

tinus jouissant la propriété (b). Si, en outre, pour toute suite conver-
gente de points de X il existe un indice n tel que X, contient tous
les points de cetle suite, Vespace X jouit de la propridté (b).

Démonstration. Soit feSY Soit x, un point arbitraire de X,
Chaque X, étant par hypothdse un continu localement connexe uni-
cohérent, il existe en vertu des th. 7 et 1 une fonetion @, R¥n
telle que l'on a f(z) == ¢/#s® pour tout z¢ X, Comme &/Pat) = e,
on peut suppuser que @, (%)= @, (z,) pour tout n =1, 2, ...

Par suite de la connexité de X, et de l'dgalité ¢, (z,) = Pria (1),
la relation ¢“a =¢'#s+1¢ pour tout ze¢X, entraine () =@, ()
pour tout z¢X,. Posons ¢(x)=¢,(2) pour z¢X,. On a dvidem-
ment f(x)=¢?* pour tout zeX. Reste done & montrer que la

fonetion @ est continue. Soit & ce but z=lim x, dans X; soit # -

. k—>00 X .
un indice tel que z,¢X, pour k=1,2,... Par conséquent lim p(x)=
n—p0o

=.1.i_,2 Pu(Th) = @u(2) = @ ().

Corollaire, Tout espace R, ( espace euclidien a n dimensions) jouit
de la propriété (b).
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Ce corollaire résulte immédiatement du corollaire 2 (p. 167) et
du th. 9. I entrafne, en vertu du th. 6’ I'unicohérence de R,.

6. Coupures dum plan.

Nous allons appliquer & présent les théorémes qui précédent aux

-ensembles qui coupent le plan entre deux points 1) ou, ce qui re-

vient au méme, aux ensembles qui coupent la surface sphérique
entre ses poles.

Considérons dans R, la surface S,, donnée par Iéquation g=1
(en coordonnées sphériques). Soient p, et p, les pbles de cette
surface, ¢. & d. les points $=0 et 3 =n. Pour chaque point
xeS; —(py)—(p,) dont les coordonnées sphériques sont 1, ¢ et &

désignons pur #(zx) le point (1, v, 3—2‘) de l'équateur S, de S,. Ainsi

on a re Sfir-m,
De plus, désignons d'une fagon générale par U(z, &) le cercle
ouvert de rayon £ autour de z¢S; situd sur ;.

Lemme®). Etant donné un ensemble X Sy— (p,)—(ps) et
une fonction @ e RY telle que r(x)=e'P® pour tout x e X, il existe
un ensemble ouvert U tel que XC UC Sy—(p,) —(p,) et une forne-
tion @’ ¢ RV telle que r(z) = 9™ pour tout z ¢ U.

Démonstration. Faisons correspondre & tout £¢X un nombre
positif & tel que

@ Ulz, &)C 8 — (1) — (ps)
(i) d{r[U(z &)}y <1
(iif) (X -Ulx, 2e)} <=

ot & désigne le diamétre,
On déduit de (i) et de (ii) l'existence pour tout ze¢X d’une
fonetion ¢,e R4 telle que

(iv) |9.) = 9@ <G pour tout yeUlz,e)
et
) r(y) ==€e'?=® pour tout yeUlz,e,)

%) On dit qu'un ensemble X (" Y coupe I'espace Y entre les points p, et p,,
lorsqu'il n'existe aucun continu K(Y¥ — X qui contienne p, et p,.
) Je dois &4 M. 8t. Kierst 1'énoncé de ce lemme,
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En vertu de (v) le lemme sera établi, lorsqu'on aura démontrs
que la relation

(vi) yeU(zy, 8,) Ulry, &)

entraine la relation @, (y) =@, (y), qui équivaut en vertu de (v)
b la relation |@,(y) — @,(y,| < 27 Or, on a

190 0) — @) <190 (4) — Pu(@1)] + |Pn (#1) — Py ()| +
+ @, (2) — Pu(¥)ls .

ce qui donne d'aprds (iv)
|94(5)—9a)| <G + 9 — p(a)] + 5.

Comme la relation (vi) entraine Pune ou 'autre des relations

z e Ulzy, 2¢,) ot ¢ Ulzy, 2¢,), on conclut de (iii) que
n T

194%) — 9 (W) < 5+ 7+ 5 =2m, ¢ g fd

Théoréme 10. Pour qu'un ensemble X Sy — (p,)— (pg) me

coupe pas la surface sphérique Sy entre p, et p, il faut et il suffit
qu'il existe une fonction @eRY telle que r(z)==¢'?™ pour tout xeX 29,

Démonstration. La condition est nécessaire. En effet,
soit K(CS,—X un continu contenant p, et p,. Toute composante C
de §,— K est, comme on sait, homéomorphe & R,. Il en résulte
en vertu du corollaire (p: 168) que C jouit de la propriété (b). II
existe done une fonction @c e RS telle que r(z)=¢'vc pour tout
#eC. En posant ¢(x)=gc(z) ol ze¢C on obtient @e SHX et
r(z)=¢'?® pour tout ze XC S, — K, ¢. q. f. d.

Pour prouver que la condition est suffisante, on peut se borner,
en vertu du lemme, au cas ot X est un ensemble ouvert. Nous
allons montrer d'abord que si X coupe S, entre p, et p,, X con-
tient une coupure fermée Y entre les mémes points, Posons

U;"—-Z U(z,—i;).

zeSy—X

%) Pour les ensembles X compacts, un théordme avalogue concernant I'espace
euclidien R, se trouve démontré chex K. Borsuk [2].
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Transformations en circonférence 171

En supposant qu'aucun ensemble fermé S, —U,(” X ne coupe S,
entre p, et p,, il existerait pour tout n=1,2,... un contiou K,CU,
contenant les points p, et p,. Or, §,—X é&tant fermé on a

S, ——-X=ﬁ U,. 1l existerait donc dans S,— X, comme on sait,

n=1
un continu K joignant les points p, et p,, contrairement & Phy-
pothése que X coupe S; enire ces points. L'existence d’'une coupura
fermée Y'(C X se troave ainsi établie,

Soit maintenant K, Phemisphére contenant Py et déterminée sur S,
per Péquateur S,. Evidemment, on peut supposer que Y K, — (p,).
Soit C la composante du point p, dans I'ensemble K, —Y.

Il existe par hypothése une fonction geR) telle que () =¢9®
pour tout zeY. Il existe par conséquent ?”) une fonction @' RS

.telle que @’(z) == p(x) pour tout zeY. Posons '

r(®)=r(z) powr zeK,—C
v (x) = 9™ pour zeC.

On a 7' ¢ 5f¢ et #'(z)=1=x pour tout zeS,, contrairement au th. 2,

Par un raisonnement tout & fait analogue & celui de la démon-
stration @t th. 3, on obtient le

Théoréme 11. Etant donnés deux ensembles X(C S, et YC S,
fermés dans leur somme XY, dont aucun ne coupe S, entre p, et
Py et dont le produit XY est connexe (ou vide), Uensemble X+ ¥
ne coupe non plus S, entre py et p; ).

- Théoreme 12. Etant downés deux ensembles connexes X et Y
tels que XCYC XC S, et dont Y coupe Sy entre p, et p,, il existe
un point qeY tel que X-(q) coupe Sy entre p, et py ¥9).

Démonstration. On peut évidemment supposer que X ne
coupe pas S; entre p, et p,. En vertu du th, 10 il existe donc une
fonction @ ¢ RY telle que r(x) = ¢/#® pour tout xeX. La fonetion ¢
ne se laisse pas prolonger sur Y (& moins de cesser d’8tre continue)

1) Voir p. ex. Kuratiwski [4], p. 211.

30) C'est une généralisation aux ensembles quelcongues du premier théordme
de 8. Janissewski [1], p. 62; cf. aussi §, Nikodym {1}, p. 20 th 2

19) Co théordme renferme la solution positive du probléme posé par M. C. Kun-
atowski [2], p. 216.
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puisque ¥ coupe S; entre p, et p,. 1l doit donc exister un point

qe’Y daos lequel la fonction ¢ admet une oscillation positive ),
Or, si X+ (g) ne coupait pas S, entre p; et p,, il existerait,

en vertn du th. 10, une fonction ¢’'¢ RY¥® telle que r(z)=¢'¥'™

pour tout ze X +(g). On aurait dune /9= ¢¥'™ pour tout xeX.

icm

L'ensemble X étant connexe, il existerait en conséquence un k tel

que ¢'(x)=@(z) 4 2kn pour tout zeX, contrairement & 'hypo-
thése que l'oscillation de @ aa point g est positive.

Corollaire. X et Y étant deux sous-ensembles connexes de 8,
tels que X- +Y coupe S, entre p, et p,, il existe pour tout heXY
un g, eX-Y tel que ensemble X + Y+ (q1) 4 (9.) coupe Sy entre p,
et py %) '

En effet, pour déterminer gy, on n'a qud appliquer le th. 12
i l'ensemble connexe XY+ (q) '

6. Un théoréme de balayage.

On dit que Y s'obtient de X par une déformation continue dans Z,
lorsqu'il existe une fonetion continue g du couple des variables zeX,
0<Ci<< 1 telle que Pon ait:

gle,t)eZ pour tout xeX o 0KIC,
g(z, 0)==x pour tout zelX,
(X 1)=7Y.

Un point ze Z est dit balayé par la déformation g, lorsqu'il existe
un 0K tel que 26 g(X, &)

Théoréme 13. X étant un sous-ensemble de S; qui coupe S;
entre p, et py, tout ensemble Y qui s'obtient de X par une déformation
continue dans Sy — (p,) — (p,) coupe S; entte p, et p;.

Démonstration. Supposons, par contre, que Y ne coupe
pas S, entre p, et p,. Il existerait donc en vertu du th. 10 une
fonction ¢ ¢ R} telle que r(y) = ¢9® pour tout y¢Y. Posons pour
tout ze X

@) f()=rg(1)
) Voir p. ex. Kuratowaki [4], p. 210,

11) Ce corollaire constitue une généralisution du th. I de Kuratowski (2],
p. 226.

0<t<1)
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olt g est la fonction qui déforme X en Y dans S, —(p;)—(p,).
On a f,eSPY. L'espace S[*! étant connexe, il existe donc en vertu
du th. 1 une fonction @, e B>V telle que

(i) f(H)=¢e'o=Y pour tout 0<t<<1.

Comme on a évidemment &9 = ¢/9£®=) on peut supposer (en
remplagant, #'il y a lien, @, par ¢, + 2kn) que

(i)
Posons

(iv)

p.(1)=epg(x, 1) pour tout zeX.

¢ (x) = @.(0) pour tout zeX.

En vertu de (i) et de (ii) on a ¢¥®= (90 =f(0)=
=rg(z, 0)=r(x). Pour en conclure & I'side du th. 10 que X ne
coupe pas S, entre p, et p,, il reste donc & montrer que la fonc-
tion ¢ est continue.

Soit & ce but {r,} une suite de points de X convergeant vers
2, ¢ X. Désignons par B le sous-ensemble du produit cartésien
X X [0, 1], composé de tous les points de la forme (x,, £) ot n=0.1,..
et 0<{t<< 1. L'espace SP est conneve en vertu du lemme p. 164.
Il existe done, d'aprés le th. 1, une fonction ¢@’'eR; telle que
79 (2,, ) = €% pour tout (z,,?) ¢ B. Il en résulte en vertu de (i)
et de (ii) que &9 Cr?¥ = &9, pour tout (z,,?)e B. Liintervalle |0, 1]
étant connexe, il existe une suite d'entiers k, telle que

Pe, (8) — @' (s, 1) == 2k, m pour tout 0<Ii<C L

Or, par suite de la continuité de ¢’ on a lim ¢ (z,, 1)=0¢'(%, 1)
n—>o0
et, en vertu de (iii) lim @, (1) =lim p g(2., 1) = @ g (20, 1) =@x(1).

11 en résulte que lim k, =k, d’'oli, en verta de (iv), lim ¢(z,) =

= lim ¢, (0) = lim |¢/(z,, 0) 4 2k, ) = ¢'(%,0) + 2k n=
n=—>»00 2 =p00
= Q,,(O) = ¢(%)-
Corollaire. X étant un sous-ensemble de S, qui coupe S, enire
Py et py, Pun (au moins) des points p, el py se trouve balayé par

toute déformation continue de X dans S, qui transforme X en un
point 26), '
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7. Transformation intérieures.

Une transformation continue g d’un espace compact X en un
espace Y = g(X) ist dite intéricure, lorsque les images g(U) de les
ensembles U ouverts dans X sont ouvertes dans Y i),

Si g est une transformation intérieure de X en ¥, nous dirons ¥
Timage intérieure de X.

Lemme. Pour qu'une transformation continue g d'un espace com-
pact X soit intérteure, il faut et il suffit que pour toute suite {y,} de
points de Y=g(X), la relation y=Ilimy, entraine la relation

A=+

Lim g7X(y,) = g7(y).

Démonstration. Par suite de la continuité de g on a
Li;n_)sup 97'(9) C g7 (¥) ). Supposons qu’il existe un point

zegl(y) — Li‘rzn’il,lfg"l (4)- 11 en résulte I'existence d'une suite infinie

d'indices {k,} et d’un entourage ouvert U de z tels que U-g~"(y, ) =0.
On aurait done y,, noneg(U), ce qui est impossible, puisque

lim y, =y et g(U) est un ensemble ouvert contenant . La con-
dition est done nécessaire.

Pour prouver qu'elle est suffisante, considérons un ensemble
ouvert U(C X et supposons que g(U) ne soit pas ouvert. Il existerait
alors une suite {y,} de points de Y—g(U) convergente vers un
point yeg(U), dob Lim g7 y) =g~'(y), U-g7(y) =0 et

U-97'(y) # 0, contrairement & I'hypothése que U est ouvert.

Théoréme I4. Pour toute transformation intérieure g d'un
etpace compuct X, si Uespace S est conmexe, Vespace SE™® est éga-
lement connexe.

Démonstration. Soit feSM. Posons J*(x) =j"g () pour
tout z ¢ X. En vertu du th. 1, il existe une fonetion ¢* e RY telle que
79(x) = ¢9*® pour tout z e X. Posons pour tout y e g(X)y

P(y) =inf [g*g72(y)].

) Stoflow [1]. p. 347. M. B. StoXlow exige en plus que lex tranches de g
soient O-dimensionnelles,

$) Karatowski [ p. 171,

iom
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"Pour tout zeg'(y) on a f(y)=¢¥"®, d'od f(y)=¢?%. Pour

en déduire, & I'aide du th. 1, que 'espace Sf™ est connexe, il reste

donc & montrer que la fonetion ¢ est continue. Soit & ce but {y,}

une suite de points de g(X) et y =lim y,. On & en vertu du lemme
. k>0

précédent Lim g7 (y,) = g7'(y), d'od Lim g*g~(y) = ¢* g7 3),
ce qui donne gim Py =‘]'im {inf[g* g™ (3,)]} =inf [¢* g™ (y)] = @ (y).

Corollaire, Limage intérieure d'un continu localement connexe
unicohérent est toujours un continu localement connexe unicohérent,

La question si 'on peut remplacer dans le th. 10 S, par S, reste
ouverte. En tenant compte des relations entre les propriétés com-
binatoires de l'espace X et la connexité de I'espace S, on est con-
duit an probléme suivant: Y éfant l'image intérieure d'un espace
métrique compact X,

1) les groupes de Detti de Y sont-ils des images homomorphes
des groupes correspondants de X7

2) la dimension de Y est-elle inférieure ou égale & cells de X2
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Zur Grundlegung der Boole'schen Algebra 1.
- Von
Alfred Tarski (Warszawa).

Die Boolesehe Algebra, auch Algebra der Logik ge-
nannt, ist bekanntlich ein formales System mit einer Reihe von
wichtigen Interpretationen in verschiedenen Grrundgebieten der Logik
und Mathematik. Die allerwichtigste, jedenfalls die bekannteste,
Interpretation dieses Systems stellt der sogenannte Klassenkal-
kil dar.

Die vorliegende Arbeit enthilt einige Beitrige zur Grundlegung
der Boole'schen Algebra. Von den Ergebnissen, welche von mir
auf diesem Gebiete erreicht worden sind, werde ich nur diejenigen
mitteilen, die sich mit Hilfe gewshnlicher mathematischer Schluss-
weisen begriinden lassen und keinen speziellen metamathematischen
Forschungsapparat erfordern.

§ 1. Das gewdhnliche und das erweiterte System
der Boole’schen Algebra.

Es sind gegenwirtig mehrere #quivalente Systeme von Grund-
ausdricken und Postulaten bekannt, die zur Begrtindung der
Boole'schen Algebra ausreichen. Um die weiteren Ausftihrungen
zu konkretisieren, fuhren wir hier eins dieser Systeme explicite an.

In diesem System treten acht Grundausdriicke auf: ,B* — ,der
Betrachtungsbereich®, no < y* — ,das Element x steht zum Element y
in der Beziehung der Inklusion® (,das Element x ist im Element y
enthalten), ,x = y“, — ,das Element x steht zum Element y in der
Bezichung der Gleichheit* (,das Element x ist dem Element y gleich®)
22+ y¢ — ,die Summe der Elemente x und y*, ,2-y* — ,das
Produkt der Elemente x und y“, ,0% — ,das leere Element, ,1“ —
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