Sur lapproximation des fonctions continues par
les superpositions de deux fonctions.

Par
V. Jarnik et V. Knichal (Prague).

Soit A l'ensemble de toutes les fonctions f(x) qﬁi sont définies
et continues sur lintervalle fermé I=<0, 1> et dont les valeurs

appartiennent & I. Nous nous proposons de démontrer le théoréme
suivant:

Théoréme 1¢. Soit f,(x), f;3(x),... une suite infinie de fonctions
de Vensemble A. Alors il existe deux fonctions @,(r)e A, @,(x)ed
- telles que toute fonclion de la suite f,(z), f3(2),...
sition finie de ces deux fonctions @, (x), ().

Prenons pour f,(z), f,(2),... la suite de tous les polynomes en =
(défivis davs I), réduits & Dintervalle I'!), aux coefficients ration-
nels. En se rappelant un théoréme bien connu de Weierstrass
sur lapproximation des fonctions continues par les polynomes, on
voit que le théordme 1¢ entraine le conséquence suivante:

s0it une superpo-

Théoréme 2¢. 1l existe deux fonctions @, (z)e d, @;(z)eA
Jouissantes de la propriété suivanle: f(z) étant une fonction quelconque
de A et de 8 étant un nombre positif quelconque, il exisle une fonction

Y(x), qui est une superposition finie de ces deux fonctions @, (z), @,(z),
 telle que '

Mox | f(a) — p(a)] < 0

Cest aux MM. Schreier et Ulam®) que l'on doit le thé-
oréme 2°, mais sous une furme moins précise: on obtient leur thé-

1) C’est-i-dire tout polynome P(x) doit &tre remplacé par la fonction F(z),
égale k.P(a:), 8i 0 P(x)<1, égnle 4 0, ni P(2) <O et égale & 1, ai Plx)>1.

%) Uber topologische Abbildungen der euklidischen Sphitren, Fund, Math.
t. XX, p. 102—118.
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oréme en remplagant, dans notre théordme 2o, partout les mots
,deux fonetions @, (2), py(x)“ par ,cing fonctions @, (2),..., g5(z)".
Ensuite, M. Sierpiriski?) a démontré un théordme, qui s'obtient
de notre théoréme 1°* en y remplagant partout les mots ,deux
fonctions @, (z), @, (x)* par pquatre fonetions @, (x),..., @, (@)%
il a donc aussi remplacé (& Paide du théoréme mentionné de Weier-
strass) le nombre 5 par 4 dans le théoréme des MM. Schreier
et Ulam. Le but de cette note est done de remplacer le nombre 4
dans le théoréme de M. Sierpifiski par 2.

Remarquons enfin que 'on ne peut remplacer, ni dans le thé-
oréme 1¢, ni dauns le théoréme 2¢, le nombre ,deux” par ,un“.
D'une maniére plus précise, on a le théoréme (presque banul)
suivant:

Théoréme 3¢, Il existe dewr fonctions fy(z)e A, fi(x)e A4,
Jjouissantes de la propriété suivante: quelle que svit la fonction g(z)ed,
on a ou bien?)

M —_—mh
Max |, (0) — 9(2) 2 3
pour chaque n entier et positif ou bien
Max | fy(2) — ¢"(@)| = %
tsxs
pour chaque-n entier et positif ®).

- Démonstration du théoréme 1¢. Soit f,(z), f,(),... une
suite de fonctions de I'ensemble A. D’aprés le théoréme de M. Sierpin-
ski il existe quatre fonctions @,(z)e 4 (i==1,2,3,4) telles que toute
fonetion f,(z) (n =1, 2,..) soit une superposition finie de ces quatre
fonctions ¢,(x). Pour achever la démonstration du théordme 1°, il
suffit done de construir deux fonctions 1, (x)e A, ¥,(z) e A telles
que chaque fonetion @,/z) (i==1,2,38,4) soit une superposition finie
de ces deux fonctions v, (z), ¥, ().

Pour ce but, posons

@) =43@+1) powr 0=2=1;

1) Bur I'approximation des fonctions continues par les superpositions de quatre
fonctions, Fuod. Math. t. XXIIX p. 119~120.

1) @n(x) signifie la n-tidme itérde do @ (2).

3) Remarquons que le nombre 1/2 ne p ut pas étre remplacé par aucun
nombre plus grand; car, en posant ¢ (r)==1/2 pour x¢ I, on a @ —p@)|<1/2
pour chaqus fe A et pour chaque zel
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(@)=, @z —1427) pour 1 - 27 o <1 — 274 2,
i = 17 21 31 4:
YPy(2) =8 —1-42"%) pour 1—-2<2x=1;
dans le reste de Vintervalle 0 <<z = 1, définissons 9, (z) d’une telle
maniére que ;(x) e 4. Ceci est possible; pour le voir, il suffit de
remarquer que
1—27 42721 — 270 | 24 L 251 — 275,
On a '
Pie)=2""x+ 2" —1) pour mn=1,2,...;

on le voit aussitdt par induction,

Soit maintenant ¢ un nombre entier, 1 =i <4, 052 <1;
alors on a -

@) =2"@+2 —1), done 1—27<vi(x)=<1,

d’'old
va YA = 8(¥i(e) — 1 + 29 =1,
v, Ph(e) = 2-'[-;5 42— 1] =941 — 2~
donc
1— 2S¢l o, vi(e) S 1 — 27 4 2+,
d’ott enfin

Y2 91 ¥s ¥i(2) = @i(2¥ (¥ ¥ i) — 1+ 27) = gu(a),

ce qui achdve le démonstration.

Démonstration du théoréme 3¢, Posons f,(x)=0. fy(x)=1
pour 0 <z =1. .Supposons qu’il existe une fonetion @(z)e A et
deux nombres entiers et positifs #, m tels que I'on ait pour tous les zel

h@)— @I <4 AR —e @) <t
@) <4 9"@)>4.

.Sl lou avait n==m, on aurait § <} — contradiction; si l'on
avait # <m, on aurait pour 0 S <1

Pr@) =9¢"p" () <
— contradiction ; si 'on avait # > m, on aurait pour 0 Sz =<s1

P @) =" " "(x) > }

c'est-a-dire

— contradiction.
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Sur les suites infinies de fonctions définies dans
les ensembles quelconques.

Par
W. Sierpifiski (Varsovie).

Le but de cette Note est de démontrer ce

Théoréme I: f,(p), fi(p), fo(p),... éant une suite infinie de
fonctions définies sur un ensemble infini E (formé d'éléments quel-
conques), dont les valeurs sont des éléments de E, il existe deuz fone-
tions de méme nature, tellés que toute fomction de la suite infinie con-
sidérée est une superposition (finie) de ces deux fonctions.

Nous démontrerons d’abord le théoréme I affaibli qu'on obtient
lorsqu'on remplace, dans le théoréme I le nombre deux per le nombre
trois 2).

Soit £ un ensemble infini donné. Comme on sait, E est une
somme d’une infinité dénombrable d’ensembles disjoints, dont chacun
est de méme puissance que K, soit

(1) E=FE + B+ By +...

Soit @(p) une fonetion (définie dans £) qui transforme d’une
fagon biunivoque I'ensemble Z en l'ensemble E;, et soit ¢~'(p) sa
fonction inverse (définie dans F).

Soit (p) une fonction définie dans £ et qui, pour tout n naturel,
transforme d’une fagon biunivoque I'ensemble E, en I’ensemble £,
et soit, pour n=1,2,3,..., ¥™"(p) la fonction (définie dans l'en-

1) C'est ce théordme affaibli qui dtait trouvé par moi d’abord, et c'est la mé-
thode de MM. Jarnik et Knichal (voir ce volume, p. 208) qui a permis d'en
déduire notre théordéme I,
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