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ot E(a) désigne la translation de I'ensemble £ de longueur a (c'est-
-d-dire Pensemble de tous les nombres réels z, tels que z—gq¢ E)

et ot la sommation 3 o'étend & tous les éléments ¢ de M.
aeM

Admettons, d'autre part, que la droite. soit une somme de moins
que m ensembles, dont chacun est superposable par translation og
rotation avec Pensemble £, Désignons par £* I'ensemble symétrique
de E par rapport au point 0. Il existe done deux ensembles de

nombres réels N; et N, tels que ﬁ; +ﬁ, <m et
3) D =2‘ E@b)+ Y B*(b).

beN, beN,

D'aprés (3) on a évidemment pour a réels, et, en particulier
pour ae M: ,
D=2E(b+a)+2£‘*(b+a), ~

. beN, beN,
d’on ,
4 0 Y E(b+a) + 3 B*b+«) powr aeM.

be N, beN,

La somme figurant dans la formule (4) contenant N, - N<m
termes, on conclut, d'aprés M=m, qu'il existe deux nombres dis-
tincts de M, soient g, et ay, tels que le nombre 0 appartient pour
a—-fa1 ?t pour a=ga, au méme terme de cette somme, c'est-i-dire
quil existe un nombre b ¢ N, + N, tel qu'on a ou bien

(5) beN,, OcE(d+a,) et 0cZ(d +a,), .
ou bien )
) beNy, 0cE*(b-a,) et 0eL*(b+ay)

(les formules (b) et (6) pouvs:nt Q’ailleurs &tre vraies & la fois).
‘Or, d'aprés. (2) et al‘:{z a,, on a F(a,) E(a)=10, done aussi
E*(a,) E*(a,) =0, ce qui donne évidemment pour tout b réel:
Eb+a)Eb+a)=0 et E*(p+a,) E*(b-a,)=0,
ce qu'i est imcompatible avec chacune des formules (5) et (6).
L'hypothése que la droite est une somme de moins que m en-
sembles, dont chacun est superposable par translation ou rotation

avee £, implique done une contradiction,
Notre théoréme est ainsi démontré.

S —————————————
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Quelques rétractes singuliers.
Par

Karol Borsuk (Warszawa).

Dans cette Note je m’occupe d'une simple opération sur les en-
sembles compacts en soi qui nous conduit & la construction des
rétractes absolus et des rétractes absolus de voisinage ) dont les
propriétés topologiques montrent des singularités remarquables 1),

1. Soient 4 et B deux ensembles métriques, ecompacts en soi,
disjoints et f une fonetion continue définie dans un sous-ensemble
formé C de A aux valeurs appartenants 4 B. Nous avrrivons, bien
entendu, & une décomposition semi-continue 3) de Iensemble 4+ B
en considérant comme tranches les engembles de la forme (z)4-/"%z)4),
ot zef(C), et les points individuels de 4B — (C+ f(C)). Cette
décomposition sera designée dans la suite par (4, B, f) et son hy-
per-espace par A—j%— B. La fonction qui fait correspondre & tout

zeA-+ B la tranche de la décomposition (4, B, f) contenante z
sera désignée par @, p (v); elle transforme A+ B en A+B d'une

s
maniére continne %) en transformant Pensemble 4 — C et aussi I'en-

1) Liensemble AC E est dit rétracte de E, lorsqu'il existe une fonction con-
tinue f définie dans E et satisfaisant aux conditiona: 1° f(BEY=A4, 2 f@)=2=
pour tout x € 4. L'ensemble métrique et compact en soi A est dit rétracte absolu
(resp. rétracte absolu de voiginage) si, pour tout espace métrigue M)A, 'en-
semble E est ma rétracts de M (resp. un rétracte d'un certain voisinage de 4
dans M).

%) Les exemples considerés dans cette Note sont construits pour répondre
a certains problémes posés par M. C. Kuratowski concernant la caractérisation
des ,espaces péaniens eu dimension n" par des propriétés intrinséques. Voir la
Note de M, C. Kuratowski: Sur les espaces localement connexes et péaniens
en dimensions n, ce volume, p. 267—287.

%) Quant a la définition d'une décompositioni semi-continue et son hyper-
espace voir C. Kuratowski, Fund, Math, 11 (1928), p. 169—186.

4) f-1(y) désigne I'ensemble de tous les x tels que flay=w.

5) C. Kuratowski, 1. e. p. 173, th, IIT,
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semble B par homéomorphie. On a en outre Dégalité A4 B—
7

=0, 5,(4d—C)+ Dyss(B), oh le premier sommande est ouvert
et le second fermé dans A B. Il en résulte d’aprés le ,Summen-

satz® €) de MM. K. Mengér et P. Urysohn que
dim (4 4 B) = Max [dim (4 — C), dim B].
s

Remarque. Soient A et B deux ensembles métriques compacts en soi,
digjoints ou non, et f une fonetion transformant un sous-ensemble fermé C de A
en l'ensemble B tout entier. Désignons par k une homéomorphie transformant B
en un ensemble B’ tel que A° B’ = 0. En posant f/(z) == kf(z) pour tout zeC,
on constate sans peine que I'espace A+’-B’ est homéomorphe 4 I'hyper-espace de
la décomposition gemi-continue de A dont les tranches sont Jes ensembles f-i(y),
ol yeB, et les points individuels de A— B, Il en résulte que toutes les relations
entre les propriétés topologiques (intrinséques) des ensembles A4,B’ ot 4 - B

subsistent, si on remplace ces ensembles respectivement par les ensembles 4, B et
. Phyper-espace de la décomposition mentionnée, En particolier, les théses du
théoréme (T') et du corollaire (C) restent valables si on y remplace la condition
A+ B=0 par la condition B=f(C) et 'espace A-}EB par U'hyper-espace en question.

2. Théoréme (T). Soient A, B et C des rétractes absolus de
voisinage remplissant les conditions A-B=0, CCA et soit f une
fonction continue transformant C en un sous-ensemble de B. Dans
ces hypothéses I'ensemble A}+—B est localement contractile 7).

Si, en outre, les ensembles A, B et C sont contractiles dans soi,
Tensemble A+ B Uest aussi,
s

En tenant compte du théoréme d’aprés lequel les rétractes absolus
coincident avec les rétractes absolus de voisinage contractiles dans
soi %) et, pour les dimensions finies, les rétractes absolus de’ voisi-

¢ Voir p. ex. C. Kuratowski, Topologte I, Monografje Matematyczne III,
Warszawa—Lwéw 1933, p. 127.

7) La fonction ¢(x,t) définie pour x parcourant un sous-ensemble E d'un
espace M ot 0-<<#<C1 fait une contraction de E dans M vers un ensemble E,CM
lorsqu'elie est continue pour les deux variables x et Z & la fois et remplit les con-
ditions: ¢(z,0) ==, ¢(x, 1) e K, ot ¢(z, t)eM pour tout 2 e F et 01, Llen-
semble E est dit contractile dans M lorsqu’il existe une fonction ¢ (x, ) qui fait
une contraction de £ dans M vers un ensemble ne contenant qu'on seul point.
L'espace M est localement coniractile en point ze M lorsque tout emtourage U
de w contient un entourage U, de = qui se laisse contracter dans U, L'espace M
et dit tout court localement contractile lorsqu'il 1'est en chague point.

%) Fund, Math. 19 (1932), p. 229.
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nage avec les espaces compacts localement contractiles %), on obtient
du théoréme () le

Corollaire (C). Si A, B ¢t C sont des réiractes absolus (resp.
rétractes absolus de voisinage) de dimension finie remplissant les con-
ditions A-B=0, C(C A et f est une fonction continue transformant C
en un sous-ensemble de B, lensemble A-+B est aussi un réiracte

absolu (resp. rétracte absolu de voisinafqe) de dimension égale &
Max [dim (4 — C), dim B] 19),

3. Nous commengons par la démonstration du lemme suivant:

Lemme (L). A ¢t C( A étant des rétractes absolus de voisinage,
il existe une fonction g(x,t) définic pour x parcourant un entourage
fermé 1) U de Vensemble C (dans A) et pour 0<C i< 1, continue
pour deuz variables x et t & la fois et telle que: g(x,0)=ux, g(z,t)e 4,
gz, 1) e C pour tout we U et g(x,t)==2x pour tout zeC ef 0t 1.

De plus, dans le cas o A et C sont des réiractes absolus on
peut remplacer U par A.

Démonstration. Sans restreindre la généralité, nous pouvons
supposer %) que 4 est un sous-ensemble du ,cube fondamental® Q_13)

" 1 e. p. 240.

10) Soient 4 et B deux ensembles compacts en soi, disjoints ou non, et h une
homéomorphie transformant B en un ensemble B’ tel que A°B’=0. Posons
f(x)=h(x) pour tout e 4" B. On voit aisément que PPensemble 44 B est ho-

méomorphe & A -} B. L'addition des ensembles peut donc &tre considérée du point
de vue topologique comme un cas particulier de I'opération ,-“. Il résuite alors

da corollsire (C) que pour les diménsions finies la somme de deux rétractes absolus
(resp. rétractes absolus de voisinage), dont la partie commune est un rétracte ab-
solu (resp. rétracte absolu de voisinage) est aussi un rétracte absolu (resp. rétracte
absoln de voisinage). Une autre démonstration de ce théoréme se trouve dans la
Note de M. N. Aronszajn et de moi, Faund Math. 18 (1932), p. 194 (pour les
rétractes absolus) et dans ma note, Fand. Math, 19 (1932), p. 226 (pour les ré-
tractes absolus de voisinage). Il est a moter gque les démonstrations mentionnées
se passent de l'hypothése ds dimension finie. La question si la thése toute entidre
du corollaire (C) est vraie pour les ensembles de dimension infinie reste ouverte.

1) Par un entourage de I'ensemble C dans 4 je comprends dans cette Note
chaque ensemble U(C A tel que CCU—A4—UTU.

1)"En vertu du ,Einbettungssats* de P. Urysohn, Math, Ann, 94 (1925),
p. 310. . 1

13) @, désigne alora I'ensemble de toutes les suites {x,}, ol Osxﬂé—;et ot

00 . .
la distance de denx sunites {z,} et {a:;} est, par définition, égale & l/ 2z, — 2%
’ . =1
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de l'espace de Hilbert. Soit »(x) une fonction rétractante wn
entourage V (Pentourage dans @,) de A en A et r'(x) une fonetion
rétractante un entourage U (I'entourage dans 4) de C en C. Noug
pouvons supposer en outre, que l'entonrage U est fermé et si petit
que tout segment z 7 (z), ot x e U, est contenu dans V. Il est &vident
que, dans le cas ol A et C sont des rétractes absolus, on peut

prendre @, au lieu de V et l'ensemble 4 tout entier au lieu de U,

Pour obtenir la fonction g(z,¢) remplissant les conditions demandées,
il reste & poser

g@ ) =rg (1),
oh g'(z,1) est, par définition, le point qui divise le segment z/(z)
dans le rapport ¢: 1 —¢

4. Démonstration dw théoréme (T). Soit g(x,t) une
fonetion remplissant les conditions du lemme (L), définie dans un
entourage fermé U de C qui coincide avec A dans le cas ol 4 et C
sont des rétractes absolus. Posons:

(1) h(z,t) =g(x,f) powr =ze U; 0<Ci],
(2) h(z,t) == 01,
Les ensembles A et B étant disjoints, la fonection h(x,t) ainsi

définie est continue pour les deux variables & la fois et elle remplit
les conditions:

(3) h(ztjed; h(z,0)==; hz,1)eC pour zeU et 0<Lt<<1,
4) h{z,t)==2 pour ze B+ C et 0<CI<S L.
Pour abréger les notations posons @ = @, , et
() @& t)=Or[DYE),¢] pour e U—fI—B et 0<CE<CL.
Pour un §= @(x), oh 2 ¢ B4 C, Pensemble @1(£) est contenu

dans B+ C. 1l en résulte, d'apras (4), Végalité k[0 1(£),¢] = &~Y(&)
et finalement,

6) @&t)=E¢ pour tout £= BB+ C)=DBB) et 0t 1.

Pour un §{=®&(z). ot 2¢U—(B+C)=U—C on a 01 (E)=(z)
et p(,t)=Dh(x.t)e A+ B. Les valeurs de la fonctiou o)
s ;
sont done toujours les points individuels de I’ensemble A+ B, cest
A dire ' ’
M el t)eA-f}—B pour tout e U+ B et 0<{t<lI.
s

pour zeB;
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Nous allons établir & présent la proposition suivante:

8 La fonetion ¢(§, ¢) et continue pour les deux variables Eett
®) 2 la fois.

@ étant une homéomorphie sur I'ensemble 4 — C =4 — (B4 C),
il suffit d’aprés (5) et (6) de montrer que pour toute suite {ExC
C @(U—C) convergente vers un point & e®@(C) et pour toute
suite {£,}, od 0<C#,<C1, convergente vers un #, la suite (A
est convergente vers £,.

Il vient de la définition de la fonction @ que @1(&,) sont des
sous-ensembles de U— C dont chacun ne contient qu'un seul point
et pour lesquels on a1¢):

Lim sup @(§,) C 9 (4)C B+ C

La fonetion h{z, #) étant continue et remplissant la condition (4),
il en résulte I'inclusion

Lim sup 2[@1(&,), t,) C §4&,),
lim OR[O1(E), t,] =§&,.

c’est & dire la proposition (8) est établie.
'Remarquons evfin que, d’aprés (3), (4) et (5), on a

©) P& 1)e O (BC)=O(B) pour §£U;}—Bi

d’ou enfin

Ceci établi, passons & la démonstration de la contractilité locale
de lensemble 4 4 B= @ (A~} B). La fonction @ transformant l'en-
!

.semble localement contractile 4 — C par homéomorphie en un sous-

ensemble ouvert de @(4 - B). il ne reste qu'a démontrer la con-
tractilité locale de 4 4 B en tout point de Vensemble
s

(4+4B)— 0(4—C)= D(B).

Soit done G un entourage (dans 4 4 B) d'un point & = D (z,), ot
! .
zy ¢ B. L'ensemble @(B) étant (comme homéomorphe A un rétracte

~ absolu de voisinage B) localement contractile, il existe un entonrage G*

(dans @(B)) du point & contractile dans G. En tenant compte des

) Voir C. Kunratowski, Fund. Math, 11 (1928), p. 172. Quant s a66-
nition ds la limite supérieure d’une suite d’ensembles voir 1. c. p. 169.
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propriétés (6), (T), (8) et (9) de la fonction @, on conclut qu'il existe

un entourage (&, du point & dans 4+ B remplissant les conditions:
s

G C Uy 960, 1)C & et 9(Go, {)C G pour tout 0<t<<1. La
fonction @ fait alors dans G une contraction de l'entourage G, du
point z, vers I'ensemble @(G,, 1). Ce dernier ensemble étant (comme
contenu dans ) contractile dans @, la démonstration de la contrac-
tilité locale de A—)}e—B est finie,

Pour achever la démonstration du théoréme (), il reste & dé-
montrer que dans le cas ol A, B et C sont des rétractes absolus,
Vensemble A -} B est contractile dans soi-méme. Dans ce cas on a

r
par hypothése U= A4, la fonction ¢ est donc définie pour tout £¢A
et. 0 #<C1. Cela implique, en raison de (B), (8) et (9), qu'elle fait
une contraction de A--B dans soi vers l'ensemble @(B) étant

s
(comme homéomorphe au rétracte absolu B) contractile dans soi-méme.
Notre théoréme est ainsi completément démontré.

6. Définitions, Un espace compact E sera dit membrane homo-
topique (resp. membrane homologique) en dimension m pour son sous-
ensemble fermé A, lorsque tout sous-emsemble fermé de A de di-
mension <m est contractile dans Z (resp. tout vrai cyele 15)
4 m dimensions de 4 est homologue & zéro dans Z). L'ensemble &
sera dit tout court membrane homotopique (resp. membrane homologique)
pour A, lorsqu'il I'est en toutes les dimensions & la fois,

15) Quant & la définition d’'un ,vrai cycle & m dimensions de 4“ et les autres
notions do la topologie combinatoire voir p. ex. P. Alexandroff, Dimensions-
theorie, Ein Beitrag sur Geometrie der abgeschlossen Mengen, Math. Ann, 106
(1982), p. 178. 1l est copendant & remarquer que j'emploie ici le terme ,homologue
& 2éro“ dans le sens ,berandet“ et non dans le sens ,homolog Null* de M, Ale-
xandroff. Ountre les vrais cycles ,nach variablem Modul* de M. Alexandroff
nous envisageons ici les vrais cycles plus généraux de la forme {zg‘“)}, ol g(m}
est un cycle m-dimensionnel dont les sommets appartiennent & A, les diamétres

des simplexes tendent vers zéro avec - et dont les coefficients sont des éléments

d’un groupe abelien guelconque M,, qui dépend en général de n. Pour éviter la
situation exceptionnelle dans le cas m = 0, nous comprenons tonjours psr un cycle
0-dimensionnel z(,e) un cycle dont la somme des coefficients "disparait (dans le
sens établi dans le groupe x€A,). i .

Les ensembles qui sont des membranes homologiques en dimension m pour
sux-mémes coincident avec les ensembles acycligues en dimension m au sens de
ma note de Fund, Math, 21 (1933), p. 95.
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I1 est & noter que toute membrane homotopique pour 4 eet une
membrane homologique pour A1%); une membrane homologique
peut cependant ne pas étre une membrane homotopique 17). IL’en-
semble que mous construisons dans le numéro 7 nous fournit un
exemple d’un rétracte absolu de voisinage qui constitue pour soi-
méme une membrane homotopique en dimension m, mais pas une
membrane homologique en cette dimension.

Les notions des membranes et la notion de Pirréductibilité 1)
nous conduisent aux notions des membranes irréductibles homoto-
piques et homologiques 1) en dimension m, resp en toutes les dimen-
gions & la fois. Il est & remarquer que, d'aprés les théordmes géné-
raux %), une membrane homologique (resp une membrane homo-
logique en dimension m) pour 4 contient une membrane irréductible
du méme genre La question analogue pour les membranes homo-
topiques reste ouverte.

Nous appliquons maintenant le corollaire (C) & la construction,
pour tout couple {m, 1) des nombres naturels satisfaisant & l'inégalité
2<{m<n, des ensembles A(m,n) et B(m,n) aux propriétés suivantes:

N (m, n) est un rétracte absolu de dimension » qui constitue une
membrane homologique irréductible pour une surface sphérique
(m — 1)-dimensionnelle 21).

16) Ceci résulte p ex du raisonnement qui se trouve dans ma note ,Zor
kombinatorischen Eigenschaften der Rstrakte“, Fund. Math, 21 (1938), p. 92—95.

1) Ainsi p. ex. la fermeture de la courbe y =ginz, ot 0 < < 1, constitne
une membrane homologique pour soi-mé&me qui n’est pas, bien entendn, une mem-
brane homotopique. On parvient & un auntre exemple de ce genre en prenant la
surface T d'un tors géométrique, dont on a enlevé les points intérieurs d’une pétite
sphére de centre ce 7', La surface qui reste est une membrane homologique, mais pas
homeotopique pour la circonférence constituant sa frontidre. Voir p. ex. H, Beifert
et W. Threlfall, Lehrbuch der Topologie, Leipsig u. Berlin 1934, Teubuer, p. 174.

18) Voir p. ex. 8. Janiszewski, Thése, Paris 1911, p. 7.

1) Comp. la motion de ,irreduzible Membran* de¢ M. P. Alexandroff,
Annals of Math. 30 (1928), p. 179.

) A savoir, d’aprés le théoréme selon lequel un vrai cycle homologue & zéro
dans chacun des espaces compacts E, qui constituent une suite décroissante est
homologue & zéro aussi dans l'espace E _—..E Ex (voir ma note O zagadnieniu
topologicznego scharakteryzowania sfer euklid::o:wych, Wiadomo&ci Matematycsne 38
(1934), p. 17) et d’aprés le théordme bien conna de M, L. E. J. Brouawer, con-
cernant 1'existence des ensembles irréductibles par rapport & une certaine propriété,
Voir L. E. J. Brouwer, Proc. Acad. Amsterdam 14 (1921).

1) Par une gurface sphérique (m— 1)-dimensionnelle j'entends un ensemble
homéomorphe &4 la surface d’une sphére euclidienne & m dimensions.
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B (m,n) est un rétracte absolu de voisinage de. dimension n,
dont les nombres de Betti?) sont ceux d'une surface sphérique
m-dimensionnelle et qui constitue une membrane homotopique pour
chacun de ses vrais sous-ensembles fermés.

6. Construction de I’ensemble %A (m,n). Soit L un segment
rectiligne situé dans lintérienr d’une sphére euclidienne m-dimen-
gionnelle @, et f une fonction continue transformant L en une
sphére euclidienne n-dimensionnelle @,, n’ayaunt pas ‘de points com-
muns avec @,. L'ensemble

A(m, n) = Oy, -fl— Qx

est, d’aprés le corollaire (C'), un rétracte absolu de dimension #. En
tenant compte du fait que & = @, o , est une homéomorphie dans
@»— L, on conclut que la surface S, @,—L de la sphére Q,,
est transformée par @ en une surface sphérique (m — 1)-dimen-
sionnelle @ (S, _,)C Q"’_}: Q.. Il ne reste qu'a démontrer qu'aucun

vrai sous-ensemble fermé £ de ¢, Q, ne peut constituer une
7

membrane homologique pour &(S,_,). En tenant compte du fait que
pendant une rétraction d’un espace compact les vrais cycles homo-
logues & zéro dans cet espace sont transformés en vrais cycles ho-
mologues & zéro dans le rétracte %) et les vrais cycles situds dans
le rétracte sont transformés par identitd, il suffit de montrer que
I'inelusion .

(10) 0 (Sp) C B G A (m, ),

ol E est un ensemble fermé entraine lexistence d'une fonction
rétractante K en ®(S,_;).

Le segment Z élant non-dense dans ¢,, il existe pour chaque
zeL une suite {z,}(C ¢,— L convergente vers z. La fonction &
étant continue, il en résulte @ (z,)— D(z), od D(z,) e O(Q, — L)=
=A(m, n) — ®(L 4 Q,). L'ensemble B(L)= ®(L 4 Q,) est done
non-dense dans (m, n). L'ensemble & étant fermé, il en résulte,
d’aprés (10), qu’il existe un point x,eQ,—L tel que @ (z,)e¥ (m,n)—E.

) Qul;nt 4 la définition des nombres de Betti pour un espace compact quel-
conque voir p. ex, 8, Lefschetz, Topology, New York 1930, p. 323—334,
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Désignons maintenant pour tout ze Q, — (%,) par p(x) la pro-
jection du point 2 du centre z, sur la surface sphérique S,,_,. L’en-
semble p(L) étant un are simple, il existe un point 2y 6 Spy—p(L)
et un £>>0 tel que P'ensemble

M=ElzeS, ; o(x,r,)=>¢]

constifue un entourage de p(L) (dans S,_;) homéomorphe, bien en-
tendu, avec une sphére euclidienne (7 — 1)-dimensionnelle. Llen-
semble p~*(X) contient alors un entourage (dans Q,) fermé K du
segment L. Posons

@@ =0p0(§ pour tout Ee®(Q, —E).
On voit aisément que & est une fonction rétractante I'ensemble
?(Q,—K)-E en surface &(S,_,) ol d’aprés Pinclusion évidente

0(Q,—X) (E—0(9,— K)) C O(K),

la frontiére de 'ensemble @(Q, — K)-E (frontidre relative & E) est
transformé par o en ‘un sous-ensemble de I'ensemble D(M). Ce
dernier ensemble étant un rétracte absolu (comme homéomorphe & M),
on conelut 2%) que & se laisse prolonger d'une fagon continue sur
Vensemble E tout entier de la maniére que la fonction prolongée
n'admet que les valeurs de @(S,_,). Ce prolongement constitue, bien
entendu, une fonetion rétractante Z en &(S,_,), ec. q. f d.

7. Construction de 1’ensemble B(m,n). Soit L un are simple
situé sur la surface S, d'une sphére euclidienne de dimension m--1
et f une fonetion continue transformant L en une sphére eucli-
dienne n-dimensionnelle §,, n’ayant aucun point commun avee S,
Les ensembles S,,, @, et L étant des rétractes absolus de voisinage,

~on conelut d'aprés le corollaire (€) que Pensemble

B (m m)= 5. 40,
est aussi un rétracte absolu de voisinage.
Pusons pour un xye S, —L et £¢>0:
M (z, €) =§ [z e Su; oz, zo) 2> €]y
Ny, &) = E[ze Sa; 02, 7,) <€)

%) Fund. Math. 17 (1931); p. 167 et 158.
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Pour un & <@ (%, L) l'arc L est contenu dans lintérieur de
M(z,, €). En posant O=Ds o . on a l'égalité

(1n B (m, n) = [M (o, &) + Qu] + P[N(x, €)).

D’aprés le corollaire (C), le premier sommande de cette décom-
position est un rétracte absolu. La fonction @ étant une homéo-
morphie sur I'ensemble S,— L D) N(x,,¢), le deuxidme sommande
est aussi un rétracte absolu ayant comme partie commune avec lo
premier sommande l'ensemble @[M(x,, &) N(x,, €)], . & d. une
surface sphérique (m — 1)-dimensionnelle. Les rétractes absolus étant
acycliques ##), il en résulte, d'aprés la formule bien connue de
MM. Mayer, Vietoris et Gech25) concernante les propriéiés
de la homologie de la somme de deux espaces compacts, que les
nombres de Betti de I'ensemble B (n, n) eoincident avee les nombres
correspondants d'une surface sphérique m-dimensionnelle,

Reste & prouver que B (m,n) constitue une membrane homo-
topique pour chacun de ses vrais sous-ensembles fermés. Par un
raisonnement complétement analogue & celui qui se trouve dans le
numéro précédent on constate que pour un vrai sous-ensemble
fermé E de B(m, n) il existe un point w e S, — L tel que
D(x,) e B(m, n) — E. Pour un ¢ suffisament petit, les ensembles E
et @ [N(x, &) sont alors disjoints d’oli, en vertn de la for-
mule (11), on obtient EC M (%, &)+ @,. L'ensemble M(x,, &+ 9,

7

est, d'aprés le corollasire (C) un Tétracte absolu, et parsuite 16)
une membrane homotopique pour E. A plus forte raison, Pensemble
B(m,n) D £ est une membrane homotopique pour E, e. q f d

*) Fund Math. 21 (1933), p. 95.

¥) Dane le cas des polytopes la formule mentionnde est démontrés par
M. W. Mayer dans Monatsh. f. Math, u, Phys. 36 (1929), p. 40 et ensuite, dans
une forme plus forte, par M. L. Vietoris dans Monatsh, f. Math. u. Phys, 37
(1930), p. 162. Le cas des espaces arbitraires était traité par M, E, Gech dans
Fund. Math. 19 (1933), p. 178. En particulier, &i les sommandes 4 et B sont des
espaces compacts acycliques en toutes les dimensions, la formule de MM. Mayer—
Vietoris—Cech prend la forme suivante: p, (A B)=p,(4 ' B)—1 ot
Pr41(4+B)=p-(4*B) pour r=1,2,... Dans le cas ot I'ensemble A4 B est
connexe ot 4B est une surface sphérique (m — 1)-dimensionnelle, il vient:
Do (44 B)=1; p, (4-} B) = 0; Pm(A+4-B)=pp 1(4'B)=1 et Pra(d+4-B)=
=p(4°B)==0 pour 0% r=:m—1, c. 2 d. les nombres do Betti de A-+4-B
coincident avec ceux d'une surface sphérique m-dimensionnelle.

%) Fund. Math. 19 (1938), p. 235, exemple £.

———————————————

icm

Sur le prolongement des fonctions continues et
les transformations en polytopes.

Par

Casimir Kuratowski (Warszawa).

Le résultat principal de cette note se rattache, d’une part, & un
théoréme, dd & M. Tietze ) sur le prolongement des fonctions
continues, définies sur un sous-ensemble fermé d’un espace métrique
et, dautre part, & un théordme, dd &4 M. Alexandroff?), sur les
transformations des espaces métriques en polytopes. Nous allons dé-
montrer, en effet, qu'étant donnée une fonction continue y = f(z)
définie sur un sous-ensemble fermé A d'un espace métrique sépa-
rable X, on peut étendre la définition de cette fonction sur Pespace X
tout entier en ajoutant & l'espace des y un polytope infini?) dont la
dimension ne dépasse pas celle de I'ensemble X — A (théoréme 2).
On peut, en outre, assujettir la transformation de I'espace X & quel-
ques conditions supplémentaires analogues aux conditions qui inter-

1) H, Tietze, Journ. f. Math. 145 (1915), p. 9—14 et F. Hausdorff, Math,
Zft. 5 (1919), p. 296.

3 P. Alexandroff, C. R. Paris t. 183 (1926), p. 640 et Ann. of Math, 30
(1928), p. 6 et ma note Fund. Math. 20 (1933), p. 191—196 ou Topologie I, p. 93.

3) Un polytope infini est un ensemble de la forme

P= §‘ +:§,+... ol E['LBS,,::O,
ol S; est un simplexe (ouvert) et ol Ls S, désigne la limite supérieure (topolo-

gique) de la suite {Sn}.

11 en résulte qu'aucun point de P n'est un point d'accumulation d'une suite
de points appartenant & des différents termes de la suite {Sn}. Un polytope infini
est aingi localement un polytope fini.

Un ensemble ouvert dans un polytope fini est un polytope infini.

Bien entendu, un polytope infini peut &tre de dimension infinie: lorsque
la dimension des simplexes S; est illimitde.
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