Un théoréme de la théorie générale des ensembles
et ses conséquences.

Par
W. Sierpifiski (Varsovie).

Le but de cette Note est de démontrer un théordme de la thé-
orie générale des ensembles et d'en déduire quelques conséquences.

Théoréme I, Si E est un ensemble infini de puissance m
(formé d'éléments quelconques) et @ une famille de puissance m de
sous-ensembles de E de puissance m, Densemble E contient m ensembles
disjoints de puissance <<m et tels que la somme de foute infinité de
puissance m dentre eux a au moins un élément commun avec tout
ensemble de la famille O.

Démonstration,
Soit  un ensemble infini de puissance m et soit ¢ le plus petit
nombre ordinal de puissance m. Il existe donc une suite transfinie

E<o)

1) ' Ty, Ty, Tyyeeey Tyy Tupiyess Tyye

formée de tous les éléments de Vensemble Z.
Soit @ une famille de puissance m de sous-ensembles de E de

puissance m: il existe donc une suite tramsfinie du type ¢,

) Ey, By, Eyyeeoy By, Eopryenes By

formée de tous les ensembles de la famille .
Nous définirons maintenant par l'induction transfinie une suite
transfinie {H},, de sous-ensembles de £ comme il suit.
L'ensemble H, sera défini comme formé d'un seul élément z.
Soit maintenant @ un nombre ordinal donné queleonque compris
entre 1 et @ et supposons que nous avons déjh défini tous les en-

E<o)

icm
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sembles H,, o £<a et que la puissance de H, est <<£& Soit
S, =§§'GH§. L’ensemble H, étant de puissance <C&<< @, pour £ < e,

la somme S, est évilemment de puissance < @? donc de puissance
<1, puisque <@ et @ est le plus petit nombre ordinal de Ppuis-
sance M. Nous définirons par I'induction transfinie une suite trans-
finie d’éléments {pg};., comme il suit. I ’ensemble L, étant de puis-
sance m et Pensemble S, étant de puissance <“m, on a B, — 8 0
Soit pt le premier terme de la suite (1) qui appartient lb. EI:-S

Soit maintenant  un nombre ordinal tompris entre 1 et a ;t
supposons que nous avons déjh défini tous les éléments pfy on §<n:
smt_T,‘; leur ensemble: c'est done un ensemble de puissance <7<
<_a<m et on a (E, étant de puissance m) E, —(S,+ 7,) 3= 0.
Soit p2 le premier terme de la suite (1) qui s,ppz.rtient 4 l’en’gemble
E’] - (Su + T, ,7)-

Nous définirons H, comme I'ensemble de tous les points pg, od
§ < a: ce sera done un ensemble de p'ﬁissance << @, done de i:uis-
sance < m (puisque & < ).

‘ Les ensembles H; (£ < ) sont ainsi définis par l'induction trans-
finie, et on voit sans peine quils sont des sous-emsembles disjoints
de E, chacun de puissance < m.

Soit maintenant F une famille quelconque de puissance m d’en-
sembles de la suite transfinie {Hg}ecp- 11 résulte donc de la pro-
priété du nombre ¢ qu'il existe pour tout nombre ordinal n<lg
un nombre ordinal a, tel que u <a < ¢ et H eF Daprés a>u
et d’aprés la définition de V'ensemble H,, on a p%¢H,. Or, d’aprés
la définition de I'élément p%, on a piek,. On a do;c E ,H 0
done, 8 désignant la somme de tous les e;sembles de la f;mﬁle F,
E,540.

Or, g pouvant &tre un nombre ordinal queleonque < @, cela
prouve que l'ensemble S a au moins un élément commun avec
tout ensemble de la suite (2), done avee tout ensemble de la fa-
mille @.

Notre théoréme est ainsi démontré.

Remarque. 1l est & remarquer que dans I'énoncé de notre thé-
oréme le mot ,contient“ peut étre remplacé par les mots est une
somme de“.

En effet, soient {Hy}, , les sous-ensembles de Z qui satisfont

aux conditions de notre théoréme. L’ensemble R =—FE — J H; est
[39'
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évidemment de puissance < E=m et il existe une suite bien
ordonnée {g:}ec, du type ¥, od 0SY< @, formée de tous les
éléments de l'ensemble R. Posons M,= H; - (gg) pour £ et
My=H; pour p <E< @ (si ¥ <o) les' ensembles M (§ < ¢)
. gont évidemment des sous-ensembles digjoints de_a E de puissance
<m, tels que la somme de toute infinité de puissance m d'entre
eux a au moins un élément commun avec tout ensemble de la fa-
mille @ et, comme on voit sans peine, on a K= 2 M.

334
Soit maintenant £ lintervalle J = (02 <C1), m==2% et
soit @ la famille de tous les ensembles parfaits contenus dans J.
Qette dernidre 6tant de puissance 2%, il résulte tout de suite de
notre théordme et de notre Remarque ce

Corollaire, Il existe une décomposition de lintervalle J=
=[0<<o<<1] en 2% ensembles digjoints de puissance < 2% et t'els
que la somme de toute infinité de puissance 2% d'entre eux a au moins
un point commun avec tout ensemble parfait contenu dans J.

De notre corollaire on déduit facilement ce

Théoréme LI Lhypothise du continu (2% =) équivaut & la
proposition (P) suivante: ‘

(P). Lintervalle J = [0 < o< 1] est une somme d'enserfzbles dé-
nombrables disjoints et tels que la somme ‘de toute infinité indénom-
brable dentre eur @ au moins un point commun avec tout ensemble
parfait contenu dans J.

En effet, d’'une part, la proposition (P) est une conséquence
facile de notre corollaire et de 'hypothése, que 2% =1x,. '

D'autre part, admettons la proposition (P). Il en résulte qu'il
existe dans V'intervalle J &, ensembles dénombrables disjoints, dont
la somme — qui est évidlemment de puissance X, — a au moins
un point commun avec tout ensemble parfait contenu dans J, et par
suite est de puissance 2% (puisque J contient 2% ensembles parfaits
disjoints). On a donc R, = 2%, : - -

M. 8. Ruziewicz a posé récemment le probléme suivant.

L'intervalle J=[0 << # < 1] étant décomposé en une famille #’
d'ensembles disjoints de mesure nulle, existe-t-il toujours une partie
F, de la famille F' telle que la somme de tous les ensembles de
la famille ¥, soit un ensemble mesurable de mesure positive donnée
quelcongue <17 -
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‘Il résulte tout de suite de notre théoréme II que, 8 %=y, ,
la réponse au probléme de M. Ruziewicz est négative 1),

C'est le probléme de M. Ruziewicz qui m’a conduit au thé-
oréme L

En admettant que 2%=g, jai démontré qu'il existe une dé-
composition de tout ensemble M de puissance 2% en une classe de
puissance 22% d'ensembles non dénombrables, ayant deux 2 denx
un ensemble au plus dénombrable d’éléments communs . Du thé-
oréme II et de cette proposition (appliquée & l'ensemble M formé
d’ensembles dénombrables disjoints satisfaisant aux conditions de la
proposition (P)) on déduit facilement ce

Théoréme ITIL. Si 2%=wy,, il existe une décomposition de
Vintervalle J=[0 o< 1] en 22% ensembles ayant dewr & deux un
ensemble aw plus dénombrable de points communs et ayant chacun au
moins un point commun avec tout ensemble parfait contenu dans J.

Tout ensemble (C J qui a au moins un point commun avee tout
ensemble parfait contenu dans J est, comme on voit sans peine, de
mesure extérieure =1 et de deuxidme catégorie sur tout ensemble
parfait. Il résulte donc tout de suite du théoréme III le théoréme
que j'ai démontré dans le t. XIII de ce journal, p. 195.

!) Cf. ma Note dans Mathematica, Vol. X. Dans une Note ultéricure qui
paraitra dans ce volume jo donnerai une solution du probléme de M. Rusiewics
sans utiliser I'hypothése que Pho==N,. (Voir p. 43).

') Monatshefte f. Math. u. Phys. XXXV (1928), p. 241; v. aussi A. Tarski,
Fund. Math. t. XII, p. 199 (Cor. 20 pour & =0).
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