Sur le produit combinatoire de deux ensembles
jouissant de la propriété C.
(Solution d'un probléme de M. Szpilrajn).

Par
W. Sierpiniski (Varsovie).

On dit quun ensemble Z situé dans un espace métrique jouit
de la propriété C, o'l existe pour toute suite infinie de nombres
positifs a,, a;, ag,... une décomposition de I'ensemble B, E=E, }-
+ B+ Ey+..., ob 8(E)<a, O(E, désignant le diamétre de
ensemble E,; 1). '

M. E. Szpilrajn a posé récemment le probléme suivant:

Un produit combinatoire de devx ensembles linéaires jouissant de
la propriété C, est-il nécessairement un ensemble (plan) jouissant de
la propriété CP

Le but de cette Note est de démontrer que s 2% =1y, la ré-
ponse aw probléme de M. Szpilrajn est négative.

Lemme 1. K dant un ensemble lindaire de 1° catégorie et a
un nombre réel donmé, il existe toujours deuw nombres réels x ot Y
Wappartenant pas & K et tels que x — y =a.

Démonstration. Soit K, la translation de Pensemble K (le
long de la droite) de longueur a. L’ensemble K étant de 1% caté-
gorie, les ensembles K, et K - K, le sont évidemment aussi. Il
existe done un nombre réel # qui n’appartient pas & K- K,. Posons
y=x—a. Sl éfait y ¢ K, on aurait évidemment z = y+ae K,
contrairement & la définition du nombre z. On a done y nmon e K,
znoneK et 1 —y=a, ot le lemme I est démontré.

9) Cf. Fund. Math. t, XI, p. 804; t. XV, p. 126; cf. aussi mon livre Hypo-
thése du continu (Monografje Matematyezne t. IV), Warszawa 1984, p. 87 ainsi
que la Note de M. A. Besikovitch, deta Mathematica t. 62, p. 290,
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L étant un ensemble linéaire donnd, désignons par E(E) l'en-
semble de tous les nombres z —y, ot z¢ E et ye kL

Appelons ensemble de Lusin tout ensemble linéaire qui ne contient
aucun sous-engemble indénombrable non dense 1),

Lemme II. Si 2% =y, il existe un ensemble de Lusin E,
tel que R(E) est lensemble de tous les nombres réels.

Démonstration Admettons que 2%=y,. Il existe donc une
suite transfinie du type Q

1) T1y Ty, Tgyeoos By Boinyenny Tgyoo (§<Q)
formée de tous les nombres réels, et une suite transfinie du type Q
@ Py, Py, By, Py Popayen, Py (E<Q)

formée de tous les ensembles linéaires parfaits non denses.
Nous définirons pour tout mombre ordinal & <{ 2 un couple de

nombres réels p, et g, comme il suit,

Posons p; =2, et ¢; = 0. Soit maintenant ¢ un nombre ordinal
donné queleconque >1 et < Q.
L’ensemble S, =3 P, étant de 1™ catégorie (puisque a << ),
£<a

il existe, d'aprés le lemme I, deux nombres réels p, et g, n'appar-
tenant pas & S, et tels que p,— ¢, = =,.

Soit K I'ensemble fermé de tous les nombres p, et g,, ot a<<Q.
Il résulte tout de suite de la définition des nombres p, et g, que
Pomon e Pg et g, non e Py pour §<Ca: tout ensemble Py, o §<Q
a donc un ensemble au plus dénombrable de points communs avec
I'ensemble Z. La suite transfinie (2) étant formée de tous les en-
sembles linéaires parfaits non denses, il en résulte que Z est un
ensemble de Lusin,

Or, la suite (1) étant formé de tous les nombres réels, et la
formule p,— g, = x, ayant lieu pour tout mombre ordinal a <2,
Vensemble R (E) contient tout nombre réel.

Le lemme II est ainsi démontré.

Soit maintenant E un ensemble satisfaisant aux conditions dua
lemme II et soit H son carré combinatoire, ¢'est-i-dire I'ensemble
de tous les points (z, y) du plan, tels que x ¢ Z et y¢ B.

1) Cf. Fund. Math. t. XI, p. 302 aingi que mon livre Hypothdse du continu,
p. 837.
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Comme j'ai démontré 1), tout’ ensemble de Lusin jouit de la
propriété C. Or, je dis que I'ensemble (plan) H ne jouit pas de la
propriété C.

Admettons, en effet, que I'ensemble (plan) H jouit de la pro-
priété C.

Comme on voit sans peine, la projection (sur une droite) d’un
ensemble plan jouissant de la propriété C jouit également de cette
propriété (puisque le diamétre de la projection d’'un ensemble ne
dépasse pas le diamétre de cet ensemble lui-méme). Soit @ la pro-
jection de l'ensemble H sur la droite y = — x: 'ensemble @ jouit
done de la propriété C.

Or, soit  un nombre réel donné quelconque,

D'aprés la propriété de l'ensemble Z, on a a}2¢R(E) ot il
existe deux nombres x, et y, de E, tels que a|2 ==z, —y,. Le
point (%, y,) du plan appartient & H (puisque , ¢ X et y, e E): sa
projection s sur la droite y = — & appartient donc & Q. Or, I'ab-
Zo Yo
V2 a2
Le nombre réel a pouvant étre quelconque, il en résulte que Ien-
semble @ cotncide avec la droite y = — 2. Or, cest impossible,
Pensemble Q jouissant de la propriété C.

L'hypothése que l'ensemble H jouit de la propriété C implique
donc une contradietion.

L’ensemble H ne jouit donc pas de la propriété C, et notre
assertion est démontrée.

scisse du point s sur la droite y=-—2 est évidemment

') Fund. Math, t. XI, p. 802. Cf. aussi mon livre cité, p. 39.
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Sur un continu acyclique qui se laisse transformer
topologiquement en lui méme sans points
invariants,

Par
Karol Borsuk (Varsovie).

D'aprés le théoréme de M. L. E. J. Brouwer ), qui devint clas-
sique, la sphére euclidienne n-dimensionnelle contient un point in-
variant par rapport & toute transformation continue en son sous-
ensemble, Il résulte d’une formule bien générale, due & M. S. Lef-
schetz?), que la thése du théoréme de M. Brouwer reste valable
pour les ensembles bien plus généraux que les sphéres euclidiennes,
notamment pour tous les espaces métriques compacts qui sont lo-
calement connexes au sens de M. Alexander? et dont les
nombres de Betti sont égaux & ceux des sphéres euclidiennes. La
question s'impose, si cette derniére propriété toute seule'ne constitue
une condition suffisante pour lexistence de tels points invariants
dans les espaces métriques compacts arbitraires. En particulier, il pour-
rait paraitre probable que I'existence des points invariants dans le cas
des sphéres est uniquement une conséquence de leurs propriétés d’ho-
mologie; autrement dit, que la thése du théoréme de M. Brouwer
resterait vraie pour tous les continus dont les propriétés d’homologie
sont celles des sphéres euclidiennes, c¢. & d. pour les continus
acycliques 4). '

1) L. E, J. Brouwer, Math, Ann. 71 (1912), p, 115. Cf. aussi Knaster,

Kuratowski et Mazurkiewicz, Fund. Math, 14 (1929), p. 132.
» %) 8. Lefschetz, Topology, New York 1930, p. 359,

%) Quant i la définition de la connexitd locale an sens de M. Alexander,"
voir p, ex, 8. Lefachetz, 1 c. p. 9091,

4) C. 4 4. pour les ,in allen positiven Dimensionen azyklischen Mengen“ au
sens' de ma note de Fund. Math, 21 (1933), p. 95.
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