Eine Bemerkung iiber Erzeugende in' kompakten
Gruppen.

Von

J. Schreier (Lwéw).

In einer in diesen Fundamenta erschienenen Note 1), wurde von
Herrn Ulam und mir bewiesen, daf es in jeder kompakten und
zusammenhéngenden melrischen Gruppe G zwei Elemente gibt, die
eine in (G dichte Untergruppe erzeugen.

Auflerdem wurde dort gezeigt, dafl die Menge der Paare p,q(C@,
die diese Higenschaft besitzen, im Raume aller Paare, d. h. im kar
tesischen Produkt G% eine Menge von zweiter Baire'schen Kategorie
bildet, wihrend ihre Komplementirmenge voo erster Kategorie ist.

Da G* selbst eine kompakte, metrische Gruppe ist, kann in G*
gemif den Resultaten von A. Haar?) ein MaB eingefihrt werden,
welches nach J. v. Neumann$) eindeutig wird, wenn man das
Maf von ganz G2 auf 1 normiert.

Es soll hier gezeigt werden, daB die Menge des Paare p, g die
eine in & dichte Untergruppe erzeugen, in G2 das Haarsche Maf
 Eins besitat (da diese Menge ein Gy ist, so werden wir in dieser
Weise auf kiirzerem Wege das Resultat der unter !) zitierten Note
in verschirfter Form wiedererhalten),

Nach J. v. Neumann¢) kann G als Gruppe G unendlicher
Matrizen treu und stetig dargestellt werden. Die endlichen Ab-
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schnitte dieser Matrizen bilden lineare kompakte Faktorgruppen G*
von G,

Wenn A eine Teilmenge von &2 ist so bezeichnen wir mit 4%
die Menge derjenigen Paare x, y ¢ 9, deren n-te Abschnitte zu A4
gohorende Paare p, ¢ sind.

Q. sei die Menge derjenigen Paare p, g(C @™ die eine in G®
dichte Untergruppe erzeugen. Da & linear, zusammenhingend und
kompakt ist, folgt aus einem Satze von H. Auerbach?®), daB @,
eine die Bedingung

) (@) =1
erfillende G4-Menge ist, wenn @ das durch die Bedingung

2 (@™ =1 eindeutig festgelegte MaB in &™* bezeichnet.
Es sei

(@) Q =ﬁ@:.

Aus der v. Neumannschen Definition der Entfernung®) fir die
Matrizengrappe @ folgt sofort, daB ein Paar 2,y e Q eine in G
dichte Untergruppe erzeugt. Wir haben also zu zeigen, daB

3) . p(@)=1

ist, wenn g das durch die Bedingung 2 (@*R) =1 eindeutig be-
stimmte MaB in @ hezeichnet.
Es ist aber

4) p(QF) = 1" (Q),

denn die Funktion f(4)=p(4¥) [A C ®"?], wie man leicht bestatigt,
alle Postulate eines Haarschen MaBes in & nebst f(G"™) =1
erfillt, muB also mit p® tbereinstimmen. Aus (2), (4) und (1) folgt
aber (8), w. z. b. w.

Man kann nun den Satz so fassen:

In einer metrischen, zusammenhingenden und kompakten Gruppe
erzeugt fast jedes Elementenpuar eine dberalldichte Untergruppe.
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