39 W. Sierpinski.

En modifiant un peu la démonstration du théoréme de Novikoff-
-Liapounoff donnée par M. Novikoff?) ou bien celle donnée
par M. Liapounoff?), nous obtenins ce

Théovéme IL: Si S{li} u,..,u, 5t une suite infinie d{, .syé;t(?{nc.s
déterminants (donnés quelconques) satisfaisant & la condition O ef

tels que 1N (8%) =0, il existe une suite infinde d’ensembles P’ e B(S")
L]

, : . 2
(i=1,2,38,..), tels que N(S")C P pour i==1,2,3,... et que 1{'11 Pi=0,

1) C, R de. Se. URSS t. IU (1984), p. 14b6--148.
N 1 e, t 1L p. 276—280.
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Les groupes de Betti d’un complexe infini.

Par
Eduard Cgch (Brno).

1. Soit un complexe infini K. Pour n=0,1,2,..., désignons
par of (i=1,2, 3,...) les n-simplexes de XK, ces simplexes é&tant
orientés d’'une maniére quelconque, mais fixe.

Soit & un groupe abélien donné. La loi de composition dans
(et dans tous les autres groupes envisagés dans cette Note, qui sont
tous abéliens) sera eonsidérée comme addition. Appelons (n, ®)-chatne
chaque forme linéaire

(1) cr =29:~ ot gie®

n'ayant qu'un nombre fini de coefficients g: différents de zéro .
En posant

2'9.- o} —{—2 gi 0F = 2' (9: 4 g1) o2,
I3 f4 i

les (n, ®)-chaines constituent un groupe abélien qui soit désigné
par C~

La lettre & désigne le groupe abélien additif de tous les nombres
entiers rationnels. Posons o) = O~ §i 0" = Za,07 est une

i
(n, €)-chaine et si ge @, alors 3 @ g-0; est une (1, §)-chaine dé-
Z
signée par g 0"
La frountitre F C° d'une (0, ®)-chatne est égale & zéro. Pour
n>0, la frontidre Fof du n-simplexe of est une (n— 1, @)-chaine

Fopf = S NG 077
£

!) En général, chaque somme considérée dans cette Note n'a qu'un nombre
fini de termes différents de zéro.

Fundamenta Mathematicas, T. XXV, 3
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: . n Lt ) -4 v
Il est inutile de rappeler ici la forme plécm? des entiers .17,,”‘
seulement, nons ferons usage du fait econnu que l'on a pour u =2
! ,
¥ » o oo
@) M=o Gh=1,28..)

3

Pour #>0, la frontitre FC" de la (n, §)-chaine (1) est la
(n — 1, ¢)-chaine

LV Y3
F(J":z g~ ol
i

En vertu de (2) on a pour 2322 et pour chaque (1, ®)-chuine (*
(3) FF =0,

ce qui est évident pour n==1, ‘ '

La (n, @)-chaine C* w#appelle un (n, 65)—«3/(![(:f i ﬁ’(x"’w:-().’ Lew
(n, )-cyeles constituent un sous-groupe € qui seru dénigné par
[ (®). Pour chaque ("¢ C* (), FC™ ext un (i, &)-cycle o
vertu de (3). Les (n, @)-eycles ayaut la forme ZC* wont dits
homologues & zéro (~ 0); ils eonstituent un sous-groupe du Egruupe
(@) qui sera désigné par H"(#). Le groupe-quotient (IFaktor-

rappe
Eeree) (& H"(®)

sera désigné par B (); cest le n™™ groupe de Belti relutif au
domaine de coefficients . Posons

(@)= H*6)= H", B') = B"

B* est le w* groype de Belti ordinaire. Los éléments B* de B* dont
Pordre est fini, c’est-h-dire ceux pour lesquels il existe un ce® tel que
¢>U, ¢B*=0, constituent un sous-groupe du groupe I3*, appelé le
1" groupe de torsion; il sera désigné par 7™ On sait que .Tom-();
posons aussi '"'==0. Si la dimension m du complexe K est finie,
on a B"=0 pour n>m et T"=0 pour n=1m.

Si les groupes abéliens @, et &, sont isomorphes, les groupes
B*(®,) et B*(®,) le sont aussi, En particulier, si ¢ est un groupe
cyclique d'ordre infini, le groupe J3*(®) est isomorphe & B". Si
le groupe abélien & est somme directe de deux sous-groupes @,
et &, alors le groupe B"(@) est isomorphe & la somme directe
des deux groupes B*((,) et B*((,).
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2. M. Alexander a considéré ) le cas ol (1) le complere K
est fini, (2) & est un groupe eyclique d'ordre fini. Il a montré que,
dans ces hypothéses, la structure ®) du groupe B*(®) est complétement
déterminée par celles des trois groupes @, B et T, 11 est facile
d’éliminer I'hypothése (2) du raisonnement de M. Alexander. Or,
I'hypothése (1) y est appliquée tout-a-fait essentiellement en faisant
usage de la réduction d’mne matrice & coefficients entiers & une
forme canonique. Néanmoins, je vais montrer que le résultat de
M. Alexander est compldtement général, toutes les deux hypo-
théses (1) et (2) y étant superflues,

Commengons par une définition. Si I'” sont des (n, Gj}—cycles

i

(en nombre fini) et si g,e @, alors Jg, I'* est un (n, &)-cycle.
Z
Appelons pur chaque (1, &)-cycle de la forme

20Tt ge®, Irel

Les (n, ®)-cycles purs constituent un groupe abélien qui sera désigné
par [7(®). Evidemment

(@) D IHG) D H ).
Le groupe-quotient
[T()/ H " (%)

sera désigné par BI(®) et appelé le 1™ groupe de Betti pur, rvelatif
au domaine de coefficients .

Ceci étant, je démontre dans cette Note les trois théorémes
suivants:

Théoréme I. 1l existe un sous groupe B () du groupe B((§) —
appellons-le le #*™ groupe de Betti compléimentaire relatif au domaine
de coefficients & — tel que le groupe B*(®) est la somme directe
des deur sous-groupes B (®) et Bp(®). Le groupe B;(®) n’est pas
univoquement déterminé, mais sa structure est déterminée sans
ambiguité, B3(®) étant isomorphe au groupe quotient

BY®)/BH(G).

Y) Combinatorial Analysis Situs, Trans. Amer, Math, 28, 301—329 (1926).
Cf. aussi A, W. Tucker, Modular homology characters, Proc. Nat. Acad. Se. 18,
467—471 (1932).

?) Deux groupes wmi la méme structure s%ils sont isomorphes.

S
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Réciproquement, la structure de B*(®) est complétoment déterminée
par celle des deux groupes Bi(®§) ot I3y (65).

Théoréme IL. La structure du groupe B8 est conepldtement
déterminde par celle des dewr groupes & et B". Plus précisément :
Supposom gm) le groupe B* soit donné pur les éléments géndrateurs o
(i=1,92,8,..., dvent. ad inf.) et par les relations définissantes
za,.kai_o (Ic__l,2, 3,..., dvent. ad inf)Y) ok uye® ct, pour
: + . .
chaque k, il w'y a quun nombre fini devalewrs de i telles que ay=0.
On obtient un groupe X isomorphe au groupe B{(&) de la manitre
suivante. Attachons & chague © we symbole w,. Les éléments de X
sont les symboles X g, wayant quun nombre fini de coefficients g,e &

) .
différents de zéro. L'addition dans X cst définie par

2 [ +2 g == Ot+ K

et il y a des relaz‘zons de/uuamnta&

2‘:1,,,9-@,::0 pour ge® (k==1,23..).
i
Théoréme IIl. La structure du groupe I35&) est complotement
déterminée par celle des dewr groupes & ¢ T Plus précisément.
Supposons que le groupe T soit donné par les éléments géndrateurs B,
(i=1,2,8,.., dent. ud inf.) et par les relations définissantes E’b,,,ﬁ,-..()
(ir_l 2,3,..., évent. ad nf), o bye@® et, pour rhaguﬂ ky, il w'y
a quun nombre fini de valeurs de 4 telles que by==0. On obtiem un
groupe X isomorphe au groupe By(®) de lu maniére suivante. Attachons
& chaque k un symbole y,. Les éléments de ¥ sont les symboles 3 g, y,
k
wayant quun mombre fini de coefficients g,e® différents de zéro,
ces coefficients g, ne sont pas arbitraires, mais lids par les relations

251k9k=0
P

') Cela veut dire que les éléments -de B ont la forme 3 e;a;, ol coux des
f

(i=1,28..)

coefficients ¢;e § qui sont =0 sont en nombre fini, que Xeyoy - 3 ef oy ==
I !

=i2(ci+ ¢;) oz, enfin que ?cux;:() si ot seulement #'il existe dos entiers by en

nombre fini tels que ¢; = Z'b;, ay pour 4==1,2 3. Dany lo cay oft il n'y 8 aueune

relation définissante, on dxt que les dléments générateurs oy sont Mndwirement ine
dépendants.
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Laddition dans X est définie par

29&?&+29;?/k+2(9k+9;) Yr

et il y a des relations définissantes

2 g Yp="0 pour chaque ge®,

&

o ¢, sont des entiers (dont cewx qui somt F=0 sont en nombre fini)

tels que
d}‘b,,, =0 (i=1,2,3,.).

k
3. Les démonstrations sons fondées sur le

Lemme. Supposons que le groupe abélien & posséde un nombre
fini ou dénombrable de genérateurs linfuirement indépendants. Soit H
un sous-groupe de &. Alors § possede un systéme fini ou dénombrable
de générateurs lindairement indépendants

Démonstration. Soient g, (i=1,2,3,..., évent. ad inf) les
générateurs donnés linéairement indépendants du groupe &. Posons

M
by =2 A1y Gy

p=1

(alu € (s’;))

en choisissant 4, et ¢, de manidre que (1) by €, (2) 4, = minimum,
(3) @,,> 0, a;,,== minimum. Supposons que V'on, ait déja déterminé
les indices 2, <<4, <...<C4,, ainsi que les éléments Ry ooy By

de §. Alors posons
i1

by = 2 Ait1,0 Gy

v=1

(@41 € @),

en choisissant 4,; et a,, de manidre que (1) h,+1 €D, @) 4y, >4,
Aryy = minimum, (3) ayy, A1 > 0, @y, = minimum. En proeédant
de cette manlére, on obtient une suite finie ou dénombrable h,, 4y, Aq,.

Posons V(0)=10; si he® et b0, soit k= Fb,g,; lo plus haut
indice » tel que b >0 a la forme »=24,; posons V(k )—-z
Les k; sont linéairement indépendants. En effet, si h= 2‘ by, ce€
y,-l

et ¢;50, on a h——.E’b,,g,, et b, e € by =0 a,30, dot A=0.
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Chaque ¢lément & du groupe § a la forme 271 ety e @ Cost
o=
évident si V(h)==0. Soit V(h)==1¢> 0 et supposons que Pénoned

At
soit vrai pour chaque A" e tel que V(') <4 On a b= \’1/),, G
: A em

Déterminons les entiers ¢ et » de manidre que by ==ga,, -+,
A

0=r<<ay. On a h «-gh,-:)]lb;,gv, be€, 0 by,=r<ay,,
o

dolt by =0 daprés le choix de a,,. Done V(h—qh,)<i, dolt
h—glhy=23c,h, h=qh+2e, h,.
i I

4. Démonstration du théordme I. Pour n==0 on a évi-
demment B} (@) = BH), B(#)==10. Soit n>> 0. Les (- 1, §)-
chafnes 1.0}~ constituant évidemment un systéme fini ou dénom-
brable d'éléments générateurs lin, indépendants du groupe €#', il
résulte du lemme que le sous-groupe H"~' du groupe € possdde
un systéme fini ou dénombrable d’éléments générateurs hy, (k==1,2,3,...,
évent. ad inf.) lin. indépendants. Puisque h, e H™, il existe des
(n, @)-chaines Dj telles que #'Df=rh,. Les chaines D constituent
un systéme de générateurs d'un sous-groupe —- désignons-le par I —
du groupe C”".

Soit C"eC"; alors #C0"e¢ H"'. Done il existe des nombres
a,eC (en nombre fini) tels que F(J"—_-——kEa,,h,,, de manidre que

1’"::0"-*:'(;,‘]);;6["‘. Drautre part, soit I'™e/™, D"e D" I - Dr=0),

Il en résulte que FD*=F(I"* 4 D*)=0. Or on a D'= Ya, %)
k

d'ot %’q,, hy=FD"=0, done a,==0 et par suite D*=0 et I"™==0),

Done le groupe C" est somme directe de /™ et de )" On en dé-
duit sans peine que le groupe /() est somme directe du groupe
T3(®) et du groupe (@), ce dernier étant détini comme l'en-
semble de tous les (n, &)-cycles de la forme %’gk % i 6 ®. Il en

résulte aisément que le groupe B* (@) est somme directe du groupe
B (®) et dun groupe Bj(®) isomorphe au groupe /% ().

. b. Démonstration du théoréme II. Supposous que le groupe
soit donné par les générateurs @, (i==1, 2, 8,..., évent, ad inf) et par
les relations définissantes }2'(1,,, ;=0 (k==1,2,8,..., évent. ad inf.)

Autrement dit: (1) il existe des (n, &)-cycles I'? tels que pour chaque
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(n, €)-cyele I'" on ait une homologie de la forme I'*— b, 1'% ~ 0,
@) on a 38T ~0 si et seulement il existe des en;iers ¢ (en
nombre ﬁ[lli) tels que b= a,c,. Il en résulte que les éléments
du groupe [7(®) ont la form: g, 17, ‘g,e@i et que I'on a I g, I'r ~0
si et seulement s'il existe ées 9:¢ & (en nombre ﬁni) tels que

9i= 2 ay gp. Or ceci implique la validité du théoréme II,
y ]

6. Démonstration du théoréme III. Pour n =10 on a
B} (®)=0, T-1=0. Soit n>0. Supposons que le groupe 7"
soit donné par les générateurs 8, (i==1,2, 3,..., évent. ad inf) et
par les relations définissantes 20, 8, =0 (k=1,2,3,..., évent. ad

inf.). Le théoréme III déduit des générateurs B, et des relations
by ;=0 un groupe ¥ et affirme Pisomorphie des deux groupes
i

B} (@) et ¥. Nous allons d’abord prouver que la structure du
groupe ¥ est déterminée sans ambiguité par celle des groupes @&
<t Tu——-l‘

Supposons d’abord que l'on ait choisi pour les générateurs S,
le systéme de fous les éléments du groupe I, Quant aux relations
définissantes X b, 8;== 0, supposons les choisies d'une maniére quel-

conque (mais fixe). Sil'on ajoute aux relations Jb,8, =0 toutes les
i

autres relations qui existent entre les §,, le groupe X doit &tre

remplacé par un nouveau groupe ¥'. Les éléments de X étaient

de la forme Fg,y,, les g, e® ébtant tels que kZ'bﬂ,g,,=0 pour
Pk

4=1,2,8,...; on avait aussi les relations définissantes J¢;g-y,=0
k
{ge®), ou les ¢, étaient des entiers tels que J by ;=0 pour i=1,2, 3,....
PR
Les Ib,B,=0 constituant un systéme de relations définissantes

pour les générateurs §; du groupe 7™, les autres relations qui
existent entre les §; ont la forme Jw, b, 8, =0, v, eE (pour une
ik

valeur donnée de %, les v,,==0 sont en nombre fini). Le éléments
de ¥ ont la forme Fg,y,+ Zgry: =0, les g, e @ et les g, ®
' k 3

étant tels que 3 by (gs -+ 2 04 i) = 0; on a aussi les relations.dé-
k I3
finissantes e, g- g+ Zeig-yp=0 (ge @), olt les entiers ¢, et ¢,
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sont tels que X by (e~ 3 vpees) =0 pour i==1,2,8,.... En posant
k ]

P (2% Ye +21 I ?/;,) =27 (VW +2‘ Ve {//',) Yuy
k I3 ] 1] ’

on reconnait sans peine que ¢ est une corsespondance biunivoque
et isomorphe entre les deux groupes ¥’ et Y.
Supposons maintenant que les générateurs B, et les relations
définissantes Zb,06,=0 du groupe 7" soient choisies arbitrairement.
12

Pour achever la démonstration du fait que la structure du groupe }”

ne dépend que de celle de & et de 7™, il suffit de prouver que,

si Pon ajoute aux générateurs 8, tous les autres dléments B =Zu,p,
i

du groupe 1™, en ajoutant simultanément aux %’b,,,ﬂ,:m 0 les nou-
velles relations §; ——«%’ uyfB,==0,le groupe ¥’ correspondant est iden-
tique 4 ¥. Les éléments du groupe I ont la forme g+ gy,
les gre® ot les gje® étant tels que %’b,,,gkmujé?u;gjm(), }/I,'m();
on a aussi les relations définissantes ‘;)Jo,‘g- vt 7‘]0}9 cyr=0 (ge®),
les entiers ¢, et ¢; étant tels que .ka,k ¢ —%’u,,c}::-— 0, ¢==0. Done
les éléments de ¥’ sont simplement Sg,y,, les g,¢® 6tant tels que
:‘J b9 =0, et les relations déﬁnissaxftes sont Jeg.y,=0 (ge¢ @),
les entiers ¢, étan’c tels que %76,,‘ ¢, =10, Les gl;'oupes ¥’ et Y sont

par conséquent identiques l'un A lautre.

Ceci étant, il suffit de prouver la validité du théoréme III en
choisissant d’une manidre convenable les générateurs et les relations
définissantes du groupe 72—,

Comme les (n — 1, @)-chaines 1 -0/~ constituent un systéme
fini ou dénombrable de générateurs lin. indépendants du groupe 2,
il résulte du lemme qu'il existe une suite finie ou infinie de
générateurs C/~* lin. indépendants du groupe L~ (T €™, constitué
par tous les (n — 1, G)-cycles dont un certain maultiple est homologue

& zéro. Llindice k. parcourant les mémes valeurs que lindice i

(1,2,8,..., évent. ad inf), il existe pour chaque % des entiors i,
tels que (1) b,=0 pour >k () bu>0, (8) I, -1~ 0.
r

Choisissons les entiers by de maniére que la valeur de b 80it minima,
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et posons h,== b, C/~ de manidre que h,e H™ Or les h, ont été
i

déduits des Cf~' précisément de la méme manidre que les 7, des g,
dans la démonstration du lemme: il suffit d’y remplacer les deux
groupes & et § respectivement par L' et par H™'1), Il en ré-
sulte que les %, constituent un systéme de générateurs lindairement
indépendants du groupe H™,
Comme
et — Ln—]/Hn—-l’

aux Cf'~! correspondent des générateurs 3, du groupe 7™, les relations
définissantes étant 3b, 0, — 0. Les éléments du groupe X ont la
forme g, y,, les g:e@j étant tels que b, g9, =0 pour chaque .
On n’a kZ’g,,m: 0 que si tous les g, sont k= 0; en effet, les relations
déﬁnisss;nres du groupe ¥ sont .kE’c,,g- =0 (g e®), les entiers ¢,

étant tels que (1) ¢,=0 & partir d'une certaine valeur de %,
(2) ?bik ¢==0 pour chaque i; puisque b, = 0 pour i>> % et by, > 0,
les conditions (1) et (2) entrainent que ¢,=0 pour chaque %.
D’autre part, d’aprés la démonstration du théordme 1, le groupe
B3 (®) est isomorphe au groupe [7(®), constitué pas tous les (n, &)-
cycles de la forme .kE'g,,D;;, les D2 e € étant choisis de maniére

que FDg = h,. Les k, étant lin. indépendants, les D7 le sont aussi;
il en résulte sans peine que l'on ne peut avoir %_q,, D=0 que si
=gy =..=0. Or, on a ﬁ’%’ngZ=kEgkhk:;§‘bi,,gk O, Les Ot
etant lin. indépendants, il en résulte que g, D7 est un (n, ®)-cycle
si et seulement si %’bﬁ 9: =0 pour ehaqueki. Done les deux groupes

[7(®) et ¥ sont isomorphes. Les deux groupes Bi(®) et rH®)
étant aussi isomorphes, le théordme III est démontré.

7. Remarques. I. Supposons que le groupe B* posséde un systéme
fini de générateurs (ce qui a lieu en particulier si le complexe K
est fini). Pour pwe@ >0 désignons par G(u) le sous-groupe
de ® constitué par tous les éléments de la forme ug (7¢@®). On
sait que le groupe B* posséde un nombre fini de générateurs a

1) Dans le cas présent, on a évidemment A;==1 dans la démonstration citée,
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(1 <i=m) tels que les relations définissantes aient la forme
woy=0 (1 < 4= m), ol weC, wzz0. On déduit aisément du théo-
réme II que le groupe BF(($) est somme directo de m groupes X,
(1=i=m), ob (1) si g==0, le groupe X, est isomorphe & (4,
(2) si ;> 0, le groupe X, est isomorphe d /& u,).

II. Supposons que le groupe 7' posséde un nombre /imi de
générateurs (ce qui a lieu en particulier si le ecomplexe K est fini),
Pour ue@, p>0 désignons par ${u] le sous-groupe de & constitué
par tous les éléments ge® tels que pg==0. On sait que le groupe 7™
posséde un nombre fini de générateurs §;, (1 =i <zm) tels que les
relations définissantes aient la forme pw, 8, ==0 (1 =5i5m) ol g6 @,
#:>0. On déduit aisément du théorumca I que lo groupe 13%(($)
est somme directe de w groupes Y, (1<% izsm), le groupe ¥,
étant isomorphe b &|p,)

IIL. Supposons que le groupe & jowisse de la propridlé suivante:
ge® et we®, p>0 Hant choisis arbitrairement, il existe tougours
un g'e® tel que g=yg'. Alors lu structure du groupe I3 () est
complétement déterminée par celles des dewr growpes & et BT,
Plus précisément, le groupe & ayant la propridté énoncde, le groupe
Bi(®) est isomorphe au groupe X* qui soblient du groupe B*/T" de
la méme manidre que le groupe X a dté obtenu du groupe I3 au
théoréme 11,

Le plus important exemple d’un groupe (5 jouissant de la
propriété envisagée est le groupe additif de nombres réels réduits
mod. 1, jouant un role important dans les derniers travaux de
M. Pontrjagin.

Démonstration. On voit sans peine que lon peut choisir un
systéme de générateurs et de relations définissantes du groupe 13" de
la maniére suivante: (1) les générateurs sont e, (i==1,2, 8,..., évent.
ad inf)) et a;(j=1,2,3,.., évent. ad inf.), (2) les relatlonﬂ définissuntes
sunt Sa!kat—Q—Eaj,‘aj-—O (k=1,2,3,., évent. ad inf.) et Euﬂ,a,m«()

(lindice % parc()urant les mémes valeurs que lindice 2] (:3) les a;
constituent un systéme de générateurs du groupe 7' ot les 3 2ty 0= 0
J

constituent les relations définissantes du groupe 7', (4) uy =0
pour j>>h, uy, > 0. Evidemment, il existe un systdbme de géndra-
teurs &' du groupe B/T" tel que les relations définissantes sont
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Ea,,, of = 0. Les éléments du groupe X sont Eg,x, + 3 _,qj 7
(g;e@ g;6®) et les relations définissantes sont S'a,kg 2 + S’ajkg a:,-—O
ZM,,,(; #;==0 (ge@®). Les éléments du groupe "X+ sont 2’9,.2:, (9:¢®)
et les relations définissantes sont 2’0,,,57 cxf =0 ( ge@)

Considérons les éléments X' de X ayuant la forme particuliére
X' =3g;x; (97¢®). Posons f(X')==0 si tous les g; sont égaux
a zérogj dans le cas contraire, soit f{X’) égal au plus grand indice j
tel que g;=+0. Nous allons prouver que X’ =0. (Vest évident pour
J(X') = 0; supposons le vrai pour f(X')<m et considérons un &lé-
ment X' =3 g/ z; tel que f(X')=m. Comme u,, >0, il existe un
élément ge® tel que g, =1u,,g9. Or on a Ju,g.2;=0, dou
X =X'"=Z3g r;— Ju, g-. Puisque u,, gjr- Gny Uim =0 pour
J>m, f(X’)J= m, on a FX <m, dott X' =X"=0.

Ceci étant, posons ‘
o (Y nat o)=Y nar
i i

On vérifie sans peine que ¢ est une correspondance biunivogue
et isomorphe entre les deux groupes X et X* Orle groupe X est
isomorphe au groupe B%(®) en vertu du thévréme IL

IV. Le groupe abilien & dtant arbitraire, désignons par  le sous-
groupe constitué par tous les éléments de & dont ordre est fini. Alors
le groupe B%(®) est isomorphe au groupe BL(D).

En particulier, si tous les éiéments de & ont I'ordre infini (p. ex.
si @ est un sous-groupe du groupe additif de tous les nombres
complexes), on a BE(E)= 0.

Démonstration. On peut supposer (voir la démonstration du
théoreme I1I, p. 40) que le groupe 7'~ soit donné par les générateurs 8
(i=1,238...., évent. ad inf) tels que les relations définissantes
aient la forme X b, 8,=0 (Iindice ¥ parcourant les mémes valeurs

que lindice i),lotl by >0, bp=0 pour 2>k Nous avons vu

que le groupe B3 (®) est isomorphe au groupe ¥ constitué par tous

les formes linéaires 3 g, y, dont les coefficients g, ¢ & sont tels que
k

{%) 2 big g = 0;

k


GUEST


44 E. Cech.

on v'a g,y,=0 que s g,=0 pour chaque £ On doit senlement
k

prouver que g,e§, c'est-d-dire que I'ordre de chaque g, est fini,
Or ceci résulte sans peine par recurrence des équations (4), en
tenant compte des conditions hy, >0, by, =0 pour i> k.

V. Soit me®, m>0. Supposons que le groupe & soit tel que
mg=0 pour chaque ge . Alors lu structure du groupe B () est
complétement déterminée por celle des trois groupes &, B@,) et
B*H(G,), oiv €, disigne le groupe additif des nombres entiors réduits
mod. m. En effet, si le groupe @& jouit de la propriété énoncée, on
voit sans peine que les théordmes I, II et IIT restent vrais (avee lu
démonstration essentiellement la méme) en remplagant & par @, 1),

1) On doit remplacer (§ par (§

3

aussi dans Ja définition du groupo [{'l‘ (Gj).

icm

Zum Diagonalverfahren Cantors.
Von

A. Fraenkel (Jerusalem).

Wenn das erste und einzige mathematische Journal, das ganz
der Mengenlehre und ihren Anwendungen gewidmet ist und auf
dessen bisherige Greschichte die Mathematiker Polens mis berechtigtem
Stolze blicken kénnen, nach kurzer Zeit das Jubiltum des 25. Bandes
feiert, so ist das vielleicht ein passender Anla$f, neben neuen For-
schungen auch eine allgemeine und prinzipjelle Betrachtung vorzu-
legen. Besonders wenn das bebandelte Problem dasjenige ist, das
von den meisten Mengentheoretikern und von fast allen Gegnern
der Mengenlehre als der springende Punkt beim Aufbau der Mengen-
lehre und der Begriindung des Aktual-Unendlichen betrachtet wird:
das Diagonalverfahren, wie es Cantor zum Beweis der Unglei-
chang 2">>m (Méchtigkeit der Potenzmenge), speziell also der
Nichtabzghlbarkeit des Kontinuums verwendet hat 1).

Gegen das Diagonalverfahren sind in den letzten Jahren eine
Reihe von Angriffen gemacht worden, die es als bedeutungslos
oder unbegriindet hinstellen und damit (ich glaube: mit richtiger
Konsequenz) die Mengenlehre in ihren Grundfesten erschiittert
erkliren. Unter den Angreifern befinden sich solche, tiber die man
nicht wohl schweigend zur Tagesordnung ibergehen kann, wie
z. B. der auch erkenntnistheoretisch mit Erfolg hervorgetretene

1) Es gentigt auf Cantors Arbeit Uber cine elementare Frage der Manniy-
faltigheitsichre (Jahresb, Deutschen Math. Ver. 1 [1892], 76—78; Gesammelte
Abhandlungen [Berlin 1932], 278—270) zu verweisen und von seiner Arbeit von
1874 abzusehen, ebenso von den spiteren Anwendungen des Diagonalverfahrens,
besonders durch die Herren Zermelo und Sierpinski.
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