Uber die Zusammensetzung Bairescher Funktionen.

Von
Hans Fried (Wien).

Ieh beschréinke mich auf reelle Funktionen, die in (—oo <@ < 4-o0)
definiert sind. '

Unter C verstehe ich die Menge aller stetigen Funktionen.
Ich setze By=C und erhalte die Bairesche Klassifikation, indem
ich unter B. (0<a<{) die Menge aller Funktionen verstehe, die
sich in der Form f(z)=lim{.(x) darstellen lassen, wobei fneBq, (@n<a).

Es ist also fir ¢'<e By(CB..
Ich setze @,=C und verstehe unter @, (0<a<Q) die Menge
aller Funktionen f(z), die sich in der Form f(w)=lmf,f,... .(2)

darstellen lassen, wobei fu(®)e @e, (@n<a). Fir a'<e ist @,.C D,
Fir «'>0 folgt dies aus der Definition; ist f(w)e @, so ist
f@)=lm fufyfole)y Wobel fy@)=f(a), fula)=fya)=...=fn(x) =8, s0

daB f(x)e D, und daher f(x)e ..

Mit @ werde die Menge aller Funktionen bezeichnet, die irgend
eine Klasse @, (0<{a << Q) angehoren.

Herr Sierpiriskil) hat bewiesen, daB die Beziehung @,=B,
gilt, daf die Funktionen @ mit den Baireschen Funktionen identisch
sind, und stellt die Frage, ob die Beziehung @,=B, richtig ist. In
vorliegender Arbeit wird diese Frage in bejahendem Sinne heant-

wortet und iiberdies angegeben, welche Bairesche Funktionen zu
einer Klasse @, gehoren.

1) Fund. Math. 24 (1935), S. 1.
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I. Hilfssatz: Ist B eine isolierte Zahl (I<B<<Q), s0 gibt es
zu jeder Funktion f(x)eB, eine Folge von Funktionen {f,(z))
(fal®) € B 51, 0°=1), so daB

}‘(x):}jz_rgfl fo oo fu(2).

Beweis: Man kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
annehmen, dafB

¥ - fle)=1im g (x),
wobel @u(@)eB 3.1, (n=1,2,3,.).

Nach Herrn Lindenbaum?) laRt sich jede Funktion von
wf-l.n-ter Bairescher Klasse aus n Funktionen «f-'-ter Klasse

zusammensetzen. Es ist nun nach dem Satz vom Herrn Linden-
baum

Pi() = gy(ix)

Po(x) = hy gy(z)

Pa(®) = hy u3 gy(x)
(2) Po() = hy uiuj gy(w)

Pul@) = byt U .. un - gul)

b
wobei die vorkommenden Funktionen ga(), us(®) und ho(z) in
(—oo<l@<+-00) definiert und von wf-l-ter Klasse sind.

Unter #;-1,(x) werde eine homéomorphe Abbildung des Inter-
valls (»—1,7) auf das Gebiet der reellen Zahlen (—oco, +oc0) und

unter ., . die Umkehrung dieser Abbildung verstanden.
Wegen (2) ist
¢1(2) = g3()
Po{w) = ha iz tr) Ga()
(3) P5(T) = hylos) by Us Lom tas Go(0)

— 1, 1
‘Pn(w) = hn t(n—wl, m) t(n-‘-l, m Wn t("-L ") t("“lv ny +-- g“(w)‘

) Fund. Math. 23 (1934), S. 31.
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Nun werden folgende Bezeichnungen eingefiihrt:
b1, m) Gu(@) = Gn(®) (n=2,83,4,..)
@ Gl titean@=Tie) (27507 )
T Yn—y, n)() = Ha(). (n=2, 8, ...).

Die 'Funktionen G,,( ), Un(®), Ha(w) sind Funktionen von
wf-l-ter Klasse ?).
(5) Der Definitionsbereich von Gn(z) ist (— oo, oo)
und es ist n—1<Gn(x)<n;
der Definitionsbereich von Ux(x) ist (n—1, n)
und es ist n—1<<Un(w)<n;
der Definitionsbereich von Hyu(2) ist (n—1, n).

Die Formeln (3) gehen mit der Bezeichnungsweise (4) iiber in
P1(a) = g2(®)
9a(®) = H, Gy(2)

(6) ‘Pa(“') H, UBG( )
@u(@) = H,, U,, U,, e Un "2 UN2 Qo)

Nun definiere ich die Funktionenfolge {f.(x)}, wie folgt:

. fl(w)=91(w) fir <<l
@)= fir =2, 3,4,.
o f1( ) ( ) tiir @-—1<w<z (=2, 38,4,..)
7 Coe
fn() fir z= n+1, n+2, nt3, ..

fulz) = ,,+,() fir nti—l<o<<nts (i=1,2,3,..).

Die Funktionen fa(x) sind von wf~!-ter Klasse. :
Ist » irgend.eine natiirliche Zahl >2, so gelten, wie ich zeigen
werde, folgende Beziehungen: f

(8) Fifo oo In(®) = @u(2) fir a<<n
und
(9) fafe oo fol@) = Hugra Urlz-l-r-H U;z:+.-+1 Uﬁl,’q.](w)

fiir at+rle<ntr+l (r=0,1, 2,..).

%) C. Kuratowski, Topologie I, Monogratje Matematyczne, Warszawa—
—Lwéw 1933, § 27. III,
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Diese Beziehungen sind fiir n—2 richtig. Denn fiir #<2 ist
nach (7) fy(#)= GQy(x) und da nach (8) 1< Gyr) <2 ist, so ist
wegen (7) und (6) f,fy(x)=H,GQyxz)= (), und dies ist die
Beziehung (8).

Fir 2+4+r<e<2+r4l (r=0,1,2,...) ist nach (7) fo(@)=Uin(2)
und da nach (5) 24+r<Usy (@) <3+r ist, so ist wegen (7)

fl f2(x) = H3+r U.‘>1’+r(a’)i

und dies ist die Beziehung (9) fiir n=2. :
Nun zeige ich, daf die Bez1ehungen (8) und (9) fiir n+1 richtig
sind, wenn sie fiir n gelten.

Fir 2<<n-+1 ist nach (7') fr+1(2) = Guys(x); da nach (5)

n<G(x)<nm+1 und nach Annahme die Beziehung (9) fiir n gilt, ist*

fifa oo ffrgs(®@) = fy fo oo f Gugr (@) = Hugr Unyy
und wegen (6)

v Un.|.1 Gn+1($)

f1fz---f{zfn+1(m)=q’u+l(m)3
dies ist die Beziehung (8) fiir n-1. :

-~ Fir a4+ldr<z<<n+l4rdi (r=20,1,2,...) ist nach (7)
frt1(®) = Unirya(®); da nach (5) ntr4+1<Unprpa(@) <n-+r+2 und
nach Annahme die Beziehung (9) fiir n gilt, ist
ity oo fafni1(@) = fi fo oo fo Unirya (@) =
dies ist die Beziehung (9) fiir n+1. ‘

Die Beziehungen (8) und (9) sind somit fiir jedes n richtig.
Es gilt fiir jedes

f@)=1m fy f, .. (o)

Denn ist » irgend eine reelle Zahl, so gibt es ejne natiirliche
Zahl nyz=2 und ny=>o; fir jedes n>n, ist wegen (8)

fifa o fn(@) = @a(z)
f(@) —'hnl fifz - fu()

1
Hutriz Unpriz... Ungris(@);

und daher wegen (1)

1I. Hilfssatz: Ist 8 eine Grenzzahl (0<C{f< .Q) und hmﬁ,,=ﬂ

(ﬂn<\ﬂ), 80 gibt es . zu.jeder Funktion f(x)eB.? eine Folge von
Funktionen {fy(x)}eB 1., so daf

f(x) :,}1:12/1 fo o ful).
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Dieser Satz wurde von Herrn Sierpinskit) ausgesprochen
und wird durch eine fast wortgetreue Wiederholung des Beweises,
den er zur Herleitung des Theorems II der oben zitierten Arbeit
- gebraucht hat, als richtig erkannt.

Hauptsatz: Es gelten folgende Beziehungen: »
(10a) ¢, =B
(10Db) On=B n
(10¢) @y = Bp (0<F<Q).

DaB (10a) gilt, ist evident; daB (10b) fiir n=1 richtig ist, hat
Herr Sierpinski bewiesen. Ich werde durch vollstindige Induktion
zeigen, daB (10b) fiir jedes n gilt.

Sei n>>2. Ich werde beweisen, daB, wenn (10b) fiir n'<<n gilt,
(10b) auch fiir n richtig ist.

(n eine natiirliche Zahl, w®=1)

Wenn f(x)e Pn, gibt es eine Darstellung f(w)mﬁxg;fl fa .o fol@),

wobei f,(2) e Pny. Da nach Annahme Py y= B no, ist fu(@) e B n_s,
somit f,fy...fo(%)e B n_y, und daher f(x)eB a—i, so daB

(11) Qn € Bw"_l,'

Ist f(x)eB n_1, s0 gibt es nach Hilfssa.tz I eine Darstellung
f() = limf,f,... fu(®), wobei f,(®)¢B-2; da nach Annahme

B ot = Dn_y ist f,(2) € Pn—y, SOmit (@) e Dn, 80 das

(12) ) 0 Bu;n__] C mn._
Aus (11) und (12) folgt
(Dn = Bwn-—l-

Es gilt also (10b) fiir jedes n.
Nun beweise ich (10c¢) fiir f=w.
Ist f(z)e Doy s0 gibt es eine Darstellung f(x)= hm fl fa oo fo()

wobei f.,(w)e Dy, (n, eine natiirliche Zahl); da, wie eben bewiesen,
0,,= B n, ., ist flfz...fv(w)eBwnv_l fotv— iy, m—1 Und daher f(@)eB, .,
8o daB

(13) ,CB,.

‘) Fund. Math, 24 (1935), §. 6 (vorletzter Absatz).
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Ist f(z)eB, o, so gibt es nach Hilfssatz II eine Darstellung
f(m)=ll’i{1;f1f2...f..(m), wobei f.(x)eB »; da B =90, , ist f.(x)e®
somit f(x)e Dy, so dalB
(14) B,.CO,.
Aus (13) und (14) folgt
®,=B,.

v4-1}

~ Somit ist (10¢) fir f=ow richtig.

Fir 3> wird (10¢) in analoger Weise mit Hilfe der trans-
finiten Induktion bewiesen.

‘Wien, November 1933.
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