Sur Véquivalence des suites d’ensembles
et I'équivalence des fonctions ).

Par
Edward Szpilrajn (Warszawa).

Introduction. La notion d’équivalence qui fait Pobjet du tra-
vail présent appartient & la Théorie générale des ensembles. J'étudie
ici certains problemes de la Théorie des ensembles de points, con-
cernant cette notion. :

Soient X et Y deux espaces de méme puissance, d’ailleurs
tout & fait arbitraires. Deux objets mathématiques 4 et B
(ensembles, classes d’ensembles, suites d’ensembles, fonctions, ete.),
définies respectivement dans les espaces X et ¥, peuvent étre con-
sidérés comme dquivalents au sens de la. Théorie générale des ensembles
(je les appelle dquivalents tout court) lorsqu’il existe une transfor-
mation biunivoque de 1’espace X en lespace Y qui transforme
A en B.

Dans le cas, ot 4 et B sont des ensembles (contenus respecti-
vement dans X et ¥) 'équivalence ainsi concue se réduit directement;
4 Dégalité des puissances (A=B et X — A=Y — B). Les pro-
blémes de la Théorie des ensembles de points concernant les puis-
sances sont, ou bien depuis longtemps résolus (la puissance des en-
sembles boreliens et analytiques), ou bien depuis longtemps ouverts
(la puissance des complémentaires analytiques, l’existence des en-
sembles toujours de premitre catégorie de puissance du continu).

1) Présenté 4 la Société Polonaise de Mathématique (section de Varsovie)
les 8 et 22 novembre 1935.
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Par contre, la notion d’équivalence pour les objets des types
logiques supérieurs n’a presque pas été considérée jusqu’a présent 1),
La question d’examiner Véguivalence des suites d’emsembles a &té
posé récemment; par M. 8t. Ulam (ct. 2.5 (v), (vi) et 3.2 (3i-

La plupart des théorémes de ce travail Tépondent aux ques-
tions du type suivant:

(Q) Existe-t-il ‘pour chaque suite s d’ensembles appartenant
4 la classe F, (d’ensembles) une suite équivalente & s d’ensembles
appartenant & F,?

Les problémes de ce genre ont de différentes solutions, p. ex,
j'al démontré les propositions suivantes: chaque suite d’emsembles
boreliens est équivalente & une suite d’ensembles F, et Gs (3.1); il emiste
une suite d’ensembles projectifs qui nlest équivalente & aucume suite
@ensembles boreliens (3.2); si c=x,, il ewiste une suite densembles
telle qu’aucune swite qut en est extraite n'est dquivalente & aucune suite
d'ensembles mesurables (L) (3.6), etc.

Les réponses & la question (Q) ont été obtenues 3 l'aide de

da fonction caractéristique dune suite d'emsembles qui généralise la

notion bien connue de fonction caractéristique d’un seul ensemble (§1).
Dans quelques cas je suis parvenu facilement 3 une réponse né-
gative, en examinant les puissances des classes en question (2.5);
dams ces raisonnements, la notion de fonetion caractéristique n’a
pas €té nécessaire. Par contre, dans beaucoup d’autres cas (§ 3), elle
joue un réle essentiel, car elle permet, une fois pour toutes (lemme
fondamental 2.3), de passer des recherches sur les suites d’ensembles
aux recherches dans le domaire des fonctions et partant, de s’appuyer
sur divers théorémes relatifs aux fonctions dans les espaces métriques.

Conformément & cet état de choses, j'ai défini et étudié I'équi-
valence des fonctions (§§ 2 et 3). En outre, j’ai examiné la notion
déquivalence des suites de fonctions (§ 4) que je dois aussi 3 M. Ulam.

Dans divers raisonnements j’ai utilisé la notion d’homéomorphie
géndralisée (due & M. Kuratowski ?)). Presque toutes les proposi-
tions de ce travail peuvent étre traitées comme des théorémes con-
cernant cette notion, car, pour obtenir des réponses positives au
probléme (Q), je démontre toujours (excepté pour les théorémes

1) Certains théorémes sur la notion d’équivalence des classes d’ensembles
(introduite par MM. Whitehead et Russell [I], * 111, pp. 84—92) se trouvent
dans les notes: Sierpifiski[8] (cf. aussi Sierpinski [I], p. 77) et Szpilrajn
[2], p. 306. , . ,

#) Voir Kuratowski [I], p. 221, [1], et Sierpinski [2]. .

-
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3.4 et 3.5) que I’équivalence en question est réalisée par une homéo-
_morphie généralisée.

Certaines questions sur I’équivalence et I’homéomorphie gé-
néralisée restent ouvertes. On peut se demander p. ex. (par analogie
au théoréme d’aprés lequel il existe une homéomorphie généralisée
entre chaque couple d’ensembles boreliens de méme puissancel))
si chaque équivalence entre deux suites d’ensembles boreliens peut
étre réalisée par une homéomorphie généralisée. Un probléme ana-
logue se pose pour les fonctions mesurables (B), en particulier pour
les fonetions continues (dans un intervalle, ou bien dans l’ensemble
des nombres irrationnels).

Termes et notations. 0.1. Les lettres X, ¥, Z désignent les espaces
considérés. Dans le §3 je suppose une fois pour toutes que ce sont des espaces
métriques indénombrables, séparables et complets. Dans les autres paragraphes,
ou bien je considére comme espaces les ensembles absolument arbitraires, ou
alors j'énonce explicitement toutes les prémisses relatives.

I désigne l'intervalle 0 <z <<1; par conséquent In est le ,cube fonda-
mental“ de P'espace cartésien 4 n dimensions.

0.2. f et ¢ étant deux fonetions définies sur un espace X, j'éeris f= g au
lieu de: f(z) = g(x) pour tout e X.

E étant un sous-ensemble d’un espace X, fe(x) désigne la fonction caracté-
ristique de E; on a ainsi: fE(®)=1 pour zeFE et [e(x)=0 pour z&FE.

0.3. K ‘étant une classe de sous-ensembles d’un espace X, je désigne par K
la classe der tous les ensembles X — K, ol KeK, par Ka celle des produits
d’'un nombre fini d’ensembles appartenant 4 K et par Ko celle des sommes d’une
suite dénombrable d’ensembles appartenant i K. Chaque classe K telle que
K= Ka= K¢ s’appelle un o-anneau d’ensembles?) (p. ex. la classe des sous-ensembles
ouverts d'un espace métrique, celle des sous-ensembles Fg, boreliens ete, —
sont des c-anneaux) : ' ‘

0.4. K étant une classe de sous-ensembles d’un espace X et ¥ un espace
métrique, je dis qu'une fonction j définie sur X est mesurable (K), lorsqu’on a
f~Y@) eK pour chaque sous-ensemble ouvert @ de ¥ (p. ex. si X est un espace
métrique et K désigne la classe des sous-ensembles F'z de X, la classe des fonctions
mesurables (K) coincide & celle des fonctions de premiére classe sur X). 8i XeK
on a évidemment:

(i) Pour que la fonction fe(z) soit mesurable (K) il faut et il suffit qu'on ait:
EeK et X —FEeK. . T

') Kuratowski [1], pp. 208 et‘216; Sierpinski [2], p. 271.
) Cf. Hausdorff [I], p. 236.
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0.5. On dit qu’un ensemble (contenu dans un espace X métrique et complet)
est toujours de premiére catégorie lorsqu'il est de bremilre catégorie sur chaque
ensemble parfait (contenu dans X), L’ensemble B (situé dans X) jouit de la pro-
priéié (s)?) lorsqu’il existe pour chaque ensemble parfait P C X un ensemble
parfait D CP tel qu’on a D CE ou bien DE = 0. Une fonetion définie sur X
jowit de la propridté (s) lorsqu’il existe pour chaque ensemble parfait P(CX un
ensemble parfait D C P tel que la fonction f|D est continue. :

Une fonction biunivogue f (definie sur un ensemble situé dans un espace
métrique, dont les valeurs appartiennent également & un espace métrique) s’appelle
homéomorphie généralisée (de classe «, ), lorsque les fonctions f et f—! sont me-
surables (B) (respectivement de classe ¢ et 8) '

En général, Ia terminologie employée (p. ex. en ce qui concerne les fonctions
mesurables (B)) est en accord avee celle de la Topologie de M. Kuratowski?).

0.8. J'ajoute la liste des autres termes et notations, et les numéros des pa-
ragraphes contenant leurs définitions.

Equivalence des suites d’ensembles 2.1 fs — fonction quasi-caractéristique

Equivalence des fonctions . . . 2.1 d'une suite de fonctions . . . 4.3
Equivalence des suites de fonctions 4.1 C, 09,, 0,2, S 0 |
fe— fonction caractéristique d’une Pre v e e WL
guite d’ensembles . . . . . 1.2 ‘Kr; Tt T e e e e é%
fa—fonction caractéristique d'une An, dn, B,, .32
suite de fonetions . . . . .42 g Y %

§ 1. Fonction caractéristique d’une suite d’ensembles.

1.1. Ensemble de Cantor. Ecrivons chaque nombre apparte-

nant & Dlintervalle I dans le systéme ternaire, c. & d. 0, By Ty By ee

au lieu de 3 (4./3"), ol 4,=0,1,2. Désignons par ¢ I’ensemble bien

n==1

connu de Cantor, c. & d. ’ensemble des nombres
(*) t=0,44%.., ot 4,=0 ou bien 4,=2 pour =1, 2, ...

Soient: ¥ un nombre naturel e6 ¢ =0 ou bien 7=2. L'en-
semble des nombres de la forme (*), tels que i,=1 sera désigné C%.
On a évidemment: '

(i) C=0Cht+Cr - C2=0 powr n=1,2,..

(ii) g et h ctant deux fonctions dont les valeurs appartiennent
& C, la relation: '

g7 (Ch) =1(Ch)

entraine Videntité des fonctions g et h.

pour n=1,2,...

1) Cf. Szpilrajn [3].
%) Kuratowski [I].
Fundamenta Mathematicae, T. XXVI. 20
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(iii) Les ensembles Cl(i=0, 2; n=1,2,...) sont fermés et ouverts

dans C.

Posons pour chaque nombre 0, ¢, %, 4... de la forme (*) et pour
chaque suite croissante »x = (%, k,...) de nombres naturels:

@, (0, 1:1 1:2 9:3...) = 0, ik] 'I:A»2 ikn .o
On a alors:

(iv) La fonction ¢, est une fonction continue transfarm&-nt Ven-
semble C en lui-méme, de sorte que Uensemble ¢;' (1) est mon dense
dans C pour chaque teC. :

La continuité de la fonction ¢, et l'égalité ¢,(C)=C ‘sont

évidentes. Soit maintenant t, = 0, i, 1, ... un nombre de la forme (*).

Posons Cy=¢, '(t,). L'ensemble des nombres 0,j1fajs-.. O fa, =iy, ,
sauf pour un nombre fini d’indices n, est évidemment dense dans ¢
et disjoint & €y L’ensemble €, étant fermé, on en conclut qu’il

- est non dense.

1.2. Fonction caractéristique. e={E, étant une suite
d’ensembles contenus dans un espace X, posons pour chaque x¢X:

t,=0 quand z¢FE,

) =0, % 1915 ... U {-
fe(@) =0,8,4y%5..., ol t,=2 quand z¢E,

(en d’autres mots: i, =2 f&, (). La fonction ¥, sera appelée fonction
caractéristique de la swuite e,

On a évidemment:

oo

0 foe)= 3 [ ns)]

» n=1

© o= E-B)~2-F5  'w=]s,

n=

@) f(C)=X—8, f(B)=EF, pow n=1,2,..

Nous allons démontrer maintenant que:

(iv) En faisant correspondre & chaque suite e de sous-ensembles
de X la fonction f., on obtient une correspandamce biunivoque enire
la classe de toutes les suites de sous-ensembles de X et celle de toutes
les fonctions dédfinies sur X dont les valeurs- appartiennent & C.

1) Cest & M. Kuratowski que je dois cette égalité.
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Les fonctions caractéristiques de deux suites distinctes de sous-
ensembles de X étant évidemment distinctes, il reste & démontrer:
que chaque fonction g définie sur X et telle que g(X)(C est la
fonction caractéristique d’une suite ¢ de sous-ensembles de X. Po-
sons, en effet:

Ba=g7'(C)  e=(H,).

Il en résulte, d’aprés (ifi) et 1.1 (ii), que f, = g.

1.3. Swites d’ensembles appartenant & un g-anneau.
Soient: K une classe de sous-ensembles d’un espace X et e ={E,)}
une suite de sous-ensembles de X. Les ensembles O et (> étant
ouverts dans C (voir 1.1 (iii)) et l’ensemble f.(X) étant contenu
dans C, il résulte de 1.2 (iii) que

(i) La fonction f. étant mesurable (K)?), tous les ensembles de
la suite ¢ et leurs complémentaires appartiennent 3 K.

Nous allons démontrer qu’on’ a d’autre part:

(ii) K étant un o-anneau et e étant une suite d’ensembles
appartenant avec leurs complémentaires & K, la fonetion f, est me-
surable (K).

K étant un o-anneau, la condition

() E[g@ >aleK et E[g(x)<aleK pour tout a re‘fel

équivaut & la mesurabilité (K) de la fonection g. La condition (+)
résulte immédiatement de la mesurabilité (K). Inversement: @
étant un ensemble ouvert de nombres réels, il existe deux suites {@,)
et {b,} de nombres réels tels que G= 21’13[0,,1< #<br] et par con-

séquent -
(@) = 3 Blg (@) >a.] Bly(a) <Bek

En utilisant un raisonnement connu, appliqué p. ex. dya.ns la
théorie des fonetions réelles mesurables (B), on démontre aisément
que la somme d’une suite uniformément convergente de fonctions
mesurables (K) est une fonction mesurable (K)2).

1) au sgens de 0.4. .
%) 11 guffit p. ex. de s’appuyer sur-un théoréme énoncé explicitement par
M. Hausdorff [I}, p. 236, IIL :
) ’ 20*
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Les ensembles E, et X —E, appartenant 4 K par hypothése,
les fonctions fz, (x) sont mesurables (K) en vertu de 0.4 (i). La fone-
tion f, étant donc égale & la somme d’une série uniformément con-
vergente des fonctions mesurables (K) (cf. 1.2 (i)), il en résulte que f,
est mesurable (K), ¢. q. £. d. :

) Les propositions (i) et (ii) nous donnent:

(iii) Sotent: K un g-anncau de sous-ensembles d’'un espace X et e
une suite de sous-ensembles de X. Pour que tous les ensembles de la
swite e et leurs complémentaires appartiennent & K, il faut et il
suffit que la fonction f, soit mesurable (K).

1.4. Suites extraites. Nous allons démontrer une proposition
concernant la fonction caractéristique d'une .suite extra,lte d’une
suite arbitraire d’ensembles:

Sotent: e = {H,} une suite densembles contenus dams un espace
arbitraire X et u==(ky, ky...) une suite croissante de nombres naturels.
e. désignant la -suite {B; }, on a:

feo(®) =@« (fo(¥)) pouwr tout wzeX.

Pour chaque point z,e X les nombres fow,) et f.(x,) sont de
la forme (*):

fe(%)zoy":liz Uy fe, (#00) = 0, jy Jafg e+

L2égalité j, =0 équivaut & la relation x,é Ey , done & ’égalité:
ir,=0. On a dés lors j,=1;, pour n=1,2,... et par conséquent
0, i fedg e = 92 (0, 4 15 45...) (cf. 1.1), e. q. f. d.

§ 2. L’équivalence des suites d’ensembles et des fonctions.
Nombre de types d’équivalence.

2.1. Définitions. Deux suites: a={4,} de sous-engsembles
d’un espace X et b={B,} de sous-ensembles d’un espace Y sont
dites dquivalentes lorsqu'’il existe une transformation biunivoque ¢(x)
de I'espace X en l'espace Y telle que ¢(4,) =B, pour n=1,2, .,
On dit alors que la fonction ¢ réalise cette équivalence. ‘

Deux fonctions: g (v) définie sur X, et h(y) définie sur ¥, sont
dites équivalentes lorsqu’il existe une transformation biunivoque ¢(z)
de X en Y telle que g(2)="h(p(x)) pour tout xeX (et c’est la fon-
ction ¢ qui réalise cette équivalence).
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2.2. Equivalence de deux swites d’ensembles et de leurs
fonctions caractéristiques. Pour que deux suites @ensembleos
soient dquivalentes, il faut et il suffit que leurs fonctions caractéristi-
ques soient édquivalentes (et c'est la méme transformation qui réalise
ces dquivalences ).

Soient: @ ={4,} et b={B,} deux suites d’ensembles contenus
respectivement dans X et dans Y et ¢(x) — une transformation
biunivoque telle que ¢ (X)= Y. Posons:

(*) g (@) =fr(p(2)
La relation
9 (4,)=B,

) pour chaque zeX.

pour n=1, 2, ...
équivaut successivement i chacune des relations suivantes:

p(fa (CR) =fri (0% pour n=1,2,.. (Qaprés 1.2 (iii))
e (OR) =1 (Ch) powr n=1,2,..
g (O =17 (C}) pour m=1,2,.. (daprés (*))
g(x)=7f, () pour chaque xeX (d’aprés 1.1 (i)

fo(@(x)) =f.(®)  pourchaquezeX (d’aprés (*)).

2.3. Lemme fondamental, Soient: H et K deux o-anneaus
d’ensembles contenus respectivement dans les espaces X et Y de méme
puissance et O une classe de transformations biunivoques tmnsformtmt
Y en X. Pour que

(a) 4l existe pour chaque suite ¢ = {E,} d’ensembles appartenant
avec leurs complémentaires & H une transformation @e® telle que les
ensembles ¢~1(E,) appartiennent & K avec leurs complémentaires,

il faut et il suffit que

(b) il existe pour chaque fonction g(x) définie sur X, mesurable (H),,
dont les valeurs appartiennent a C, une tmfnsformatwn pe® telle que
la fonction g(p(y)) est mesurable (K).

11 suffit comme démonstration d’appliquer les propositions
1.2(iv), 1.3(iii) et 2.2. '
Nous nous appuyerons souvent sur ce lemme dang le § 3.
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2.4. Une condition nécessaire et suffisante. Considérons

des fonctions admettant des valeurs qui appartiennent 4 un espace Z:

(i) Pour que deua; fonctions: g(x) et h(y) (définies respectwement
sur X et Y) soient dquivalentes, il faut et il suffit quon ait

*) g 1(2)=h"1(z) pour tout zeZ.

. Nécessité. Il existe une transformation biunivoque @(x) telle
que p(X)=7Y et g(@)=h(p(x)) (pour tout zeX). On a done
g (2) =g (h(2)) pour tout .z ¢ Z, d’ol il résulte la relation (*).

Suffisance. Les familles des ensembles g—1(2) et h~1(2) (ou 2
parcourt l'espace Z) forment évidemment les «décompositions des
espaces X et ¥ en ensembles disjoints:

X=2 ") Y=2 1"

g 1(#)- g2 )=h"1(&) - h(2")=0 pour 2 :f:z”
Par conséquent, on conclut Q’apres (*) qu’il existe une trans-
formation biunivoque ¢ de X en Y telle que
@) h-i(z)= g(g~(2)) pour tout zeZ.

Soit @, un élement arbitraire de X. Posons z, = g(2,). On a doné
2y € ¢(2,), d’otr il résulte, en vertu de (¥): '
P(@,) € (g7 (%)) =T (2)
et par conséquent:
M@ (20)) = 2o = g(,)-

Le point x, étant ‘arbitraire, on & h(p(x))=g(x) pour tout we X,
les fonctions ¢ et h sont donec équivalentes, ¢. ¢. f. d.
Il résulte de (i) que,

(il) g et h étant deux fonctions équwalentes, de’fzmes respective-
ment sur X et Y, on a g(X) MY).

2.6. Types d’équivalence. Considérons toutes les fonctions
admettant des valeurs qui appartiennent & un espace Z. Au lieu
de dire que deux fonctions (ou bien deux suites d’ensembles) sont
. équivalentes, nous dirons que leurs types d’équivalence sont égau.
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Posons pour chaque fonction g et pour chaque 2¢ Z

m, () = m

Il résulte de 2.4 (i) que

(i) Pour que deux fonctions g et b soient équivalentes, il faut et
il suffit quon ait my(2) = mu(2) pour tout zeZ;

d’ol, en vertu de 2.2:

(ii) Pour que deuwx suites a et b d’ensembles (contenus respective-
ment dans X et Y ) soient équivalentes, il faut et il suffit qulon ait
my, () = my, (1) pour tout teC.

On peut dire par conséquent que la fonction m,(z) (ou bien:
la fonction my (t)) représente le type d’équivalence de la fonction g¢
(ou bien de la suite ¢ d’ensembles).

11 résulte de 1.2 (iv) et 2.2 qu'on peut toujours, au heu de
considérer les types d’équivalence des suites d’ensembles, considérer
ceux des fonctions dont les valeurs appartiennent 3 C.

2.6. Nombre de types d’équivalence.

(1) Soient: X un espace infini de puissance n et X, un ensemble
de méme puissance, contenu dans X. Thése: Il existe 2" types d'équi-

valence des suites de sous-ensembles de X,.

Soit ¢ le nombre des types d’équivalence des suites d’ensembles
contenus dans X,. La classe de toutes les suites de ce genre étant
de puissance 2" -on a évidemment

() o IsS2

Désignons maintenant par MM la classe de toutes les fonctions
m(?) définies: sur O et satisfaisant aux conditions:

mo)=f=x,"
m(f) =1 ou bien m(t)=2 pour chaque ¢eC—(0).

La puissance de la classe M est évidemment égale i 2" Pour
chaque fonction m(t) appartenant 4 M il existe une décomposition
de I’ensemble X, en une famille d’ensembles disjoints E(t), ol ¢
(0), telle que

(H=m(t) pour chaque teC—(0).
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Posons enfin:-
@ E(0)=X—X,.
On a done '
) E{@)=m(t) pour chaque teC.

Pour chaque z ¢ X il existe un point unique teC tel que z e E(t);
désignons ce point par g(z). On a d’aprés (TF):

my(f)=g—1(1)=EB{#)=m(f) pour chaque tel.

et d’aprés (1):
() g7(0)=X—X,.

Les valeurs de la fonction g appartenant & C, il existe, d’aprés
1.2 (iv), une suite e={E,} de sous-ensembles de X telle que f.=g.
1 résulte de (IF) et 1.2(i)) que X —(By+E,+..)=X—X,,
dott Xy=F,+Ey+ ...

Nous avons done défini pour chaque fonction m(#) appartenant
4 M une suite ¢ de sous-ensembles de X, telle que ni (f)=m(t)
pour chaque te (. Les suites ¢ ainsi définies ont des types d’équi-
valence différents (en vertu de 2.5 (ii)). On a donc r == 2" et, d’aprés
() =2 ¢ q L d

'I1 suffit de poser X = X, dans la proposition précédente pour
obtenir: '

(i) X étant un espace de pwissance n, il existe 2" types d’équi-
valence des suites d’ensembles contenus dans X.

En posant X=I" et X, = un sous-ensemble de I" isomorphe
4. C, on obtient en vertu de (i) et (ii):

(iii) Il ewiste 2° types d’équivalence des suites d’ensembles non
denses de mesure nulle, contenus dans 1"

D’autre part:

(iv). Il existe ¢ types d’équivalence des swites d’emsembles pro-
jectifs (contenus dans un espace métrique, indénombrable, séparable
et complet).

La puissance de la classe deé ensembles projectifs étant égale
& ¢, il existe ¢ au plus suites d’ensembles projectifs non équivalentes

’
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deux a deux. D’autre part pour chaque suite o= {in), formée de
nombres 0 et 1, désignons par E, l'ensemble vide quand ja=0 et
Pensemble formé d’un seul point z,¢ X quand j,=1. On obtient
ainsi ¢ suites d’ensembles fermés non équivalentes deux & deux.

Il résulte de (ii), (iii) et (iv):

(v) Pour chague suite e de sous-ensembles dun espace X de puis-
sance du continu, il existe wne autre suite de sous-ensembles de X qui
n'est dquivalente & aucume suite ewiraite de el).

(vi) Il existe une suite d’emsembles non denses de mesure nulle
contenus dans I" qui m'est pas équivalente & auwcune suite de sous-
ensembles projectifs de I"2),

§ 3. Notion d’équivalence et différentes classifications
des ensembles et des fonctions. ¢

(Les lettres X, ¥, Z désignent dans ce paragraphe des espaces métriques indé-
nombrables, séparables et complets).

3.1. La mesuradilité (B) Désignons par N* I'espace composé
de tous les nombres irrationnels appartenant & I et de tous les nombres
naturels. Remarquons d’abord que

(o) Chaque ensemble borelien indénombrable contenu dans X
est une image biunivoque et continue de l’espace N*.

Cette proposition résulte du théeréme de M. Lusin (d’aprés
lequel chaque ensemble borelien est une image biunivoque et con-
tinue d’un sous-ensemble fermé de espace N des nembres irration-
nels) et celui de M. Mazurkiewicz (chaque ensemble @5 indénom-
brable se compose d’un ensemble homéomearphe 3 N et @un ensemble
au plus dénombrable) 3). o

1) Cest la réponse i une guestion pesée par M. Ulam. Il est intéressant
que ce théoréme est en défant dams le cas de Pespace X dénombrable: M. Sier-
pinski a démontré récemment qu’il eviste ume swite u d'ensembles de nombres
naturels telle que pour chaque swite e densembles de mombres natwrels il emisie ume
suite extraile de w, équivalente & e. Voir Sierpihski [5].

%) M. Ulam a démontré préalablement gu'il existe une suite d’ensembles
qui n’est équivalente 4 aueune suite d’ensembles miesurables (B).

3) Voir p. ex. Kuratowski [1], p. 231.et 227. Cf. Sierpinski [4], p. 49.
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Nous allons démontrer que chague fonction mesurable (B) est
équivalente & une fonction continue, définie sur N*; d’une fagon plus
précise: .

(i) g(x) étant une fonction mesurable (B) définie sur un espace X
dont les valeurs appartiennent & Y, il existe une iransformation g (t)
biunivoque et continue de Vespace N* en Vespace X telle que la fonction
g(p(t)) est continue. ‘

Soit W limage de la fonection g. Posons pour chaque point
p=(zy)eX X X: '

ulp)=a et v(p)=y.
On voit aisément que
(*) v(p)=g(u(p)) pour chaque peW.

W étant un ensemble borelien, il existe d’aprés (o) une fone-
tion biunivoque et continue ¥ (t), définie sur N* telle que w(N*)=W.
Posons pour chaque e N*:

1) k() =v(¢(?));
) 9 (1) =w(w(1)).
Pour chaque { e N* on a w(t)e W, d’ott — en vertu de (1) et (+):

h(t) = g(u(¥(¢)))
ot d’aprés (F7):
h(t) = g(9(2))-

Les égalités (1) et (") entrainent la continuité des fonctions
h et ¢, d’autre part, la fonction u transformant d'une fagon biuni-
voque l’ensemble W en espace X, la fonction ¢ transforme d’une
méme fagon l’espace N* en espace X.

La proposition (i) est ainsi démontrée. Il en résulte que chaque
fonction mesurable (B), définie sur un espace X est équivalente & une
fonction de premiére classe, définie sur un espace Y (donné d’avance):

(ii) g(x) dtant ume fonction mesurable (B) définie sur X, dont
les valeurs appartiennent & Z, il ewiste sine transformation ¢ (y) biuni-
voque de premiére classe de ¥ en X telle que la fonction g(g(y)) est
de premiére classe.
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Il existe en vertu de (i) une transformation ®,(t) biuniveque
et continue de I'espace N* en espace X telle que la fonction g(@y(2))
est continue. @,(y) désignant une transformation biunivoque de
premiére classe de ’espace ¥ en N*1), posons ?(y) = ¢,(@y()). La
fonction g(¢(y)) est de premitre classe, c. q. f. d.

Appuyons nous maintenant sur le lemme fondamental 2.3,
en posant H=1la classe des ensembles boreliens contenus dans X
et 1° K=Ia classe des ensemblés fermés dans N*, 20 K-—"celle des
sous-ensembles F, de Y. La classe des fonctions mesurables (H)
coincide par conséquent avec celle des fonctions mesurables (B)
et 1a classe des fonctions mesurables - (K) coincide 1° avec celle des
fonctions continues sur N* et 2° avec celle des fonctions de premisre
clagse sur Y. Ainsi, il résulte des propositions (i) (pour ¥ = 0) et
(i) (pour Z = C) que chaque suite d’ensembles boreliens contenus
dans X est dquivalente & une suite de sous-ensembles fermés et ouverts
de N* et & une suite de sous-ensembles F, et Gy d'un espace ¥ (donné
d’avance). D’une facon plus précise:

(J) {Bn} étant ume suite d’ensembles boreliens contenus dans un
espace X, il existe une tramsformation ¢(t) biunivoque et continue de
Vespace N* en espace X telle que tous les ensembles ¢—'(B,) sont ouvqrts
et ferméds dans N*.

(33) {Bn} diant une suite d’ensembles boreliens contenus dams X,
il existe une transformation @(y) biunivoque de premiére classe de
Vespace Y en espace X telle que tous les ensembles ¢—'(B,) sont F, et Gs.

3.2. La projectivité, Désignons par A, la classe des ensembles
analytiques, par C, celle des complémentaires analytiques, par A,
celle des images continues des ensembles appartenant & C, et par
C.i1 celle des complémentaires des ensembles appartenant & Anii.
Posons enfin: B,=A,.C, (La classe B, coincide donc avec celle
des ensembles boreliens). On démontre aisément que pour chaque
fonction' ¢ mesurable (B,)?), définie sur X, on a: g(X)eA,3).

1) Entre chaque couple d’ensembles indénombrables Gy (situés dans les
espaces complets et séparables) il existe une homéomorphie de classe 1, 1. Voir
Kuratowski [1], p. 213.

%) au sens de 0.4. )

%) A cet effet il suffit de démontrer que I'image de la fonction g appar-
tient & A,. Cf. la démonstration analogué pour les fonctions mesurables (B),
Kuratowski [I], p. 183.
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(i) T1 existe pour chague n=1,2,... une fonction mesurable (B,.).

définie sur X dont les valeurs appartiennent & Y qui n'est équivalente
& aucune fonction mesurable (B,{).

Soit P un sous-ensemble de X appa.rtenq,nt a 0, (done,-a plus
forte raison, & B,41) et n’appartenant pas & A,!). Soient: y(z) une

homéomorphie généralisée transformant X en Y 2) et y, — un |

point arbitraire de (P). Posons:
glw)=y(z) pour
g(x) =1, pour welP.

xelP;

@ étant un sous-ensemble ouvert de I, on a

U G =9GP quand G

ou bien »
g @)=y (G)+ (X —P)

et par conséquent ¢g—!(@)e B,y -

La fonction g est donc mesurable (B,.() et, d’autre part, l'en-
semble g(X)= ¢ (P) n’appartenant pas & A, 3), aucune fonction équi-
valente 4 g (d’aprés 2.3 (ii)) n’est mesurable (8B,).-

quand  y,eP

La proposition (i) (pour Y=C) et le lemme fondamental 2.3
entrainent:

(i) Il existe pour chaque n==1,2,... une suite d’ensembles (con-
tenus dans X) appartenant ¢ B,y qui n’est équivalente & aucune suite
d’ensembles appartenant ¢ B,;

done en particulier:

(§j) 11 emiste une swite d’ensembles (contenus dans X ) apparte-
namt & By qui n'est équivalente & aucune suite d’ensembles boreliens 4).

') Voir p. ex. Kuratowski [I], p. 242, théoréme VI. Chaque espace
indénombrable complet contenant un ensemble homéomorphe 3 I’ensemble des
nombres irrationnels, ce théoréme est valable pour echague espace indénombrable,
complet et séparable.

%) Cf. p. 304 1).

®) Les classé A, sont des invariants par rapport aux homéomorphies
généralisées. Cf. Sierpinski [2], p. 273.

4) Cest la solution d’un probldme posé par M. Ulam.
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3.3. La mesurabilité (L) et la propriété de Baire,

(0) Soient B; et B, deux ensembles boreliens contenus respecti-
vement dans les espaces X, et X, tels que

(*) Fl:ﬁﬂ X].——BI::'X2—B2.

These: Il existe pour chaque fonction g définie sur X, (dont
les valeurs appartiennent 4 Y ), mesurable (B) sur X, — B;, une
fonction k équivalente & g, définie sur X » 86 mesurable (B) sur X,—B,.
Une transformation réalisant cette équivalence est une homéo-
morphie généralisée. :

Il résulte, en effet, de (*) qu'il existe une homéomorphie gé-
néralisée @(x) telle que @(B,) =B, et 9(X,; — B,) = X; — B,1). La
fonction h(z)= g(¢(x)) remplit évidemment les conditions de la thése.

Le lemme (0) entraine les théorémes suivants:

(i) Chaque fonction jowissant de la propridié de Buire définie
sur X est équivalente & une fonction jouissamt de la proprieté de Baire, .
définie sur un espace Y (donné d’avance).

(i) Chague fonction mesurable (L) définie sur In est équivalente
& une fonction mesurable (L) définie sur Im.

(iii) Chaque fonction mesurable (L) définie sur I" (ainsi que
chaque fonction jouissant. de la propridié de Baire, définie sur X )
est équivalente & ume fonction mesurable (L) et jowissamt de la pro-
priété de Baire, deéfinie sur I™ (ot m est un nombre naturel, donnd
@ avamce). '

Remarquons que toutes ces dquivalences (dans les théorémes.
(1)—(il)) sont réalisées par des homéomorphies généralisées.

Démontrons p. ex. le théoréme (iii). Soit done g une fon-
ction mesurable (L) sur I" Par conséquent, il existe un ensemble
indénombrable K, étant un @5 de mesure (n-dimensionnelle) nulls,
telle que la fonction g|I"— K est de premiére classe 2). I suffit main-
tenant d’appliquer le lemme (0), en posant X,=I", X,=I", B;=K

1) 11 existe entre chaque couple d’ensembles boreliens de méme puissance
une homéomorphie généralisée (cf. p. 304 *)), par conséquent il existe une homéo-
morphie généralisée v, telle que v, (B;) = B, et une homéomporhie généralisée y,
telle que v, (X, — B,)= X;— B,. Posons: ¢(z) =y, (x) pour zeB, et ¢(m)=1p.,(m)
pour » e X, — B,. La fonction @ est évidemment une homéomorphie généralisée.

%) Cf. p. ex. Habn [I], p. 566, Satz XI.
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et B,=un sous-ensemble de I™, isométrique & C. La fonction & ainsi
obtehue étant mesurable (B) sur I™—B,, elle est mesurable (L) et
jouit de la propriété de Baire.

En nous appuyant sur le lemme fondamental 2.3, nous obtenons
de (i)—(iii) les théorémes analogues pour les suites d’ensembles
megurables (L) et jouissant de la propriété de Baire. Nous ne les énon-
cerons pas explicitement. :

3.4. Un lemme général. Soit F une classe de fonctions dé-

' finies sur X dont les valeurs appartiennent & ¥. Considérons les deux

conditions suivantes (remplies p. ex. par la classe des fonctions mesu-
rables (L)):

(a) Pour chaque fonction feF il existe un ensemble parfait
P C X tel que la fonction f|P est continue.

(b) 1l existe un ensemble K (CX tel que E=X—E=c¢ et
que la mesurabilité (B) de la fonction f|K entraine la relation: f ¢ F.

Nous dirons qu’une fonction f(u) définie sur un espace arbitraire -

U de puissance ¢ et admettant des valeurs qui appartiennent 4 I, rem-
plit 1a condition (A) lorsqu’on a:

{(A;) Pensemble f(U) eontlent un ensemble parfalt
ou bien

(A,) il existe un point y, tel que F~(y,)=c¢

Nous allons démontrer que

(i) ¥ étant une classe qui remplit la condition (a), chaque fon-
ction équivalente & une fonetion qui appartient & F remplit la con-
dition (4).

Soient: fe F et P X un ensemble parfait telle que la fonctlon
1| P est continue. Supposons que la fonction f ne satisfait pas a la con-
dition (A,): dés lors on a f~I(y) < ¢ pour chaque y e Y. I en résulte
d’apres le théoréme de M. Konig que I'ensemble f(P) est indénom-
brable et par conséquent il contient un ensemble parfait. Done, la
condition (A;) est remplie.

- La fonction f remplit ainsi la condition (A). II résulte des pro- .

positions 2.4 (i) et (ii) que chaque fonetion équivalente & une fon-
ction satisfaisant & cette condition, lui satisfait également. Notre
proposition se trouve ainsi démontréé.
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Démontrons encore que

(ii) F étant une classe qui remplit la condition {b), chaque fon-
ction satisfaisant & la condition (A) est équivalente & une fonction
appartenant & F.

1°, Soit f une fonetion définie sur un espace U de puissance du
continu qui remplit la condition (A,): I'ensemble f(U) contient done
un ensemble parfait P. Par conséquent, il existe une homéomorphie
généralisée () telle que y(X)=P. Posons Q=y(K) (voir la con(h—
tion (b)); on a done: QC A U) et d’aprés (b):

*) Q=f(U)-—Q=c

Dés lors, il existe un ensemble HC U de puissance ¢ tel que la
fonction f transforme H en @ d’une fa.gon biunivoque. Posons f,=f|H.
On a dlaprés (*):

U—HZ=fU—H>10)—0=¢

-d’oll en vertu de (b): U—H=X_—K. Soit done g,(z) une transfor-
mation biunivoque telle que @4(X — K)= U-—H. Posons:

¥ g(x) = ¥ (x) pour zeK;

(%) 9(x) = f(po()) pour weX — K.

La fonetion g; en tant que mesurable (B) sur K, appartient 4 F}
il reste donc 4 démontrer qu’elle est équivalente & f. Posons:

@(x) = f'(w(@)) pour zeK;
P(2) = o)

Par conséquent la fonction ¢ transforme d’une fagon biunivoque
T'ensemble X—K en ensemble U—H et de la méme fagon I'ensemble

pour zeX—KH,

- K en ensemble H:

P(E) = (w(K) =17'(Q) =
D’autre part, on a d’aprés (¥):
Ho @) =f(fi (v(=)) = ¥(z) =
e (@) = f(po(®)) = gl=)

20. Supposons qu’une fonction f, définie sur un espace U de

9(x) pour zek;
pour meX—K.

’ puissance ¢, remplit la condition (Ay). Il existe done un point ¥,

dont le contre-image est de puissance ¢. Soit H un ensemble tel que
| HC 1-(3) E=T—H=c
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Il existe par suite une transformation biunivoque ¢ telle que

p()=10U p(K)y=H..

Posons: )
(3% g(x) = f(¢(x)) pour tout zelX.

On a:

p(x)e HC f~'(yo) pour tout zelk,

d’ol

g(z) = flp(x)) =1y, pour tout zel.

La fonction g, en tant que constante sur K, appartient & F et
d’autre part il s'ensuit de (¥%) qu’elle est équivalente & f. -
La proposition (ii) est ainsi démontrée.

11 résulte directement. de (i) et (ii) que:

(iii) Soit ¥ une famille de fonctions qui remplit les conditions
(a) et (b). Pour qu’une fonction f (définie sur un espace arbitraire U
de puissance <) soit équivalente & une fonction appartenant & F, il
faut et il suffit que la fonction f remplisse la condition (A);

. ce qui entraine le lemme suivant: =

(iv) F, et F, étant deux classes de fonctions (définies respectivement
sur X, et X, et admettant des valeurs qui appartiennent & Y), dont cha-
cune remplit les conditions (a) et (b), il existe pour chague fonction f, e Fy
une fonetion fye F,, équivalente & f,.

3.5. La propriété de Baire au sens restreint et la pro-
priété (s). La classe L des fonctions mesurables (L) (pour X=I"),
la classe K des fonctions jouissant de la propriété de Baire, ainsi
que la classe L.-R (pour X = I"), remplissent les conditions (a)
et (b). Si I’hypothése du continu est vraie, la classe des fonctions
jouissant de la propriété de Baire au sens. restreint, ainsi que la
classe des fonctions jouisssant de la propriété (s), remplissent éga-
lement ces conditions, ce qui résulte de lexistence d’un ensemble
indénombrable toujours de premiére catégoriel). Ces remarques
nous permettent d’appliquer la proposition 3.4 (iv) pour les classes
mentionnées de fonctions. On obtient ainsi une série de théorémes?),
D. ex.: 8i %&=¢, il existe pour chaque fonction f jouissamt de la pro-

) Voir p. ex. Kuratowski [I], p. 269.

%) On obtient entre autres- les théorémes 3.3, mais on ne prouverait pas
de cette maniére que les équivalences en question sont réalisées par les homéo-
morphies généralisées.
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priéié de Baire (ou bien: de la propriéié (8)) une fonction éguivalente
a 1, jouissant de la propridté de Baire au sens restreint.

Le lemme fondamental 2.3 entraine les théorémes analogues
pour les suites d’ensembles.

3.6. La non mesurabilité (L). La classe des fonctions me-
surables (L) remplissant la condition (a)l), il résulte de 3.4 (i) que

(0) Chaque fonction équivalente % une fonction mesurable (I)
satisfait' & la condition (A)1).

11 en résulte que

(i) IT existe une fonction g (definie sur un espace arbitraire U de
puissance <), admettant des valeurs appartenant & C, qui n'est équivalente
a aucune fonetion mesurable (L).

A cet effet il suffit de considérer un ensemble T totalement im-
parfait, de puissance ¢, contenu dans C; de désigner par g(u) une
transformation biunivoque telle que g(U)=T et de s’appuyer sur (o).

La proposition (i)- et le lemme fondamental 2.3 entrainent:

(ii) I1 existe une suite d’ensembles (contenus dans un espace donné
U de puissance <) qui n'est équivalente & aucune suite d’ensembles me-
surables { L). :

L’hypothése du continu permet d’aller plus loin:

(iii) 8¢ »y = ¢, il existe une suite d’ensembles (contenus dans un
espace donné U de puissance c) telle quw aucune suite qui en est extraite
nest équivalente & aucune suite d’ensembles mesurables (L).

Soient: I un sous-ensemble indénombrable de ¢ dont chaque
gous-ensemble’ non dense dans ¢ est au plus dénombrable (done
¢’est un ,ensemble de M. Lusin“ relativement & C; lexistence d’un
ensemble de ce genre résulte de I’hypothdse du continu®)) et g(u)
une fonction biunivoque telle que g(U) = L. En vertu de 1.2 (iv) il
existe une suite e={E,} de sous-ensembles de U de sorte que f.=g.

Soit » une suite croissante quelconque de nombres naturels.
On a ainsi

fe, (u) = @x(fe(w)) pour cﬁaque uelU
(cf. 1.4), d’oti, pour chaque teC ‘
O =1 lo 01 =1 Ue(U) - 93" 0] =1L - % (0}

1) Voir 3.4.
%) Voir p. ex. Sierpinski [I], p. 36.
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L5'ensemb1e @7 (1) étant non dense dans € (en vertu de 1.1 (iv)),
l’ensémble L-g7'(#) est au plus dénombrable, et, étant donné que la
fonction f est biunivoque, 'ensemble f;’(t) est au plus dénombrable.

D’autre part, on a:

feo(U) = @u(fe(T)) = 9x(L)-

La fonction @, étant continue (voir 1.1 (iv)), ’ensemble ‘Pz.(.L)
.posséde D’ainsi dite propriété (C)?') et par suite il est totalement im-
arfait ).
? Paz' conséquent la fonction f., ne remplit pas la condition (A),
d’ot il résulte en vertu de (o) qu'elle n’est équivalente & aucune fon-
ction mesurable (L). La suite ., d’aprés 1.3 (iii) et 2.2, n’est done
équivalente & aucune suite d’ensembles mesurables (L).

§ 4. L’équivalence des suites dé fonctions.

4.1. Définition. Deux suites: g = {g,} de fonctions définies
sur un espace X et j = {h,} de fonctions définies sur un espace ¥ sont
dites équivalentes lorsqu’il existe une transformation biunivoque de
Pespace X en Y réalisant pour n=1, 2, ... ’équivalence entre les fon-
ctions g, -et b,

4.2. Fonction caractéristique. Considérons d’abord Iles
fonctions dont les valeurs appartiennent & C. Soit {k,, l,} une suite
formée de toutes couples ordonnées de nombres naturels. q= {gn}
étant une suite de-fonctions, définies sur un espace X, posons sue-
cessivement:

Gi=gr'(0) pour k=1,2,.;1=1,2,..

(9: est donc la fonction caractéristique de la suite Gi, G5, Gs, ...)

G‘,,:-G‘f;,‘l pour n=1,2,... ,

g={Gs}
fn =f9-

La fonction f, sera appelée fonction caractéristique de la swite g.

De cette définition et des théorémes 1.2 (iv), 1.3 (iii), 2.2 résul-
tent directement les propositions suivantes, analogues & ces derniers:

1) Sierpinski [1], p. 304 (ou bien [I], p. 39)
%) Szpilrajn [1], p. 126.
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(i) Sbient: G' 1a classe de toutes les fonctions définies sur X dont
les valeurs appartiennent & ¢ et G™ la classe des suites de fonctions
appartenant & G. En faisant correspondre 4 chaque suite g apparte-
nant & G*1a fonction caractéristique f,, on obtient une correspondance
biunivoque entre G* et G.

(i) K étant un s-anneau de sous-ensembles de X, la mesurabilité’
(K) de toutes les fonctions d’une suite g équivaut & la mesurabilité
(K) de la fonction caractéristique de g.

(iii) Pour que deux suites de fonctions soient équivalentes il fant
et il suffit que leurs fonctions caractéristiques soient équivalentes (et
c’est la méme transformation qui réalise ces équivalences).

4.3. Fonction quasi-caractéristique. Z étant un espace
métrique indénombrable,séparable et complet, considérons une homéo-
morphie généralisée y de classe 1, 1 telle que ¥(Z)=C1). Pour chaque
fonetion % définie sur un espace X dont les valeurs appattiennent
& Z, désignons par h la fonction définie par Pégalité:

h@)=¢(h(x)) pour zeX.
11 est clair que
(1) En faisant correspondre & chaque fonction % définie sur X,
dont les valeurs appartiennent & Z, la fonction %, on obtient une cor-
respondance biunivoque entre la classe de toutes les fonctions définies

sur X dont les valeurs appartiennent a Z et celle des fonctions définies
sur X dont les valeurs appartiennent & O.

Démontrons ensuite que

(i) K étant une classe de sous-ensembles de X et h une fonction
définie sur X, dont les valeurs appartiennent & Z, la mesurabilité
(K) de la fonction A (ou bien: de la fonction %) entraine la mesurabilité
(Kes) de la fonction h (ou bien: de la fonction h).

G étant un sous-ensemble ouvert queleconque de C, 'ensemble
Y~1(@) est un F,; et par conséquent

Y @) =F+Fy+ ...,

ou F,(n=1,2..) sont des sous-ensembles fermés de Z. On a ainsi:
B (@) =k ($=H (@) =3 F (F)=3 [X — b~ (X —F,)]eKen.
n=1 n

1y Cf. p. 815 1),
21+


GUEST


324 E. Szpilrajn:

La démonstration de la seconde partie du théoréme est analogue.
Tl résulte de (ii') que,

(ii) K étant une classe telle que K=K,=K,, la mesurabilité (K)
de la fonction k équivaut & celle de la fonction h.

Remarquons enfin que

(ifi) I’équivalence des fonctions g et h est une condition néces-
saire et suffisante pour que les fonctions ¢ et h solent équivalentes
(et c’est 1a méme transformation qui réalise ces équivalences).

g={g.} étant une suite de fonctions définies sur X, dont les va-
leurs appartiennent & Z, appelons la fonction caractéristique de la
suite §="{g,) (la fonction f;) — fonction quasi-caractéristique de la suite g.
Tl résulte de (i) et (iil) que

(j) Les théorémes analogues & 4.2 (i) et (iii) sont vrais pour les
fonctions quasi-caraetéristiques.

Bemarquons maintenant que, K étant un c-anneau d’ensembles,
la classe K., est également un s-anneau. Il résulte par suite de (ii') que,

(ji) K étant un g-anneau de sous-ensembles de X, la mesurabilité
(K) de toutes les fonctions d’une suite g entraine la mesurabilité (K.,)
de la fonetion quasi-caractéristique de g et la mesurabilité (K) de
cette fonction entraine la mesurabilité (K.) de toutes les fonctions
appartenant a g.

- 4.4. L’équivalence. Nous allons énoncer maintenant certaines
propositions (analogues au lemme fondamental 2.3) qui nous per-
mettront de passer des théorémes du § 3 sur les fonctions, aux théo-
rémes analogues concernant les suites de fonctions.

Soient: H et K deux o-anneaux d’ensembles contenus respecti-
vement dans les espaces X et ¥ de méme puissance, Z un espace mé-

trique, indénombrable, séparable et complet et @ une classe de trans-
formations biunivoques de ¥ en X.

(i) 8'il existe une fonction y mesurable (H), dont les valeurs
appartiennent &4 Z qui n’est équivalente 4 aucune fonction mesurable
(K), il existe également une suite de fonctions mesurables (H) qui
n’est équivalente & aucune suite de fonctions mesurables (K).

C’est, notamment, la suite: g9(z), g(@), g(z) ...

11 résulte de (1) que les théorémes 3.2 (i) et 3.6 (i) entrainent
dn'ectement les théorémes analogues pour les suites de fonctions.

icm
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(n) Si pour chaque fonction ¢(x) mesurable (H) dont les valeurs
appartiennent & C-il existe une transformation ge® telle que la
fonction g(¢(y)) est mesurable (K), il existe également pour chaque
suite de fonctions {g.(z)} mesurables (H) dont les valeurs appartien-
nent &4 C une transformation ¢ e @ telle que les fonections In(P{y))
(n=1, 2, ...) sont mesurables (K).

(iii) Si pour chaque fonction g(x) mesurable (H,;) dont les valeurs
appartiennent & C il existe une transformation ¢ e @ telle que la fon-
etion g(¢ (y)) est mesurable (K), il existe pour chaque suite de fonctions
{gn(x)} mesurables (H) dont les valeurs appartiennent 4 Z, une trans-
formation ywe® telle que les fonctions g.(w(y)) (n=1,2..) sont
mesurables (K.). :

La proposition (ii) résulte de 4.2 (i) —
(iif) — de 4.3 (j) et (jj).

En vertu de (iii), les thdorémes 3.3 (i) — (iii) et 3.5 emirainent

les propositions analogues pour les suites de fo'nctwns La proposition
(ii) permet d’obtenir les propositions analogues & 3.1 (i) et (ii) powr

(iii); la proposition

. les suites de fonctions dont les valeurs appartiennent & C. Dans le cas

général on obtient de ces théorémes, en vertu de (iii), la proposition
suivante: Pour chaque suite de fonctions mesurables (B), définies sur X,
dont les valeurs appartiennent & Z il existe 1° une suite dquivalente de
fonctions de premiére classe définie sur N*, 20 une swite équivalente
de fonctions de deuxiéme classe définie sur ¥ (X, ¥, Z désignant les
espaces métriques, indénombrables, séparables et complets, donnés
d’avance). La fonction ¢ réalisant/ cette équivalence est 1° continue sur
N*, 20 de premiére classe sur Y.
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Sur une suite universelle d’ensembles dénombrables.
Par
W. Sierpinski (Varsovie).
Le but de cette Note est de démontrer le théoréme suivant,

qui donne une solution & un probléme posé récemment par M. E.
Szpilrajnl):

Théoréme I: Il existe une suite infinie d’ensembles
(1) X,, X, X, ...
formés de mombres naturels, telle que
(2) Y, ¥, ¥,..
diant une suite infinie donnée quelconque &’ensembles dont la somme
s=3 ¥,
nomg;els naturels Iy < ky < kg < ... et une transformation biunivoque f

de Vensemble N de tous les nombres naturels en Uensemble 8, f(N)=8,
telle que

(3) H(Xn,) =

Nous déduirons le théoréme I du théoréme IT que voici:

est dénombrable, il exwiste une swite infinie croissante de-

Y, powr m=1,23,.

Théoréme II: Il existe une suite double

{a)} (m=1,2,3,.. ,~n =1,2,3,...)

formée des mombres 0 et 1, telle que

{ur}y (m=1,2,3,...; n=1,2,3,...)

1) Cf. Fund. Math. t. 26, p. 3131%).
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