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Les ensembles

o=nr<t] o r=n[>4]

sont ouverts, disjoints et on a: FC & et $CI'. Donc R est normal.
Le fait que dans l'espace R tout ensemble ouvert est un F, go
démontre comme tout i ’heure. ‘

Enﬁn, pour les espaces bicompacts, on. a 1’énoncé suivant:

Pour qu’d tout ensemble fermé F d’un espace de Hausdorff bi-
compact corresponde une fonction continue f(x) telle que Von ait

F=E[f=0],

il faut et il suffit que tout ensemble ouvert de R soit un F,.

Sur le plongement des espaces dans les rétractes
absolus.

Par
Karol Borsuk (Warszawa).

M. C. Kuratowski a démontré 1) qu'étant donnée une fonetion:
continue y=7f(v) définie dans un sous-ensemble fermé A d’'un.
espace métrique séparable X, on peut prolonger cette fonction dune
maniére continue sur l'espace X tout entier, en ajoutant & leg-
pace Y (espace des y) un polytope infini?) P (satisfaisant en outre
& la condition dim P < dim (X—A4)). Dans cet ordre d’idées, je
vais démontrer dans cette Note que dans le cas ol Iespace ¥ est
compact, il existe un polytope infini P tel que l'ensemble Y- P
est un rétracte absolu. Par conséquent, 1’existence du prolongement;
mentionné est agsurée pour tous les A, X et f simultanément.

Lemme. A, et A, dlant des sous-polyédres disjoints dun poly-
édre A et L ddsignant Vintervalle a<{t<<p, il emiste ume fonetion
f(@, t) dela forme f(x, t)=(w, 0(x,t)) quiretracte le polyédre A x L3)
en sous-polyédre de fagon qu’on ait:

| (@qy 1) = (@, 0)
(@oy 1) = (wy, 1)

pour tout mgye Ay,
pour tout wye A,

1) Fund. Math. 24 (1935), p. 259.
%) Un polytope infini est un ensemble P qui admet une décomposition sim-

plhiciale, ¢. & d. une décomposition de la forme P=2 4; ou 4 sont des sim-
1

plexes géométriques assujettin aux conditions: 1) 4,-4; est une face (de di-
mension ==-—1) de 4; et 4;; 2) aucun point de P n'est un point d’accumulation
d'une suite de points appartenant & des différents termes de la suite {4,}. Comp.
C. Kuratowski, L. ¢, p. 258, .

3 AxL désigne lo produit cartésien des espaces 4 et L.
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240 Karol Borsuk:

Démongtration. Admettons que le polyédre 4 est donné goug
la forme d'un complexe géométriquet) K dont A, et A, sont des
sous-complexes. Pour obtenir la fonetion demandée, il suffit de
définir f(z, t,), pour tout #,eL, comme une transformation gim-
pliciale 5) du complexe K en polyédre 4 XL de maniére que pour
tout sommet z, de K lon ait f(m, t)=(2y 0), lorsque wm,e4,,
et f(wg t)=(my t), lorsque z,e¢ 4A—A4,;.

Théorémne 1. Y dlant un ensemble compact, il existe un polytope
infini P tel que Y-+ P est un rétracte absolu.

Démongtration. Admettons que Y est un sous-en-
semble du cube fondamental @, 8 de Vespace de Hilbert.
Posons  7a(@y, Tyy ooy Tny Bugty o) == (Byy gy vy 0y 0, ...)  pour tout
(%4, Ty <oy Bny Bty .0 ) €@, L’engemble ry(Y) constitue alors un sous-
ensemble fermé du polyddre n-dimensionnel @n=7n(Q.). Faisons
correspondre & chaque n=1,2,.. un polyédre A, congtituant
un entourage de 7:(Y) (dans @n), de maniére que les entourages
Tw=E[ra(p)eAn] de Y dans @, satisfassent aux conditions:

Q-

(1) Ty=Q. et Tayy est contenu dans l'intérieur de T,

[1T.=7Y.

n=]1
‘ En vertu de (1), les polyédres 7(Tnt1) et 7n(Qu— T'n)==Qn— An
sont disjoints. On conclut donc du lemme précédent qu'il
existe une fonction On(w,, @y, ..., &, Tnri) telle que la fonction
f"($17 ',‘62’ bahd w”’ m"+1’ 07 "') =(ml’ wﬁ’ b} w"’ 0" (wli mﬂ’ . m"’ m"“H)’ 0’ "“)

2)

" constitue une rétraction du polyedre @Qni1=0 X <O, ;b——}:—l-> en un

sous-polyédre et satisfait & la condition:
falp)=rn(p), lorsque 74(p)eQ.—An et fu(p)=p, lorsque ru(p)eru( Tnii).

¢) .. & d. décomposé simplicialement.
5) c. & d. une transformation affine dans chacun des simplexes de K.
%) @, désigne le sous-ensemble compact de l'espace de Hilbert composé

des points {x/} ol 0<w:\;l pour tout =1,2,.. D’aprés le théordme connu

d'Urysohn, chaque espace séparable est topologiquement contenu dans Q.
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En vertu de (1) et (2), l'ensemble Q,— ¥ est somme des en-
sembles compacts Bn=Tn—Thy; satisfaisant aux conditions:

(3) Bn'Bn+k=0

pour tout m=1,2,.. et k>1.
(4) Bn Bni1=Tnt1+ Qo—Tn4 pour tout m=1,2,...,
(5) Ls BnCY 7).

I’égalité (4) entraine que 1’on a pour peBy:Bniq:

. Tn(p) = 7'n'rn+1(p)e‘7'n(Tn+1)
€

Pt (P) = Pt Ty (D) € Pnit (Go— D) = @nit— Ay
Il en résulte d’aprés la définition de f. et fais que fur +1(P)=rar1(p)
et AUBRL fni1 Pny2(P)="ni1Pnta(p)=rnsy(p). Ceci montre en vertu de
(1), (3) et (5) qu’on obtient une fonction bien définie sur l’engemble
Q. tout entier, en posant:
(6)
(7)

f(p)=funrasa(p),
f(®)=p,

Aingi définie, la fonction f est d’aprés (3) et (5) continue dans
'ensemble @,—Y. D’autre part, pour tout point D==(y, Ty, ..., ny ...)eBy,
on &

lorsque p e B,
lorsque peY.

H (D) =furats(p) = fa(@y) g ..., Bu, Buss, 0,..)=
= @y D3y 0y Tny On(@y, gy ...y Dn, Tnt1), 0, ...),

o(p, 1p)) < l/ S
, h==n--1

En rapprochant cette inégalité de (5) et (7), on conclut que f est
continue aussi aux points de Y.

En vertu de (6) et (7), 'ensemble f(Q.) est la somme de ¥
et des ensembles f(Bn)=fu(7n.t1(Bn)) CBn, qui constituent d’aprés (5)
un polytope infini. Pour achever la démonstration du théoréme 1,
il ne reste donc qu’s prouver que f(p)=p pour tout P ef(Qo).
Or, cela résulte de (7) pour peY et de (6) — d’aprés la définition
de la fonction f» — pour pef(Bu).

d’olr

") Le By désigne ln limite supérioure (topologique) de la suite {B,}, c. & d.
ensemble de tous les points d’accumulation des suites de points appartenant
A des ditférents termes de la suite {B,).
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242 Karol Borsuk:

La question suivante reste ouverte:

Un espace compact de dimension <<n se laigse-1-il plonger tou-
jours dans wn réiracte absolu de dimension m?

Théoréme 2. Y étant un ensemble compact, il existe un poly-
tope infini Pn de dimension <n tel que Vensemble Y-+ Pn est com-
pact et péanien 8) en dimensions <m. :

Démonstration. Soit P un polytope infini tel que Y- P est
un rétracte absolu. Envisageons une décomposition simpliciale A
de P pour laquelle le diamétre des simplexes tend vers O et posons
P, égal & la somme de tous les simplexes de A de dimensions <.
I’ensemble P, ainsi défini est évidemment un polytope infini de
dimengion <n. Il ne reste donc qu’a prouver que Y- P, est péanien
en dimensions <. ‘

Y-+ P, étant, bien entendu, localement connexe en toutes
les dimensions &) dans chaque point pePn, il ne reste qu’a prouver
que, pour tout k<n et pour toute fonction ¢ transformant la sur-
face .S, d’une sphére euclidienne (%-1)-dimensionnelle Hpi1 en un
sous-ensemble de Y+ Py, il existe un prolongement continu sur Hj
‘avee @(Hpp1)CY+Pn, ot que, dans le cas ot ¢(S) est un sous-
ensemble d'un entourage suffisamment petit dun point peX, ce
prolongement peut étre choisi de facon que le diamétre de @(H)
soit arbitrairement petit.

L’engemble Y4 P étant un rétracte absolu, il existe un pro-
longement ¢ avec ¢(Hyt1)C ¥+ P qui remplit toutes les conditions
en question, sauf l'inclusion ¢(Hp4y)C Y+ Pa. Pour obtenir le pro-
longement demandé, on n’a qu’s appliquer le procédé bien connu
de M. P. Alexandroff ?), permettant de remplacer ¢ par une fonc-
~ tion continue ¢, dont les valeurs appartiennent & Y-+ P, et qui
satisfait aux conditions: 1. si @(p)C Y+ Pn, on a @y(p)=¢(p);

8) Un espace B est dit localement connexe en dimension k au point p, lorsqu’a
chaque entourage U de p correspond un entourage V de p tel que chaque fonction
continue ¢ transformant la surface 8¢ d’une sphére euclidienne (k--1)-dimen-
sionnelle Hiy1 en un gous-ensemble de ¥ admet un prolongement continu trans-
formant Hgyr en un sous-ensemble de U. L’espace E localement connexe en
toutes les dimensions k< n dans chacun de ses points et tel que toute fonction
continue @ transformant S; en un sous-ensemble de B admet un prolongement
continu sur la sphére Hyyi, s'appelle — d’aprés M. Kuratowski — pdanien en
dimensions < n. :

%) Voir p. ex. P. Alexandroff, Math. Ann. 106 (1932), p. 170.
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2. 8i ¢(p)eP—Pn, les deux points g,(p) et apparti
au méme gimplexe de la décompositioxz A, P} eppartionnent

Il est enfin & remarquer que le théordm. conti
cas particulier le théoréme démontré par M. Eﬁezntle;mnt Tapris
lequel chaque espace compact Y ge laisse plonger, po
dans un continu Y, localement connexe,
<n 1) et tel que dim (¥,—Y)=un.

gLv), dapréy
ur tout » >0,
acyclique en dimengiong

1) Voir 8. Eilenberg, Fund. Math. 24 (1035), p. 65—11
1) Un espace compact B est dit acyclique en dimension k .1
vrai oycle k-dimensionnel dans ¥ y est homolo e odne

. : : gue & 0. Tout espace compact I
qui est péanien en dimensions < n est, bien entendu, acyclique en dimensiofs <n

Ce fait élémentaire, démontré par M. C. Kuratowski, L ¢., & I'aide du théordme
cité de M. 8. Eilenberg, se laisse aussi obtenir immédiatement
est un rétracte pour tout espace M E tel que dim (M—F)<n. En effet
chaque vrai cycle €={0;} de H de dimension <mn est homologue 4 0 dans l’es:
pace qui s’'obtient, en ajoutant & B une infinité dénombrable de réalis

. v ; isations géo-
métrigues des complexes K; de dimension <n dont les frontidres sont les cyclersg O

L'existence d'une rétraction de I'ensemble E—i—ﬁK, en F implique que le vrai
cycle € est homologue & 0 dans H. -

du fait que ¥

16*


GUEST




