Uber die Menge der differenzierbaren Funktionen,
. Von
Stefan Mazurkiewicz (Warszawa).

Sei R, die Menge der reellen Zahlen, I das abgeschlossene
Intervall <0,1>. Den Raum der reellen in I stetigen Funktionen
bezeichnen wir 1) mit R{. Sei I' die Menge der in I differenzierbaren
feR{. Man kann leicht zeigen, dass I' in R eine CA-Menge (ana-
lytisches Komplement) bildet; dies folgt z. B. aus der Formel ?):

fefggnggg [0< ly:—al <&1~>|y,—-—wl > 0]-+
W L=t _te—fe) 1)
Y Yyo—2o 12

wo wel, p,q natiirliche Zahlen und y,, y, rationale Zahlen aus I
bedeuten, .

~ Nun hat Banach die Frage gestellt, ob die durch die For-
mel (1) gegebene Abschitzung der projektiven Klagse von I' exakt
ist (und nicht etwa I' eine analytische Menge, und somit auch
eine Borelsche Menge ist). Ich werde zeigen, dass dies tatsdchlich
-der Fall igt, ‘

Satz. Di¢ Menge I' der in I differenzierbaren Funktionen ist
im Roume R{ aller in I stetiger Funktionen ein amalytisches Kom-
plement, aber keine analytische Menge.

1y vgl. C. Kuratowski: Topologie I, Monogratje Matematyczne (1933),
p. 199

?) Kuratowski-Tarski: Fund. Math, XVII, p. 240—248; Kuratow-
ski, ibid. p. 149—272.
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Wir beweigen folgenden:

Hilfssate: Sei MCI eine perfekte nulldimensionnale Menge,
NCM eine analytische Menge. Hs evistiert eine Funkiion F(z, t)
mit folgenden Higenschaften:

(2) Flw, 1) ist stetig filr wel, teM,
(a) [tk ta] = [F(0, 1) =E F(0, 1,)],

(as) wenn teM —N, so ist F(w,t) in jedem Pumkte von I nach
differenzierbar,

wenn teN, so ist F(w,t) in mindestens einem Punkte von I
nach ® nicht differemzierbar.

()

Beweis: Bei J=<a,f> ein abgeschlossenes Teilintervall -
von I. Wir getzen:

_16(v—a)? (f—w)*

(@) (@, J) = F—a) fir wed,
8) p(@,J)=0 ‘ fix wel—J.
Die Funktion ¢(=,dJ) ‘isb in I stetig differenzierbar und
ey gilt: :
4) Max|<p(w,J)l=Max<p(w,J)=q>(g—2ﬂ, J)=ﬂ——a=6(J),
(8) ®(0,J)=0.
Die Formel

(6)

bestimmt eine eineindeutige Zuordnung zwischen der Menge der
natiirlichen Zahlen und der Menge der endlichen Folgen natiirlicher
Zahlen. Auf Grund dieser Zuordnung werden wir, ingbesondere
bei der Betrachtung determinierender Systeme, die Indizesfolge
Ny Ngy ..., nx durch [¢] bezeichnen.

Der analytischen Menge N ordnen wir ein determinierendes
System {Nupn,..n,} = {Npg} derart zu, dass NigC M und dass N
in M zugleich offen und abgeschlossenen ist.

Bezeichnen wir mit Aum,.n,(t) =4 (t) die charakteristische
Funktion von Ny, d. h., die durch die Gleichungen

(7) Ag (1) =1 fir teNyy
. z[q](t) = () fiir teM——«N[q]
gegebene Funktion, go ist dieselbe stetig in M.

q== a1 -+ onmy-1 + o+ Oyttt g1
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Jetzt bestimmen wir Systeme von abgeschlossenen Intervallen
Foeny=Wiahy  (En.n={Kgt uwnd (KD .)=(EQ} (i=1,2)
in folgender Weise: '

(8) JnxCI, J"l"’"lg"k-ﬂ CKslll).-.",,i

(9) Jn....n,"Jn,.‘.n;”‘—‘O fiir nlz-’-’:”l«;u
(10) K{}) bezeichnet die linke, Kf;} die rechte Halfte von K,,
(11) K, ist konzentrisch mit Ji;,
1
(12) (Kiq)) = 55 $J1a1)-
Sei:
(13) Pn,.n, (@) = gp(@) = 9 (a, Kfg))  fir wel,
(14) F(w,8)=t+ 21 Ag(t) @rg(@)  fiir wel und teM.
qm

Wegen (8), (4) und (12) wird die Reihe (14) durch ¢ (%—)"

g=1
majoriert, ist also gleichmiissig konvergent. Da Ay (t) fir te M
und @ () fir el stetig sind, 8o ist (a,) bewiesen. Wegen (5)
ist F(0,t) =1, woraus (a,) unmittelbar folgt.

Sei teM—XN, zyel; wir setzen:

4

(15) Fp(w, t) =1 +q.§1 g1 () P11 (@).

Wegen (9) existiert fiir jedes & hochstens ein einziges I,y
welches , enthélt. Zwei Fille sind somit méglich. Entweder exi-
stiert ein ¢’ derart, dass wm,mom eJy,; fiir ¢=¢', oder es gibt eine
unendliche Folge m,,m,,..., derart, dass @o € myn...m,, dagegen
@onon €Jnp,.n, wenn das System n,, N2y euey N VOIL Mgy May ...y My
verschieden ist. , ‘

Wegen te M—N ist aber tnon e [] No,..m,, also existiert ein k'
' k=1

derart, dass tnoneNpm, m fir k=% und somit Amy...my (8)=0 gilt.
In beiden Fillen existiert also ein ¢’ derart, dass aug

(16) =q"

icm

Menge differensierbarer Funktionen 247

mindestens eine der beiden Relationen:

(17) &y nom €d (g,

(18) Agi(t) =0

folgt. Sei jetzt

(19) h=0 und @+ hel.

Aus (17) folgt ¢pq(0)==0. Nun sind zwei Fille maoglich;

sthe Ky oder mo+hmnoneKfy. Wenn wy+he Ef, so ist wegen
(4), (11), (12), (17): ‘

(20 [l=4 0 1) — O(KED) = (2'—1) 8(RE) = 27 gypy a1,
also

(21) (Pfql(wo‘i“'h) “""(p[q](wo)

1
h =

=5

Wenn aber ay+hnone K, so ist Pia@o+-h)=0 und folglich erst
recht (21) erfilllt. Aus (17) folgt also (21) und gomit auch

Argr(4) P1q) (By+h) — A1g (2) Prg1 (@) < 1
h

(22) S

Diese Ungleichung folgt aber auch aus (18). Also folgt (22)
aus (16). Somit ist fitr p=q'":

Flgthy 8)—F(@g, 1) Fy@pth,t) —Fp@ t)| _ v 1 1
o) | e N P

2p-1

g

g=prtl
und daher, da Fy(w,t) nach w differenzierbar ist,

| 0 sup T @0t ) —Fl@yy) T8 0 1 1
(24) - lim sup - S|z, (@) T
. Flog+hy t) —F(wgyt) _ [0 A

(25) lmhl  Sup = 3 2|5 F (1) 7=

=3 Ly y " e Sow
(26) lim sup ;F;KQQ.:!. 7"!.) ﬁ(“’&’l). — LT Fa -1y t)—Fayt) g-i:z,
B0 h Ii+0 ) 2r

Demnach ist, da p beliebig gross, F(w,#) im Punkte w=w, nach o
ditferenzierbar. Somit ist (ng) bewiesen,
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Sei jetzt te N. Es existiert mindestens eine Folge I, by eny Uy ..

oo O3

derart, dass te I']1 N, Die Menge k[ lllf;},),,lk besteht wegen (g),
) k= Rt

(10) und (12) aus einem Punkt, welchen wir mit @’ bezeichnen, Sej

§ der Mittelpunks, 7, die halbe Léinge von K . Man hat:

le

(27) lim &, = lim (& + m4) = @',
k-»o0 koo
(28) 0<&—a' <3

@i..4,(w) verschwindet in Kf’,, also ist
(29) tp}l,,,,‘(m’) =0 fiir ke==1,2..
Ist aber das System ny,ny...,nx von Iy, layvuuy U verschieden,
80 liegt; wegen (9), (10) und (11) das Intervall Xi2, und somit ¢
ausserhalb von K,(,z,),',n‘. Also:
(30) @n,..n,(')=0 fiir k=1,2,..., wenn n,,...,n, verschieden von lyyensbie
Man hat wegen (29) und (30)
(31) Fa',t) =1,

Wegen (8)—(11) liegen alle Intervalle K{2) ausserhalb einander.

In E{), sind also alle gp;(w) bis auf ®1,..1,(@) gleich Null. Also
(da wegen te XN, auch A, (1) =1 ist):

(32) F(ny ) =1t + @10, (E) =t + 2y,
(33) F(Ertay ) =1+ @1, (Ebme) = ?
(34) F(Ek;;::m-l':(wla t)ég"

x F(Ent-ny t) —F(o', 1)
(35) Ex+ m—a’ =0

Aus (27), (34) und (85) folgt, dass F(z,1) fiir ® = ' nicht nach

differenzierbar sein kann. Somit ist (ay) — und der Hilfssatz —
bewiegen,

Der Beweis des Satzes erledigt sich jetzt in wenigen Worten.
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Sei @, die Menge der Funktionen F(w, t) fiir t= constanse M—N,
@, die Menge der Funktionen F(w,t) fiir t==constans ¢ N, gchliess-
lich @=® + P, Dann ist & eine kompakte Teilmenge von R!
und wegen (ay), (8,) ’

(36) ¢1 =QI,

Wire nun I' analytisch, so wire auch @, stets anmalytigch,
Andrerseits ist wegen (a,),(a,) @ mit M und @, mit M—XN ho-
moéomorph. Wihlt man als N eine nicht Borelsche Teilmenge von

; 80 18t M—N und daber auch @, nicht analytisch. I igt also
keine analytische Menge, w. z. b. w.

Warszawa 18. VII, 1936.
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