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" the corners of each J, belonging to B. Further, as it is easily geen,
the area B—) J may be subdivided into a finite number of mnot
k

overlapping rectangles each of which contains one at least of the
corners of the squares 4) J,. Hence, each of them contains points
of B, and, consequently, of B. Since d(R)<o, it results from (3.1)
that the funection F(I) is positive for each of these rectangles, and
80, by (8.6) and (3.7) '

1B > F(B) > X P Zu- (1—20) (1—a) - |B| > 4 (1—3a) -|B].
This, however, is contradictory to (3.3) and concludes the proof.

4) This is directly obvious for the plane, but is not true for the space
as seen from a simple example kindly communicated to the author by Mr. O.
Nikodym. The problem whether the theorem itself holds for the space seems
to be open, and the same remark applies to the results of Besicovitch, L ¢.9).
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Ensembles dont les dimensions modulaires de
Alexandroff coincident avec la dimension
de Menger-Urysohn?).

Par
Karol Borsuk (Warszawa).

Dans la théorie homologique de la dimension, due 4 M. P.
Alexandroff?), on est conduit d'une maniére naturelle & con-
sidérer une infinité d’invariants topologiques qui méritent — au
moins du point de vue d’homologie — d’&tre appelés ,dimensions®
(modulaires). Toutes ces ,dimensions*, différentes pour les ensembles
compacts arbitraires, se montrent identique avec la dimension au
seny de Menger-Urysohn pour les ensembles dont la structure
topologique est peu compliquée (en particulier pour tous les po-
lyédres). Dans le domaine de ces derniers ensembles, la théorie de
la dimension prend une forme particulitrement simple, naturelle
et intuitive. Ainsi p. ex. se trouve réalisée pour ces ensembles ,,’hy-
pothése du produit” qui est en défaut — d’aprés M. L. Pontrjagin 3)—
dans le domaine des ensembles compacts arbitraires.

Le but de cette Note est de définir par des notions de la to-
pologie générale une classe d’ensembles (comprenant en particulier
tous les polyédres) pour lesquels toutes les dimensions modulaires
coincident avec la dimension au sens de Menger-Urysohn.

1) Les résultats principaux de cet ouvrage ont été signalés (sans démon.
strations rigoureuses) dans les C. R. 201 (1935), p. 1086—7, séance du 2 dé-
cembre et C. R. 202 (1936), p. 187—189, séance du 20 janvier.

2) Cf. P. Alexandroff, Dimensionstheorie, Math. Ann, 106 (1932),
p. 161—238.

3) L. Pontrjagin, C. R. 190 (1930), p. 11057, séance du 12 mai.
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§ 1. La propriété (4) et ses conséquences élémentaires.

1. Définition. L'espace M jowit au point peM de la propridté (4),
lorsque tout entourage?) U de p contient un entourage U, de p
tel que chaque ensemble compact 4 C U, se laisse contracter ?)
dans un sous-ensemble de U de dimension <Sdim A--1. L'espace M
jouit de la propridté (4), lorsqu’il en jouit en chaque point®).

Tout espace localement compact et jouissant de la propriété (4)

. est, bien entendu, localement contractile ?), mais non réciproquement.
Ainsi p. ex. I'ensemble U (2, 3), que je viens de construire récem-
ment 8), est localement contractile, sans qu'il jouisse de la propriété (4).
11 existe notamment une courbe gimple fermée £ qui se laisse con-
tracter dans U (2, 3), sans se laisser contracter dans aucun sous-

4) Par entourage du point p dans I, jentends dans cette Note tout en-

5) L'ensemble 4 se laisse contracter dans un ensemble B, lorsqu’il existe
une fonction continue f(w, t) transformant le produit cartésien AX<0,1» en
un sous-ensemble de B et telle que f(x, 0)=x et f(x, 1)=const. pour tout we.l.

%) En remplagant dans cette définition les mots ,,ensemble compact A CU,*
par ,ensemble compact 4AC U, de la dimension =In“, on parvient & une suite
de propriétés {4,}, dont le produit logique équivaut, pour les espaces de dimen-
sion finie, & la propriété (4). On' peut démontrer sans peine que pour un espace
compact E de dimension finie, la propriété (4) (intégrale) se laisse aussi rem-
placer par le produit logique de toutes les conditions (I%) (n==0, 1,...) ddfinies
comme il suit:

Condition (I'y). A chaque >0 correspond un 7'~ 0 tel que chaque fonction
continue transformant la surface 8, de la sphére Q41 & n--1 dimensions en un
sous-ensemble de E de dimension <n et de diamdtre -~ n peut &tre dtendue
sur Q.41 de sorte que ses valeurs forment un sous-ensemble de F de dimension
=n+1 et de diameétre <e.

La condition (I')) se rattache A la notion de connexité locale en dimen-
sion # de MM. Alexander et Lefschetz, tandisque la propriété (4,) a celle
de la contractilité locale. Il est enfin & remarquer que les propridtés (I7,), dont
la définition est haste sur la notion de surface sphévique S, et de sphére (np1,
dépassent le domaine des notions purement topologiques. Pour ces raisons
méthodologiques nous avons basé nos considérations sur la notion purement
topologique de propriété (d). '

7) Llespace M est localement contractile an point p e, lorsque tout entourage
U de p contient un entourage U7, de p qui se laisse contracter dans {7 [lespace B
est dit localement contractile tout court, lovsqu’it Pest en ehuenn de ses points,

%) Fund. Math. 24 (1935), p. 256,
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ensemble de A (2, 3) de dimension <2 —singularité qui (d’aprés
le corollaire du Nr. 5 de cette Note) est impossible pour un espace
jouissant de la propriété (4). ‘

En s’appuyant sur le fait bien connu que, dans un espace com-
pact localement connexe E, chaque ensemble fermé, poncti-
forme ®) et de diamétre suffisamment petit est contenu dans une
dendrite ®) DCE de diamétre arbitrairement petit, on conclut
sans peine que pour les espaces compacts de dimension <3 la pro-
priété (4) équivaut & la contractilité locale. On prouve en outre
que (4) coincide aussi avec la contractilité locale pour tous les sous-
ensembles compacts de l'espace euclidien 3-dimensionnel R,, ou —
plus généralement encore — pour tous les sous-ensembles compacts
d’un polyédre quelconque de dimension 3.

2. Lemme. M dtant un espace compact & propriéié (4), il existe
pour tout €0 un m>0 tel que chaque ensemble compact AC M de
diamétre < se laisse contracter dams unm sous-ensemble de M de di-
mension = dim 4 +1 et de diamétre <e. .

Admettons que M contient plus d'un point. On peut alors
faire correspondre 4 chaque peM un entourage ouvert U,=F M tel
que chaque ensemble compact A(C U, se laisse contracter dans un

‘ . £
ensemble de dimension =dimA+1 contenu dans le ;-entourage )

de p. La fonction

=M

2 (1) = sup |z, M —T,|
p

est alors continue et positive dans M. On voit aisément que sa borne
inférieure % remplit la' thése du lemme.

8. Lemine. A diant un espace compact et M un espace compact
jouissant de la propriété (4), les fonctions continues transformant A
en sous-ensembles de dimension = dim A constituent un ensemble
dense dans Vespace M+ (espace des transformations continues de A
en sous-ensembles de M).

%) ¢, & (. ensemble dont tout sous-continu ne contient gquun seul point.

10) ¢, & d. image continu de I'intervalle . 0,1> ne contenant aucune courbe
simple fermée. Chaque dendrite se laisse contracter dans elle-méme. Cf. Fund.
Math. 18 (1932), p. 211

1) Jentends par e-enfourage du sous-ensemble 4 de I'espace M l'ensemble
de tous les 2e M dont In distance [e—A] de 4 est =Ze.
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Démonstration. On peut admettre que la dimension de A4
est finie et que A est situé 2) dans un espace euclidien K. M étant
localement contractile et par conséquent aussi localement connexe
en toutes les dimensions, on peut faire correspondre & chaque fon-
ction @ e M4 un entourage U de A (dans R) et une extension ¢* ¢ MU
de @ sur U ), D'aprés le théoréme bien connu de P. Alexandroff),
il existe pour tout &> 0 une fonction continue a(z)- transformant
A4 en un polyddre de dimension <Cdim 4, situé dans E et satis-
faisant & inégalité |o—a(z)|<<e pour tout we 4. Pour un & suffi-
samment petit, on a a(4) C U et la fonction ¢*a(x) différe de ¢(x)
aussi peu que l’on veut. Ainsi, on peut supposer dans la suite que
A est un polyedre.

Le lemme étant évidemment vrai pour dim 4==0, supposons
quil soit vrai pour dimA4 <m. Soit maintenant dim A=n et
feM4, Pour un &> 0, il existe une décomposition simpliciale 4 de 4
si fine que f transforme chacun de ses simplexes en un ensemble
dont le diamétre est <}#, ot  désigne un nombre satisfaisant & la
thése du lemme du N° 2. Soit A4* le polyédre qu’on obtient de A
en enlevant les points intérieurs de tous les simplexes n-dimension-
nels de la décomposition A. Le lemme étant vrai pour les polyédres
de dimension <n, il existe une fonction f,eM4* qui différe de f
(dans A*)de <7 et qui satisfait & la condition dim fy(A*)<n—1.
Par conséquent, f, transforme la frontitre (géométrique) de chacun

des simplexes de A en un engemble dont la dimension est <<n—1

et dontle diamétre est < 7. Cet ensemble se laisse done contracter dans
un sous-ensemble de M ayant la dimension <Cn et le diameétre <e.
Cela veut dire que la fonction f, se laisse prolonger sur les inté-
rieurs des simplexes n-dimensionnels de A de maniére que les di-
mensions des images de ces simplexes soient <<n et que leurs diamétres
soient <e. Il en résulte que, pour un & suffisamment petit, la fonection:
fo ainsi prolongée sur P’ensemble A différe aussi peu que lon veut
de la fonetion f, ¢. q. £f. d.

&
12) en s'appuyant sur le ,Binbeftungssatz* de Menger et Ndobeling.
Voir p. ex. P. Alexandroff et H. Hopf, Topologic I, Berlin, Springer 1935,
p. 369.
1) Cf. C. Kuratowski, Fund. Math. 24 (1935), p. 273,
1) C. R. 183 (1926), p. 640.

icm

Dimensions modulaires 81

4. Lemme. Prémisses: 1) A et B sont deux sous-ensembles com-
pacts et disjoints dun espace E; 2) f, est une fonction continue trans-
formamt A en un sous-ensemble @un espace compact M de dimension
finie et qui jouit de la proprieté (4); 3) D est Despace fonctionnel
de toutes les tramsformations continues de B en sous-ensembles de M
coincidant avec f, dans Uensemble A.

. Thése: Les fonctions ¢e®@ satisfaisant & la condition
dim ¢(B) > dim B constituent un ensemble O* qut est un F, de I-re
catégorie dans P, '

Démonstration. On peut évidemment admettre que le nom-
bre n=dimB est fini. En désignant par @, (pour k=1, 2,...) len-
semble de toutes les fonctions @e¢ @ pour lesquelles la (n+1)-éme

constante d’Urysohn %) de ¢(B) est <%, on voit que les ensembles
@, sont ouverts dans @ et que @* = &—[] @,. Il ne reste donc qu’a
k=1

démontrer que k]_'[l @, est dense dans l'espace @. On peut admettre 12)

que M est un sous-ensemble d'un espace euclidien R. Il existe alors
une fonction 7(x) rétractant ) un certain entourage U de M (entou-
rage dans R) en M.

D’apres le lemme du N° 3. il existe pour tout £> 0 une fonction
¥(2) qui transforme B en un sous-ensemble de M sans augmenter -
sa dimension et qui remplit I’inégalité |p(z) —w(2)| < e, quel que
soit ¢ B. En considérant les points de espace R comme des vec-
teurs au point initial 0, on a

(1) () = p(z)+ e (@),
ol a(z) est une fonction continue remplissant la condition
(2) la(@)|<e

15) nommée aussi ,.coefficient d’applatissement de dimension n*. Cf. P. Ury-
gohn, Fund. Math. 8 (1926), p. 353. Pour qu'un ensemble compact F soit de di-
mension Zxn, il faut et il suffit que sa n-idme constante d’Urysohn soit positive.

16) ¢, & . transformant U en Pensemble M (dit rétracte de U) d’une
maniére continue et satisfaisant i I'égalité »(x)=gx pour tout »e¢M. Chaque sous-
ensemble compact et localement contractile (et par conséquent chaque sous-
ensemble compact jouissant de la propriété (4)) d’'un espace E de dimension
finie est un rétracte de certains de ses entourages dans E. Cf..Fund. Math. 19
(1932), p. 240.

Fundamonta Mathematicae, T, XXVIL 8
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pour tout zeB. En posant maintenant a(x)=0 pour tout ze 4,
étendons la fonction @ (#) d’une maniére continue sur lespace E
tout entier, en conservant la condition (2). La fonction w(x) est
done définie par la formule (1) dans ’espace E tout entier. L’inéga-
lité (2) implique que, pour un & suffisamment petit, la fonction v (x)
est aussi définie dans ’espace E tout entier et qu’elle différe de ¢ (»)
aussi peu que I'on veut. La fonction r¢(x) coincidant dans 4 avec
¢ (z) et dans B avec ¢ (x), on conclut qu’elle appartient & @ et qu'elle
n’a,ugmente pa.s la dimension de B. Cela veu’o dire que 7y appartient

a- f I D, et par conséquent que H @, est dense dans @, c. q.f. d.

5. On déduit de ce lemme et du théoréme bien connu de
R. Baire sur les ensembles de I-re catégorie dans les espaces
complets le

Corollaire. Soit f une fonction continue transformant un es-
pace B en un sous-ensemble d'un espace M compact, de dimension
finie et jouissant de la propridté (d); soient A, By, By, ..., By, ..
des sous-ensembles compacts de E. Dans ces hypothéses, il existe
pour tout €>0 wune fonction @eMP satisfaisant aux conditions:
19 ¢ () =f(z) pour tout weAd; 2° |q(x)—f(x)| <& pour tout mel;
30 d1m<p(B,,——A)<d1m(B -—A) pour tout n=1,2,... (donc aussi

dim @ Z,'B —4)< dim EB,I

n=1

6. Lemme, M diamt.un espace compact de dimension finie et jouis-
sant de la propriété (4), il ewiste pour tout €>0 un n>0 tel que, pour
chaque fonction continue f transformant un sous-ensemble fermé A d'un
espace compact B en un sous-ensemble de M. dont le diamétre est <n, il
existe une fonction continue ¢e-M% telle que: 1° le diamétre de ¢(B)
est <& 2° dimp(B—A4) << dim(E—A); 3° ¢(x)=f(z) pour tout xeA.

Démonstration. On peut admettre?) que M est un sous-
ensemble d’un espace euclidien R. Or, il existe une fonection r{(x)
rétractant *®) un certain entourage U de M en M. Soit maintenant
7>0 si petit que, pour chaque ze M, lo 7- entourage de x, (dans R)

soit: contenu dans U et qu'il soit transformé par r(2) en un ensemble
de diameétre <e.

1) Dlapres le ,Summensate” de la théorie de la dimension.

o
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L’ensemble f(A) étant contenu dans un 7-entourage (entourage
dans R) U, d’un point quelconque p,ef(4), il existe une exten-
sion f'(x) de'f sur Pespace FE tout entier dont les valeurs appartien-
nent & U,. La fonction 7f'(z) transforme alors E en un sous-en-
semble de M de diamétre <{e. Pour obtenir la thése de notre lemme,
il ne reste donc qu’s appliquer le corollaire du N° 5.

§ 2. Opérations.

7. Théoréme. Soit M un espace de dvmension finie, décomposé
en deux ensembles compacts M et MV dont la partie commune
jowit de la proprieté (4). Dans ces conditions, pour que M jouisse
de la propriété (4), il faut et il suffit que MO et MY jouissent de
celte propriété.

Démonstration. 1° Admettons que M® et MY jouissent
de la propriété (4). D’aprés le lemme du N°® 2, on peut faire cor-

respondre & tout n=1,2,... un nombre positif £n<% si petit que -

tout ensemble compact B C M®.M-D de diamétre <&, se laisse
contracter dans un sous-ensemble de M®. M- dont le diameétre est

1

<1—% et la dimension est <Cdim B 1.

L’espace M jouit, bien entendu, de la propriété (4) en tout
point p e M — M®. M1, Tl ne reste donc qu’a prouver que chaque
engemble fermé A C M situé dans le s,-entourage d’un point arbi-
traire peM®. M ge laisse contracter dans un sous-ensemble de M de

1
dimension <Cdim A4 4+ 1 et de diametre tendant vers 0 avec poe

On peut d’ailleurs admettre que peAd. Posons B=A. M®. Y,
Il existe alors une fonction continue w(x,t) transformant le produit
cartésien B X <0,1>' en un sous-ensemble de MW.MD de dia-

meétre <%b— et de dimension <Cdim A4 4+ 1, et telle que

(3) zp(w,O) =2, !P(W, 1)=

pour tout zeB. A laide des égalités (3), la fonction ¢ est définie
(d’'une maniére continue) non seulement dans B X <0,1>, mais
6*
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aussi dans l'ensemble A4 (0)+.4X (1)+BX<0,1> tout entier, qui
est un sous-ensemble fermé du produit cartésien AX<<0,1>, La
dimension de l’ensemble des valeurs de cette fonction est < dim 4 4-1

et son diamétre est < ;1;+ &n < ;3— Or, en g’appuyant sur le lemme

du N° 6, on peut étendre, pour n suffisamment grand, la fonction
sur chacun des ensembles [4.-M®]X<0,1> (i=+1) de maniére
que la dimension de l’ensemble de ses valeurs soit <Cdim 441
et que son diameétre soit aussi petit que l'on veut, L’existence
d’une telle fonction ¥ prouve que M jouit de la propriété (4) au
point p.

20 Admettons que M jouit de la propriété (4). L’ensemble M0
jouissant alors de la propriété (4) en tout point de MW — Md, ]
ne reste qu’a démontrer qu’il jouit aussi de cette propriété en tout
point pe M®. MY, Envisageons dans ce but une fonction »(w) ré-
tractant un certain entourage G0 (entourage dans M®) de I’ensemble
M®.-MED en cet ensemble 1%). Or, & tout entourage U® (entourage
dans .M®) du point p correspond un entourage U (entourage dans M)
de ce point tel que U-MOC U® et r(U)C UW. L’espace M jouis-
sant de la propriété (d), il existe un entourage U, du point p
(dans M), tel que tout ensemble compact A U, se laisse con-
tracter dans un ensemble B (C U remplissant la condition

(4) dim B dim 4 + 1.

Cela veut dire qu’il existe une fonction continue ¥ transformant
AX<0,1> en B de fagon que y(w,0)=w et w(w, 1)= const. pour
tout wed.

En s’appuyant maintenant sur le corollaire du N° 5, on conclut
qu’il existe une fonction ry(z) rétractant U en M- M) de manidre
que 7o(B)CUY et que dim ro(By—M®- M) < dim (By— M®. M),
et par suite aussi que

(8) dim 7,(B) << dim B.

En posant maintenant r(zj=2 pour tout we U.MO ot r(@)=ry(x)
pour tout weU- M), on obtient unefonction retractant U-+ M® en MO
de maniére que la fonetion 7 () présente une contraction de l'en-
‘semble A dans Vensemble 7(B)C B-MO¢y(B)C U- ML voC uo,
On‘ a d’ailleurs, d’aprés (4) et (5): dim r(B)<<dim B<dim 4 +1,
¢. a d. la propriété (d) de I’ensemble M® au point p est démontrée.
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8. Théoréme. Le produit cartésien M® X MY de deuw espaces
MO et MY compacts, de dimension finie et jouissant de la propriété (4)
jouit de la méme proprieté.

Démonstration. Admettons®) que M® est situé dans un hy-
perplan (n;,—1)-dimensionnel H® d'un espace euclidien R® & n;
dimensions. Le produit cartésien M X MY est alors un sous-ensemble
de I'hyperplan HOXHD del’espace euclidien BR=RDXRD, Envi-
sageons une décomposition simpliciale A® de RO—M®, telle que
les diamétres des simplexes de AQ tendent vers 0 avec leur distance de
M@ ), T1 résulte du corollaire du N° 5 qu'il existe une fonction 7,(z)
rétractant un certain entourage U® de M® (entourage dans R(®)
en MY ot satisfaisant & la condition:

(6) ' dim 7,(60) < dim o®

pour tout simplexe géométrique o® de A® (4 un nombre quelconque
de dimensions). Soit maintenant py=(p®, p,?) un point arbitraire
de M® X MY, Pour un £¢>0 arbitraire, il existe un #>0 tel que
tous les simplexes (géométriques) ¢@ de A® dont la distance de

po® est <7 sont contenus dans un %-entourage de p,®. Soit main-
tenant A un sous-ensemble compact de MW X M situé dans un
g—entoura,ge de p,. En prenant un point arbitraire p, e R—H®OXH =1
dont la distance de p, est <g~, posons pour tout zed et O<I<1:

Y(z,t) = point qui divise le segment (orienté) zp, dans le
rapport t: (1—t).

Le point p; étant situé hors de I'hyperplan HOX H™Y, on a:
(7) WA X <0,1>)- MO X M-D =4,

Désignons maintenant par T ’ensemble-somme de tous les produits
de la forme o®X oD, ¢® parcourant les simplexes géométriques
de A®, qui sont contenus dans un e-entourage (entourage dans E)
de p, et dont la dimension est <(k. Toutes les valeurs de la fonction
¥ &tant situdes dans un 7-entourage de p,, on conclut qu’il existe
un A dim R tel que

(8x) Y4 X <0,1>)CA+ T

18) Voir p. ex. le livre cité de P. Alexandroff et H. Hopf, p. 143.
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Démontrons que dans le cas k>dim .A+1 lexistence d'une
fonction ¢ contractant 4 en p, et remplissant les conditions (7) et
(8x) implique lexistence d’une fonction contractant 4 en Py et rem-
plissant les conditions (7) et (84—1). Rangeons dans ce but tous les
éléments k-dimensionnels de la forme o® X oD de I'ensemble T, en
une suite infinie {of X of ). L’ensemble F,=y~1(o X o{™) 183)
CAX<0,1> étant de dimension <<dimA-+1< k, la fonction y
se laisse remplacer 1*) dans F', par une transformation continue de F,
en frontitre (géométrique) de 1'élément o X o™ coincidant avee
¥ dans la frontiére de F', (frontiére ensembliste de F', rél. 4 X <0,1> ).

Les diamétres des simplexes ¢ tendant avec 11; vers 0, il est évi-

dent que la suite des fonctions que I'on obtient de ¢ par les modifi-
cations en question, faites tour & tour dans tous les éléments o' o™,
est uniformément convergente vers une fonction contractant 4 en
py dans l'ensemble A+ T, et remplissant la condition (7). Ceci
implique qu’il existe une contraction P, de A en p, dans I’ensemble
A + T, ot ky<Cdim 4+1.

Posons maintenant #(z®, D)= (r(z®),r(x)) pour tout couple
(2™, 2D) e TO W U, La fonection r(x) est alors une rétraction de
UOXTED en MOX M, 11 en résulte que la fonction r Yo(@) consti-
tue une contraction de 4 en p, dans 'ensemble A+ (T;,) CMWX MY,
L’ensemble T, étant contenu dans e-entourage de p,, le diamétre
de Pensemble A-r(Ty) est pour & suffisamment petit aussi petit
que I'on veut. On tire en outre de la définition de r{w):

dim r(0® X o) = dim [ry(0®) X r—s(0D)] <<
S dimry (o) + dim r_y(o¢) < dim o® - dim oD << dim 4 + 1,

pour- tout élément o®WXo—1 de Tk. De 1a régulte¥?) 1'inégalité
dim [4 + r(T)] <<dim 4 + 1, ce qui achéve notre démonstration.

9. En s'appuyant sur le fait évident que l’ensemble vide,
l'ensemble ne contenant qu’un seul point et le segment <0,1>

jouissent de la propriété (d), on tire des théorémes 7 et 8 le
corollaire suivant: : ‘ ‘

**) B étant un ensemble arbitraire, y~1(H) dénigne Vensemble de toutes
les valeurs de  pour lesquelles y(x) e .

) Voir P. Alexandroff, Math. Ann. 106 (1932), p. 170.
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Corollaire. Tous les polyédres jouissent de la propridté (4) 20).
La question suivante reste ouverte:

Les theéses des théorémes 7 et 8 restent-elles vraies sans Phypothése
de la dimension finie?

§ 3. Cycles et homologies dans les espaces jouissant
de la propriété (4).

10. Termes et motations®), Un complexe algébrique (aux
coefficients arbitraires) @ est dit e-complewe d’un espace compact M,
lorsque tous ses sommets appartiennent & M et que la distance maxi-
mum entre deux sommets d’un simplexe de Q est <& Deux &-com-
plexes @y et @, de M sont dits 7-homologues dans M (notation:
Q4 ?Qz dans M), lorsqu'il existe un %-complexe K de M dont la
frontiére est égale & Q;—@,. Dans le cas ordinaire, ol @, et @, sont
des e-complexes aux coefficients entiers, @, et @, sont dits 5-homo-
logues awec division dans M (notation: @:1% @, dans M), lorsqu’il exi-
ste un 7-complexe ordinaire K de M dont la frontiére est égale &
a(Q1—@,), ol a désigne un nombre entier 9= 0. Nous employons
aussi le symbole ,,% “ dans le cas modulaire, en le considérant alors
comme équivalant au symbole ‘ ‘

Une suite ["={y{}, ol 9 est un &-cycle de M 4 n dimen-
gions avec lim &=0, g’appelle vrai cycle & n dimensions de M et

(13
~
”W -

notamment: 1° vrai cycle ordinaire, lorsque tous les p7 sont des
cycles ordinaires; 2° wvrai cycle mod m, lorsque tous les 7

20) Une autre démonstration de cette proposition se trouve (esquissée)
dans ma note de C. R. 201 (1935), p. 1086. _

#) Jadopte ici la terminologie et les notations de la Note frangaise de
P. Alexandroff ,,Sur la notion de dimension des ensembles fermds, Joum. de
Math. P. et Appl. 11 (1932), p. 283—298. Cette terminologie différe en général
de la terminologie employée par le méme auteur dans son Mémoire allemand
»Dimensionstheorie. Ein Beitrag zur Geometrie der abgeschlossenen Mengen', Math.
Ann. 106 (1932), p. 161—238. Ainsi p. ex. le terme ,,homologue & zéro* (notation:
~0) de cette Note correspond au terme ,berandet” (notation: ~0) de la ,,Dimen-
sionstheorie” et le terme ,,homologue avec division. & zéro” (notation: ~0) — an terme
whomolog Null®-(notation: ~ 0). Il faut en outre distinguer la notion de ,wrai
cycle essentiel”, resp. ,comvergent” de cette Note de celle de ,wesentlicher”, resp.
wkonvergenter Zyklus* du Mémoire allemand précité.
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sont des cycles mod m; 3° vrai cycle d'aprés le module variable,
lorsque y? est un cycle mod m;, m; dépendant en général de 4.

{y7} est ~0 dans M (resp. ~0 dans M), lorsqu’il existe une
suite {¢} de nombres positifs, convergente vers 0 et telle que y,~0
dans M (resp. y,@; dans M).

{yr} est dit essemtiel, lorsqu’il existe un ensemble compact
M,CM tel que: 1° {y"} est un vrai cycle de My; 2° {yI} n’est pas =0
dans M,.

{7} s'appelle convergent dans M, lorsque {y} ,—y/}=0 dans M.

Un nombre entier d==0 s’appelle diviseur (dans M) de {rm,
lorsqu’il existe un vrai cycle {y"} de M pour lequel {yi}~{d-y}}
dans M. On constate sans peine que dans le cas ol {y7} est un
vrai cycle ordinaire convergent dans M le vrai cycle ordinaire {y"
est.aussi convergent dans M. {y'} est dit premier dans M, lorsqu’il
n’admet aucun diviseur sauf +1.

11. Lemme. Chaque vrai cycle ordinaire {y;’} convergent et non
homologue & zéro dams un espace compact M posséde un nombre fini
de diviseurs.

Admettons que M est un sous-ensemble du cube fondamental Q%)
de 'espace de Hilbert. PosSons 74x(@y, @py..., Bry B-t1yee)==(Ly; Tgyerey Ty 0,...)
pour tout (y, @y, ..., Lay Tp4, -..) €Qu. L'ensemble r4( M) constitue alors
un gous-ensemble fermé du polyédre k-dimensionnel @Qp=17x(Qu.).
Faisons correspondre & chaque k=1, 2,... un polyddre P, consti-

tuant un entourage de ri(M) (dans Q) et contenu dans un % en-

tourage de r4(M). Les ensembles A,,—--Iz[n(p) ¢ P] constituent alors
pe W

une suite d’entourages de M dans espace Q., telle que
(9) [ A=M
k=1

et que chaque vrai cycle de A, est homologue dans 4, & un vrai
cycle du polysdre P:. En particulier, le vrai cycle ordinaire {yr}
convergent dans M est pour tout k=1, 2,... homologue dans 4.
& un certain vrai cycle {7} convergent dans Py Il en résulte aussi

™) Qu désigne le sous-ensemble compact de l'espace de Hilbert com-

. 1
posé de points {z;} oi ng,\; pour i==1,2,.., D’aprés le théoréme bien connu

@'Urysohn chaque espace Béparable est topologiquement contenu dans Q.
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que chaque diviseur de {y7} (dans M) est un diviseur de {77} (dansP}).
L’existence d’un nombre infini de diviseurs de {3} dans M entraine
done l'existence d’un nombre infini de diviseurs de {xy/} dans le
polyedre P, et en conséquence la relation {yy{)~0 dans P; Le vrai
cycle {;/} étant homologue & {y} dans 4, il en résulte que {y7}~0
dans A, pour tout k=1, 2,..., ce qui entraine — d’aprés (9) — la rela-
tion {y7}~0 dans M*). La démonstration du lemme est ainsi terminée.

12, Lemme. L’existence d’un vrai cycle ordinaire & n-dimensions
{yrt convergent et non ~0 dans un espace compact M entraine Uexistence —
pour tout m=2,3,.. — dun vrai cycle mod m & n dimensions
qut est non ~0 dans M.

Démonstration. En vertu du lemme précédent, on peut
admettre que {y7} est premier dans M. Nous allons prouver que le
méme vrai cycle {y’} considéré comme vrai cycle mod m 24) est
non homologue & zéro dans M. Il existerait notamm-~nt, dans le
cas contraire, une suite {@;} ol @; est un &-complexe ordinaire
de M avec }im &=0, telle que pour tout i=1, 2,... la frontitre ¢,

de @, serait égale & yr+m-y; ol y; est un &-cycle ordinaire de.M.
Ceci entraine {yy}~{m-y;} dans M, ce qui veut dire que m est
un diviseur de {y7?} dans M, contrairement & I’hypothése que {y)
est premier dans M.

13. Il résulte en particulier de la démonstration du dernier -
lemme que . l'existence’ d’un vrai cycle ordinaire & # dimensions,
convergent, essentiel et homologue & zéro dans M entraine ’existence,
pour tout m=2, 3,..., d’un vrai cycle mod m & n dimensions,
essentiel et homologue & zéro dans M. En tenant compte du fait
qu'il exigte ) un vrai cycle ordinaire & » dimensions convergent,
essentiel et homologue & zéro dans chaque espace compact loca-
lement contractile dont la dimension mod 0 est »+1, on con-
clut 28) que pour les espaces compacts localenmient contractiles la di-
mension mod 0 (c. & d. la dimension sans torsion) estla plus petite
parmi toutes les dimensions modulaires.

) Cf. ma note de Wiadomoéei Matematycezne 38 (1934), p. 16 (en polonais).

M) ¢, & d. le vrai cycle qu'on obtient de {y} en réduisant tous ses coe-
ficients d’aprés le module m, ou — ce qui Tevient au méme — en considérant ces
coefficients comme identiques avec les classes-résidus (,,Restklassen®) mod m
correspondantes. '

%) Voir la démonstration du N° 15 de cet ouvrage et le renvoi 2%),

) Cette remarque est due & M. S. Eilenberg.
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14. Lemme. {y7} dtant un vrai cycle ordinaire & n dimensions
dun espace n-dimensionnel et compact M, la relation {y¥}~0 dans M
entraine la relation {y"~0 dans M.

Démonstration. Admettons 12) que M est un gous-ensemble
d'une space euclidien R et supposons que {y7} ne soit pas homologue
& zéro dans M. Soit {U} une suite d’entourages fermés de M (en-

tourages dans M) telle (;pleklj1 Ur==M. Or, pour un certain %k,, le vrai

cycle'{'y;l} n'est pas homologue & zéro dans Uy 2). Soit a(x) une
fonction continue transformant M en un polydédre n-dimensionnel P

de maniere que tous les segments x a(x) ou xe M soient contenus
dans Uy Il en résulte que la transformation a(w) peut étre con-
sidérée comme un résultat d’une déformation continue de M dans Uy,
ce qui entraine que a(x) transforme {y7} en un vrai cycle ordinaire
& n dimensions { yr}, homologue & {y7} dans U, et par conséquent
non homologue & zéro dans P. L’absence de la torsion #-dimension-
nelle pour le polyédre n-dimensionnel P implique alors que le vrai
cycle {,yf} n'est pas ~0 dans P, d’ot il résulte que {¥"} n’est pas
~0 dans M. ; :

15. Théoréme. Pour chaque espace M- de dimension finie,

cofnpfwt et jowissant c.le la propriéié (4), toutes les dimensions modulaires
coincident avec la dimension au sens de Menger-Urysohn.

_ Démonstration. Posons n=dimM et admettons 12) que M est
situé daqls un espace euclidien E. L’ensemble M étant localement
contractile, il existe une fonction 7 (z) rétractant un certain entourage
ouvers U de M en M) D’aprés le théoréme fondamental de la
théone' de la dimension de P. Alexandroff ), il existe dans M
un vrai cycle d’aprés le module variable {y1} de dimension n—1
ess.entlel et homologue & zéro dans M. Autrement dit: il existe um;
suite {Q#, ol Q; est un é-complexe mod m, de M avec lim &=0,
tﬁaﬂe que pour fout i=1, 2,... la frontidre {; de Q: est éga.llez yrt,
existe en outre un sous-ensemble compact M, de M tel que {yj"‘l}

st un vrai cycle de M, et un entourage fermé U,C U de M, (en-

-touray
urage dans R) dans lequel {y#1} n'est pas homologue & zéro.

) Woir P, Alexandroff, Math. Ann. 106 (1932), p. 195.
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Soit T' l'ensemble dénombrable de tous les sommets des com-
plexes de la suite (Q;}. Les points p,,p,, ..., px appartenant a T,
désignons par C(py,Pas---»Dx) 16 plus petit parmi les ensembles convexes
contenant tous ces points. L’ensemble € (py, P, -y Pr) -U—M étant
un Fy, il existe d’aprés le corollaire du N° § une fonction 7,(z) ré-
tractant U en M de maniére que dimr,[O(py,Py)..-y Pr) - U—MI<
< dim [C (py, Pay--., P) - U—M] pour tout systéme fini (p;, pay..., pr) CT.

Désignons maintenant par 4; ={;Qs} la suite des décompositions
barycentriques 28) de Q; et par I';={;y} la suite des décompositions
barycentriques de y. Il existe alors des indices’ 4 arbitrairement
grands tels que:

1° ;Q: (pour tout j=1,2,...) sont des complexes de U et leurs
frontiéres ,Q, = ¢ constituent le vrai cycle I'y de U, qui n’est pas
homologue & zéro dans U,.

20 La fonction ry(x) transforme la suite 4; en une suite {;Qir}
de complexes de M dont les frontiéres constituent un vrai cycle
Iy, ={;Vir,y homologue & I'; dans U,.

On conclut de 1° et 2° que I'y, est un vrai cycle de M essentiel
et homologue & zéro dans M 2).

Etant donné un nombre positif arbitraire &, envisageons un
index 4 si grand que le diamdtre maximum de tous les simplexes o

) Soit @ = ﬁ’ ax+op un complexe algébrique arbitraire d’'un espace eucli-
k=1

dien R et o=(ap, ay,-.., Gm) un de ses simplexes orientés. On fait correspondre &
toute permutation 4,4, ...,im des nombres 0,1, ...,m legimplexe = (b bis oess Biotsennt s
ot by, désigne le centre de gravité des points ay,ac,..,ar le signe +
correspondant aux permutations dg, ig ..., im paires et le signe — aux permu-
tations impaires. Le complexe 0= D == (bigy Dy -2 it m)» Ol 1a sommation est
étendue sur toutes les permutations ig,%y,..,im des nombres 0,1,...,m, est. dit la

premiére décomposition barycentrique de o. Le complexe ,Q = S’ a;+,0; est dit la-

=1 .
premidre décomposition barycentrique de Q. Par la décomposition barycentrique j
fois iterée on parvient & la j-iéme décomposition barycentrique /@ de @. On sait que
1° la frontiére de ;Q coincide avec la j-idme décomposition barycentrique de la
frontidre @ de Q; 2° le diamdtre maximum des gimplexes de ;@ tend avec ~ vers 0;

3% si ¢ est un e-cycle de B, chacune de ses décompositions barycentriques ;O est
s-homologue avec O dans I'ensemble des sommets de ;0.

%) 17 est d’ailleurs, comme une image du vrai cycle convergent dans Uy,
un vrai cycle convergent dans M. Dans la construction de ce vrai cycle, nous
n’avons utilisé que L'existence de la suite {Qr} et de la fonction r(z) rétractant
un entourage U de M en M (en laissant les conséquences plus spéciales de la:
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du complexe @;= f ay- oy 80it <e et que les conditions 1° et 2° goient

remplies. I1 en régulte que
(10) Ty =3 ax-{jom.
k=1

Or, chacune des suites {0} (k=1,2,...) est un vrai cycle
d’un ensemble compact A en lequel 7,(«) transforme le polytope-
gomme de toutes les réalisations géométriques des faces (n—1)-
dimensionnelles du simplexe o, Il résulte, en outre, de la définition
de 1a fonction ry(#) que les ensembles 4, et par conséquent aussi
lensemble 4,4+ 4,4 ...+ 4, sont de dimension <n. 8i ’on suppose
maintenant qu'on ait {;0a,}~0 dans 4; pour tout k=1, 2,..,p,
on aurait, d’aprés le lemme du N° 14, ’homologie {7k, ~0 dans 4,
ce qui entraine, selon (10) ’homologie I, ~0 dans 4+ A,+4...~~Ap.
Mais cela implique une contradiction, car le vrai cycle (n—1)-di-
mensionnel I';, est, d’aprés 1° et 290, essentiel et la dimension de
VA1+A2+...+A,, est <m. Nous avons ainsi démontré qu’il existe
un index k pour lequel le vrai cycle {;dx,} n’est pag homologue
4 zéro dans 4,. Ce vrai cycle étant — comme une image de la suite
des décompositions barycentriques de 6, — ordinaire et convergent3?),
et le diamétre de A4, tendant avec & vers 0, on parvient & la pro-
position suivante:

(A1) M élant un espace compact n-dimensionnel et jouissant de la pro-

prilété (4), il ewiste dans M des vrais cycles (n—I1)-dimensgionnels ordi-
naires, comvergents, esseniiels et de diamétre arbitrairement petit®).

L’espace M étant localement contractile, tout vrai cycle de M
dont le diamétre est suffisamment petit est évidemment homologue
& zéro dans M. La proposition (11) entraine done que la dimension
mod 0 de M est >n et par conséquent ®2) égale 4 dim M.

propriété SA) en dehors de nos considérations), c. & d. seulement la contractilité
f:;aﬁi :{: I eme;mle compact M Or, dans le cas oit ¢ est un complexe algébrique
loeal@m;n;‘m; ets111: un vrai cycle. moc_l . Il en résulte que dans les espaces
A hent oon v:c. o8 fde dn}xeqsmn fm‘le) d({nt la dimension mod O est égale
2 ,h enstel vrais cycles ordinaires de dimension (n—1), essentiels, convergents

org;; ogues & zéro. Cf. Math. Ann. 109 (1834), p. 376—380.
st Ani.nlk;:’) (??2 ;1)1,61;(5 :;lf];{xdamentalfolge“ au sens de M. L. Vietoris,

M) e & d. de vrai cycles d ia
sont arbitrairement petita yoles des sous-ensembles de M dont les diamdtres

) toute dimension modulaire &tant
’ au plus égale & la di i
. de Menger-Urysohn. Cf. P. Alexandroff, 1. c.f; P. 19: TN B e
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Reste &4 prouver que toutes les autres dimensions modulaires

de M sont =n. D’apreés (11), il existe dans M un ensemble com-
pact 4 de diamétre arbitrairement petit et un vrai cycle (n—1)-
dimensionnel, ordinaire et convergent dans 4 qui n’est pas homo-
logue avec division & zéro dans A. Ceci implique, d’aprés le lemme
du N° 12, Pexistence d’un vrai cycle (n—1)-dimensionnel mod m
(pour tout m=2, 3,...) de 4 qui n’est pas homologue & zéro dans 4.
En supposant que le diameétre de A est suffisamment petit, ce der-
nier vrai cycle est homologue & zéro dans M, de sorte que la
dimension mod m de M est =mn. Le théoréme est ainsi établi.

16. Corollaire. La dimension du produit cartésien d’un nombre
fini (o0& d’ume infinté denombrable) d’espaces compacts jouissant de
la propridté (4) est égale & la somme des dimensions de ces espaces.

Pour parvenir 4 ce corollaire, on n’a qu’a s’appuyer sur le théo-
réme %), d’aprés lequel la dimension mod 0 du produit cartésien
d’espaces compacts est égale & la somme des dimensions mod 0
de ces espaces, et appliquer les théorémes 8 #) et 13 de cette Note.

Remarquons enfin que, d’aprés le théoréme du N° 8, la famille
des espaces décomposables en un nombre fini-d’ensembles compacts
de dimension finie et jouissant de la propriété (4) est close par
rapport aux opérations (finies) d’addition et du produit cartésien.
11 résulte en outre du dernier corollaire que, pour ces espaces, la di-
mension du produit cartésien est égale & la somme des dimensions des
facteurs. La classe considérée est par conséquent un ,anneaw dimen-
sionmel® au sens de MM. P. Alexandroff et A. Kolmogoroff®).

%) Cf. L. Pontrjagin, C. R. 190 (1930), p. 1105—7, séance du 12 mai,
ol ce théordme est donné sans démonstration détailleé. Voir aussi P. Alexan-
droff, 1. ¢., p. 166 et 235.

#) On parvient aussi au corollaire 16, sans s’appuyer sur le théoréme 8,
comme il guit: Soient M, My, ..., M, les espaces compacts tels que pour tout
i=1,2,..,n la dimension mod 0 (c. 4 d. la dimension sans torsion) 4,(M;)
de M, est égale & dim M, En vertu du résultat cité de L. Pontrjagin et du
théoréme élémentaire, d’apréds lequel la dimension du produit cartésien ne dépasse
pas la somme des dimensions des facteurs, on a:

dim (M, X My X o X M) < dim My + di M, - ... + dim M=
= Ao(My) -+ Af(My) + oo +8o( Mn) = Ag( My X MoK X M) < dim (M X MyXoX M),
d'od  dim (M, X My X ... X M) =dim M, + dim Mo+ .. + dim M.
a) Cf. P. Alexandroff, 1. c. p. 236.
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