Uber lineare Gleichungen in separablen Riumen

von

M. EIDELHEIT (Lwéw).

In dieser Arbeit werden notwendige und hinreichende Be-

dingungen fiir die Auflésung von Gleichungen der Form

y0= U(X),
mitgeteilt, wo U(x) eine in einem Raum E vom Typus (B)
erklirte lineare Operation mit Werten aus einem Raum G vom
Typus (By)") ist und y, ein Element aus G bezeichnet.

Dies gelingt uns im § 1, unter Benutzung einer Methode des
Herrn S. Banacw, fiir (nicht notwendig separable) Riume, deren
Elemente — in einem spiter zu erklirenden Sinn — lineare
Funktionale eines anderen Raumes reprisentieren, bei speziellen
Voraussetzungen {iber die Operation U(x). Fiir gewisse Riume,
wie (L"), (") (p >1) und (s)?), gelten die oben genannten
Bedingungen ohne irgendwelche Beschrinkung fiir U(x). Mit
Hilfe dieser Sétze stellen wir im § 2 allgemeine Bedingungen fiir
separable Rdume und beliebige lineare Operationen auf. Im § 3
interpretieren wir diese Bedingungen in den Réiumen (), (c), (C)
und (L). Zuletzt geben wir im § 4 einige Anwendungen in ver-
schiedenen Gebieten der Analysis.

§1

Im folgenden werden wir immer, wofern das Gegenteil nicht
ausdriicklich gesagt wird, mit £ einen Raum vom Typus (5) und

') Siehe: S. Mazur und W. Orlicz, Zur Theorie der linearen metrischen
Riume, erscheint im néchsten Band dieses Journal; die Definition eines Riumes
vom Typus (By) findet man auch in meiner ndchsten Note, dieser Band p. 139.

2) Was die im folgenden benutzten Bezeichnungen und Begriffe anbetrifft,
siche: S, Banach, Théorie des opérations linéaires, Warszawa (1932). Dieses
Buch wird im folgenden als Opérations zitiert.
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mit U(x) eine lineare in E erkldrte Operation, mit Werten aus
einem Raum G vom Typus (B) bezeichnen. Die Elemente des
Raumes £ werden mit x, die Elemente des Raumes G mit y und
die linearen Funktionale in G mit Y'(y) bezeichnet.

Nehmen wir an, dafl die Elemente eines Raumes E lineare
Funktionale eines anderen Raumes E’ reprisentieren, d. h. dafi
jedem Paar von Elementen x, x’ (x¢E, x’¢ E’) eine Zahl (xx’)
zugeordnet ist, die folgenden Bedingungen geniigt:

1. bei festem x ist (xx’) ein lineares Funktional in E’;

2. fiir jedes lineare Funktional f(x’) in £’ gibt es ein Ele-
ment xcE, so daB f(x’) =(xx’) fir x’¢E’ und |f|=|x]| ist;

3. bei festem x’ ist (xx’) ein lineares Funktional in £, dessen
Norm gleich |x’] ist.

Als' Rdume £, E’ kann man z. B. () und (cp), (m) und (J),
(M) und (L) u. s. w. nehmen.

Es sei eine Operation

y=U()

in E erklirt von der Eigenschaft, daB es fiir jedes Y (y) ein Ele-
ment x’¢ £’ gibt, so daf}

6)) ' YU ()] = (xx’) fiir xeE
ist.

Satz 1. Damit die Gleichung
) Y= U(x)

eine Losung x in E mit |x| <M, wo M>0 eine gegebene Zahl

ist, besitzt, ist notwendig und hinreichend, daf fiir jedes Y(y) die
Ungleichung

©) 1Y (o) | < M| X|
bestehi, wobei X(x)=Y[U(x)] gesetzt wurde.

Beweis. Ist Xgs | %y | < M eine Lésung von (2), so hat man
fir jedes Y'(y)

Y (g | =Y Ul = | X () [< M| X],
womit die Notwendigkeit von (3) bewiesen ist.

Es sei nun M eine Zahl die der Ungleichung (3) geniigt.
Bezeichnen wir mit / die Menge der Punkte x'e E’, fiir welche
es ein Y(y) gibt, so daB (1) besteht. Da (xx) nach 1. in Bezug
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auf x’ additiv und homogen ist, so ist H linear. Wir erkliren
pun in H ein Funktional @(x’) indem wir fiir ein x’, welches
dem Funktional Y (y) entspricht,
4) P (x")y =Y (yy)
setzen. Dieses Funktional ist eindeutig bestimmt, da aus Y, [U(x)]
=Y,[U(x)] nach () |Y,(y,) —Y,(y)| =0 folgt. Beriicksichti-
gen wir ferner 3., so ergibt sich aus (3), daB ¢(x') auch linear
in H mit |p, | <M ist. Folglich3) gibt es ein lineares Funktional
O(x") in E’, so daf}
) O (x)=g¢(x") fir xXeH; |[0|<M
ist. Nach 2. folgt daraus die Existenz eines x,¢ £ mit |x,|< M,
so daf}
{6) (xpx") = @ (x") fir x'¢ E’
gilt. Lassen wir hier x” die Menge H durchlaufen, so bekommen
wir nach (1), (4), (5)

YU (x] =Y (y,)
fir jedes Y(y) und folglich U(xy) =y,-

Bemerkung 1. Der bewiesene Satz gilt auch ohne spezielle
Voraussetzungen iiber die Operation U(x), wenn der Raum £ die
folgende Eigenschaft besitzt: :

Wird mit £ der zu E konjugierte Raum aller in E erklérten,
linearen Funktionale 7(x) bezeichnet, so ist jedes lineare Funktio-
nal @(f) in E von der Form

O(f) =F(x)), x,€kE.

Als Raum E’ k&nnen wir dann nimlich den Raum £ nehmen und
(xx’) = f(x) setzen. Die Voraussetzung iiber U(x) ist in diesem
Fall von selbst erfiillt.

Die obige Eigenschaft besitzen die Raume (), (L"), (p>1)
und der Raum (s)*) vom Typus (B,). Fiir den Raum (s) nimmt die
Bedingung fiir die Losbarkeit der Gleichung (2) die Form

) Y(yp) =0, wenn Y[U(x)]=0 ist,

%) Vgl. Opérations, p. 55, th. 2. .
1) Vgl. Opérations, p. 50, th. 11. und S. Banach, Teorja operacyj, War-

szawa (1931) p. 62, twierdzenie 4.
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an. Diese Bedingung sichert nimlich die Eindeutigkeit des im
Beweise des Satzes 1 erklirten Funktionals o (x"), seine Lineari-
tit aber folgt hier aus der Additivitit?).

Bemerkung 2. In analoger Weise bekommen wir oline
spezielle Voraussetzungen iiber den Raum £ und die Operation
Uf(x), wenn G ein Raum vom Typus (B) ist, den folgenden Satz ),

Satz 2. Damit es fiir ein gegebenes lineares Funktional
X(x) in E und eine gegebene Zahl M > 0 ein Y(y) gibt, so dap
die Gleichung

X)) =Y[U)] fir xeE, |Y|<M
besteht, ist notwendig und hinreichend, daf
8) [ X | < M| UE)|, fir xeE
gilt.

Es geniigt im Beweise des Satzes 1 statt der Menge H die
Bildmenge der Abbildung y==U(x) zu nehmen,

9 (y) = X(x) fir y=U(x)

zu setzen und dieses Funktional zu erweitern.

§2.

Es sei eine Operation U(x) im Raume (/) der absolut kon-
vergenten Reihen erklirt, und eine Zahlenfolge {} mit & >0,
& — 0 gegeben.

Hilfssatz 1. Damit die Gleichung

® Y= U(x)
in (I) eine Losung x, =370 mip
o | £0]
(10) 2—-—<1
n=l ‘n

besitzt, ist notwendig und hinreichend, daf fiir jedes Y(y) die
Ungleichung

%) Loc. cit. ¥) p. 62, twierdzenie § und twierdzenie 7.
%) Anf diese Folgerung hat mich Herr S. Mazur aufmerksam gemacht.
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(11) 1Y (yp) | <supe,|a,|

n==],

n=n?

besteht, wobei Y[U (x)]= 3'a & x=2§" gesetzt wurde").
n=1

n=l\

o0
Beweis. Es sei xo=Z§fP) eine Ldsung von (9), die der
=]

Ungleichung (10) geniigt. Wir setzen

=2 $9=0, kn, =15 y=U() (=1,2,..)

n ?
n==1

und betrachten die Operation
V(x) :——Z’gn 8,,]],, )
n=:1

die den Raum (/) auf G abbildet. V' (x) ist linear und geniigt,
wegen & — 0, der im Satz 1 iiber die Operation U(x) gemach-

ten Voraussetzung. Da U(x) = 3 £,y ist, so besitzt die Gleichung
n==]

12) Y=V ()
© E(O)
die Lésung x == 3'"" und es ist nach (10) | x| < 1. Wendet man
n=l "n

jetzt den Satz1 an und beachtet man,daB Y [U(x)] = 28 Y(y)und

n=1 .
da fiir X(x) =Y[V(x)], | X| = sup e |Y(y,)| ist, so bekommt
man (11).

Nehmen wir jetzt an, dafi die Folge {¢} der Ungleichung
(11) gentigt. Fiir die Gleichung (12) sind dann die Bedingungen

des Satzes 1 erfiillt und folglich gibt es eine Losung x =3¢

n==l

® .,
) Wir bemerken, dafl es fiir eine absolut konvergente ReihenélEn immer

eine Folge {e,} mit e, > 0, e, 0 und sogar €, 2t (n=1,2,.,.) gibt, so

@ | §,
daBZ’l |

a=l &,

gibt es eine derartige Folge {e,}, welche die Ungleichung (11) erfiillt.

<71 ist. Besitzt also die Gleichung (9) tiberhaupt eine Losung, so
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von (12) mit S’[§nl\<1. Die Gleichung (9) besitzt dann die L&-

n=l
(0
2 . . ’ L &S
sung xoz‘z,';io) mit §,(!0)=sn§n und es lstzl " |

n=1 n=1 ‘n

<1, w.z. b.w.

Es sei nun E ein beliebiger separabler Raum. Offenbar gibt
es dann eine beschrinkte Punktfolge {x } und eine Zahl M >0,
so daf fiir jedes in £ lineare Funktional f(x) die Ungleichung

(13) |F1< Msup | f(x,)]

n=l1,2,...

gilt.
Hilfssatz 2. Damit die Gleichung
14 5=U@

eine Lésung in E besitzt, ist notwendig und hinreichend, daf es
eine Zahlenfolge {e.} mit ¢ >0, ¢ — 0 gibt, so daf fiir jedes
Y(y) die Ungleichung

(15) 1Y (yo) | <_§}1123 e | YU (x)]]
besteht. T

Beweis. Betrachten wir die Operation
02 0
TR=2"Cx, z=2"Lc®),
n=1 n=l

welche den Raum (/) auf den Raum £ abbildet. T'(z) ist wegen
der Beschriinktheit der Folge {x,} linear. Ist ferner f(x) ein be-
liebiges lineares Funktional in £, so gilt fiir g (@) =f[T ()],
|g]=nﬂ1;2) [f(x)]. Folglich ist nach (13) |/l <M|g| und nach

einem Satz des Herrn Banacu®) bildet die Operation 7' (z) den

Raum (/) auf den ganzen Raum E ab. Daraus folgt, dafl die

Gleichung (14) dann und nur dann eine Lésung in E besitzt,

wenn die Gleichung ‘
Yo=U[T ()]

eine Losung in (/) besitzt. Nach dem Hilfssatz 1 ist das dann
und nur dann der Fall, wenn es eine Folge {e,} mit &, >0, ¢ —0
gibt, so dafl (15) besteht, w. z. b. w.

§) Opérations, p. 146, th. 1.
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Definition 1. Eine Punkifolge {e } nennt man eine Basis,
wenn jedes Element x eine Enfwicklung won der Form

]
x=2ce,
n==l

wobel ¢, Zahlen sind, zuldft; die Kc;efizz'enien ¢, sollen eindeutig
bestimmt sein.

Man beweist, daff dann
(16) y= &%) (i=1,2,...)

lineare Funktionale sind ®).

Definition 2. Eine Basis {e,} nennen wir ausgezeichnet,
wenn sie die folgende Eigenschaft besitzt: sind n und m > n zwei
natiirliche, &, %y ,..., 4 und ._ beliebige Zahlen, so ist

a7 | e +re+. ..+ e +1 e I}/]),lel-l—lzez+..+lnen|.

m-m

Hilfssatz 3. Besitzt der Raum E eine ausgezeichnete Ba-
sis {e,}, so besteht fiir jedes in E lineare Funktional f(x) die

Gleichung Fl—limf |
= lim s

wobei f, (x) = i’ f(e) g,(x) gesetzt wurde.

i=1
Beweis. Da f(x) =lim f, (x) fir xe¢ £ ist, so haben wir

(18) || < lim [f, .

n-—>o

Anderseits ist, wenn wir s (x) = 2'g,(x) ¢, setzen, £, (x)= f[s,(x)]

i=1

und daher |£,(0)[<|f].]s,()[<|f].|x], da nach (17) |s,(x)]
& |x| ist. Aus dieser Ungleichung folgt, da sie fiir jedes x gilt,

£ 1< I/l (n=1,2,...)
was zusammen mit (18) die Behauptung ergibt.

Definition 3. Eine Basis {e,} nennen wir eine normie-
rende Basis, wenn es fiir jede natiirliche Zahl n eine endliche
Folge von Elementen

gy Uygsenes Uy mit |u | <K (K>0; n=1,2,...; i=1,2,..,m,)

9) Opérations, p. 111.
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gibt, so daf fiir jedes lineare Funktional f(x)
(19 il =max /e,
gilt.

Hauptsatz. Es besitze der Raum E eine ausgezeichnete
normierende Basis. Damit die Gleichung

(20) Y= U
eine Liosung in E besitzt, ist notwendig und hinreichend, daf} es
eine Zahlenfolge {&,} mit &, >0, & — 0 gibt, so daf fiir jedes
Y(y) die Ungleichung
(1) V(g < supe | X |
besteht, wobei X (x) =Y [U(x)] gesetzi wurde.

Beweis. Setzen wir _
(22) x,=u,  fir n<m,

X =y fir n=m+my+..+ m+;j (1<) <mk+1),
so ist die Folge {x } beschrénkt und nach dem Hilfssatz 3 ha-
ben wir fiir jedes lineare Funktional f(x)

£l ‘—';:slugnl.f ()]

Demzufolge besitzt die Gleichung (20) nach Hilfssatz 2 eine
Lésung dann und nur dann, wenn es eine Zahlenfolge {€} mit
g,> 0, §—0 gibt, so daB fiir jedes Y(y) die Ungleichung

(23) Y (g | < < sup & |V [U(x,)]|

besteht. Dies ist aber mit (21) aquwalent Denn ist (23) erfiillt,
so geniigt es

¢, = max ¢, und allgemein &, = max &
ISnSml n=m1+...+ml,_ -7
l&JSm

zu setzen und (19), (22) zu beriicksichtigen, um (21) zu erhalten.
Umgekehrt, wenn (21) erfiillt ist, so setzt man

&n=2¢, fiir n<m,
&= Erta fir n=m+my+..+m+j (I <i<my ),
und bekommt (23).

Bemerkung 3. Die in (21) vorkommende Folge {¢} ist,
wie aus dem Beweise des Hilfssatzes 2 folgt, nur von der
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. Lésung x, und nicht von der Operation U(x) abhiingig. Nehmen

wir an, wir wissen, dafl x, eine Losung von (20) ist und wir
wollen die entsprechende Folge {¢} direkt bestimmen. Es muf}
dann fiir jedes in E lineare Funktional f(x)

Q4 £ | < supe, | £,]

sein und das geniigt auch, da Y(yo) =Y [U(x,)] ist.

Wir wahlen zu diesem Zweck nach (16) eine wachsende
Folge natiirlicher Zahlen {NV,}, so daf

& | %
(25) | g (x)e] < —Q—Q—L— (N=0, k=0,1,..)
i=Nk+1
sein soll und setzen sodann

(26) & = I2 %] fir N,<n <N, 1 (k=0,1,...).

Ist nun f(x) ein beliebiges lineares Funktional, so kénnen wir
nach dem Hilfssatz 3 eine natiirliche Zahl N mit

1
@) [l > 5 1]
bestimmen. Es sei
28) N <N <Ny,

Nehmen wir an, dal

(29) |f(xp)| > &1/, (n
sei. Nach (16) haben wir dann

|

1,2,...N)

N N

A B
(xo)~2'g,(xo)f(e)~—2+2+ vt 2+ X

i=1 1‘—‘N+1 i=N +1 i:Nk-l—l

=le($ g.)e) + 1o Nzig,,(xo) &)+t ( 2 g )+ f( 2 5.(w)e)-

Da aber die Basis {e} ausgezeichnet ist, so ist weiter nach (25)

I o[ |x0|
1< U |3l + 1o | |5

e =
Nach (26), (28) und (29) folgt daraus
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|xn|

]f(xo)l 9 !f(xo)l'l' 4 If(xo)l'l" + lf("o)l"{_ Ifl 22k

oder L 1161 < L5

so bekommt man

. Beriicksichtigt man jetzt (27) und (28),

lf(xo)‘ Ile lkgll ‘fnlaN‘

Die Folge (26) geniigt demnach der Ungleichung (24).

§ 3.

Wir werden jetzt den Hauptsatz auf einige Riume an-
wenden 10),

1. Der Raum (c)) der gegen Null konvergierenden Zahlen-
folgen,

Die Folge {e },
e, =", V=0 fir k& n, =1 (n=1,2,..)

bildet hier ersichtlich eine ausgezeichnete Basis. Ist f(x) = 2 af,,
k==1
(x={§,}) ein beliebiges in (c) lineares Funktional, so ist

|f.|=2"!a,|. Daraus ergibt sich

k=1

Ifn[zmax]f(alel+a232+...+anen)|,

wobei das Maximum sich iiber alle Systeme (@), @y,..., @) mit
@==%x1 (k=1,2,...,n) erstreckt. Die Basis {e} ist daher
eine normierende. Es gilt also der

Satz 3. Damit die Gleichung
=U(x)

in (Co) eine Lésung besitzt, ist notwendig und hinreichend, daf8

es eine Zahlenfolge {&} mit &, >0, e~ 0 gibt, so daf fiir jedes
Y(y) die Ungleichung

1% Vgl. zu diesem § Opérations, p. 59—68.
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Y (9] < _Supakflakl

besteht, wobei Y[U(x)]= 2 a,&, geselzt wurde.
k=1

2. Der Raum (c¢) der konvergenten Zahlenfolgen.
Setzen wir e;={&,}, §=1 (k=1,2,...), so bildet die Folge
e €5+ eine Basis. Ist

fO=ai+ a6~y c={) lin§=9
k=1 —>®

ein beliebiges in (c) lineares Funktional, so hat man

n—1 n—1

!fn|=|ao—k£akl+k~§lakl'

Man iiberzeugt sich demnach, ebenso, wie im Fall des Raumes
(c)), daB die Basis e, e,,..., e,,... cine ausgezeichnete und nor-
mierende ist. Wir haben somit den

Satz 4. Damit die Gleichung

Jo— U(x)

in () eine Lésung besilzt, ist notwendig und hinreichend, daf es
eine Zahlenfolge {& } mit &, >0, ¢—0 gibt, so dafi fiir jedes
Y(y) die Ungleichung 1 .

]Y(yo)l sups {Iao Zakl'*',z"akl}
besteht, wobei Y [U(x)] =a,§ + 2 a,(5,—&) gesetzt wurde.
k=1

3. Der Raum (L) der in {0,1) integrierbaren Funktionen.
Hier bildet das Haarscue Orthogonalsystem eine Basis').

-Man kann leicht zeigen, dafl diese Basis eine ausgezeichnete und

normierende ist. Wir gehen aber darauf nicht niher ein, da wir
direkt einen Hilfssatz beweisen werden, welcher uns einen allge-
meineren Satz auszusprechen erlauben wird.

Hilfssatz 4. Es sei
n n n (n ")
@0, ), 0= P <=1

1) Siehe: J. Schauder, Zur Theorie stetiger Abbildungen in Funktional-
rdaumen, Math. Zeitsch. 26 (1927), p. 50.
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eine normale Zerlegungsfolge des Intervalls 0,1, (d. h. es sei

lim max (z‘(") t(")) 0); dann ist fiir eine beliebige in {0,1)

n—w i==l,2,,

beschrankz‘e Funktzon g®
t(u)

wesenthc}(l)e obere Grenze |g(H)| = sup ~—@——~—(~n)— . [g ® dtl
== ey e S B )
Beweis. Wir setzen zur Abkiirzung M= wes. ob Cu lg@].
Offenbar ist
e

Yoo z‘“’ I[g(t)dtl (R=1,2,...; i=1,2,...,m).
-1 t(")

Anderseits gibt es fiir ein beliebiges ¢ >0 mit ¢ < M eine
mefBbare Menge A mit [A]>0, so daB |g ()| > M —= fir tc 4
ist. Bezeichnen wir mit 4, bzw. 4, die Menge der Punkte von 4,
fir die g(®>>0 bzw. g(t)<0 1st Eine dieser Mengen, z. B.
A, hat ein positives MaB. Es sei # ein Punkt von A, von der

chhte 1. Es ist dann fiir gentigend grofie n, wenn t¢ (t(_l, t("))z d
o

wgr froal> 3 (1= /)

> — ‘ A I M— 8)——L—i’—M>M—28
|d] 1] ’
woraus die Behauptung folgt.
Satz 5. Damit die G'leic/zung
= {(x)
in (L) eine Lésung beszlzt, zsi notwendig und hinreichend, daf
es eine Zahlenfolge {s,} mit &, >0, £, —0 gibt, so dafi fiir jedes

Y (y) die Ungleichung
t(")

| Y (g =S 51“5’ ST (n) n ,fh @ dtl

i=1,2,., my, _1 i(")

1
besteht, wobei YU (x)] = f x() h () dt, x=1x(t) gesetzt wurde.
A 0
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1
Beweis. Ist f(x)= /x (® g() dt ein beliebiges, in (L) line-

b
ares Funktional, so ist |f| = we%.sob. Gr. |g(®| und nach Hilfs-
=1

satz 4 hat man, wenn man fiir (n==1,2,...; i:1,2,;..,mn)

n 1 n n
uf)(t):w (tﬁ_’lgt\<tf)),
. i i—1
sonst u{” () = 0
setzt,
Ifl= “sup |f(u‘"’)] und e |=1 (r=1,2,...; i=1,2,...,m).

x'—‘l 2

Der Satz 5 ist demnach eine Folge des Hilfssatzes 2.

4. Der Raum (C) der in {0,1) stetigen Funktionen.

Hier bildet das Scuaupersche System eine Basis!?). Man
kann zeigen, daf} es bei entsprechender Anordnung eine ausge-
zeichnete und normierende Basis ist. Wir verzichten aber wieder
auf den Beweis, da wir direkt eine Formel beweisen werden, die
einen allgemeineren Satz auszusprechen erlaubt.

Es sei g(*) (0 #< 1) eine Funktion von beschrinkter Va-
riation. Wir setzen

SO=gt+0 0<t<), g0)=g0), gM=g).

Die Funktion g;(#) ist, wie leicht einzusehen ebenfalls von be-
schrinkter Variation, unterscheidet sich von g() héchstens in

-einer abzdhlbaren, im Inneren des Intervalls (0,1) liegenden Menge

und’ ist in jedem Punkt ¢ mit 0 <#<1 rechtsseitig stetig. Ist
0=1£<#<...<t =1 irgendeine Zerlegung des Intervalls (0,1,

so setzen wir
f g@®dt

fg(t)df|

m—l

(gt by eans L) ‘mfg(t)dt—g(())l-i- +‘

ti"tf—lz[g(t)dt'Jr"’“L‘g(l)—tm 1
i—1

) Loc. cit. 1) p. 48.
Studis Mathematica. T. VI. 9
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Hilfssatz 5. Ist (&7, &7, ..., z‘f:i) eine normale Zerle-

gungsfolge des Intervalls < 0,1 >, so ist ™)
Tim v (g5 4 19, 47, ., ) =V, (gy).

Beweis. er zeigen zuerst, daf} Vo1 (g,) die obere Grenze
der Zahlen v(g;t,t,...,%,) ist.

Es ist namlich zundchst fiir eine beliebige Zerlegung
v(gilpty.. s £ )=v(g sty tyyoney £ )
Setzen wir nun '

& () =g,0)+ P) — N(),
wobei P(¢) bzw. N(f) die positive bzw. negative Variation der
Funktion g,(f) bezeichnen, so ist
'U(g)to:tp“-, m \'U(P: 0 &, ... t)+'U(N, 0 L --,tm)-

Da aber die Funktionen P(#) und N(#) monoton wachsend
sind, so haben wir weiter

v(Psiyty .ot )=PQ1)—P(0), v(N;t,t peenr b ) =N{1)—N(0).
Daraus bekommen wir, wegen Vo ()= VO P+ Vo1 ),
(31) V(g e ens ) <V (gy).
Anderseits gibt es, fiir ein beliebiges &> 0, Punkte
0=% <4 <...9 =1, so daB

62 Vmwo—gqu>vww—a

io=s

ist. Ferner kann man, da fiir O <e<1

{S‘—»a—} 0f— fgo(t)dt-go(a)

gilt, Punkte z, mit 9, <z, < ¥, i1 (=1,2,...,r—1) so wihlen, daB

(33) s =

r

ﬂiﬁjgwﬂ—g@y+

13) Mit Vo (go) bezeichnen wir die Variation von 20 in <0,1>; die daraus
folgende Relation hm o (03 t(") t(") . 1‘("))—-Vl (%) gilt allgemein fiir eine

Funktion g(f) mit hesehrankter Variation, fiir die stets die Ungleichun g g(t—0)
<) <g(t+0) baw. g(t—0)>g(f) >g(t+0) besteht.
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7 B
Hdt 1
7 Ago() %_1—*5‘;_1?] go(t)dtI—l—...

11—

+&m——*-f&wa>2%w>&w4

r— i=1

ausféllt. Setzen wir nun t2i = t=1,(=1,2,...,r =1),

t,==0, ¢, _, =1, so ist wegen
T, —# 3 —~—,_ f I

%
1 D e —
'”;"‘“’\i(_ Ty —1 f

*| &—T_l‘f- /—l

9.

i—1
v (Gyilptyye e ortyg) > s,
und folglich nach (32) und (33)

v {gpilprtyse ey ty_1) > V()l(@'o)_?‘S
was zusammen mit (31) die Behauptung ergibt.

Nun bemerken wir, daBl, wenn man von einer Zerlegung

~(pt,...,t ) zu einer anderen, in welcher die Punkte &y t .

ebenfalls Tellpunkte sind, Gbergeht, die Zahl v(g,;1, t )
nicht kleiner wird. Um dies nachzuweisen, diirfen wir offenbar
annehmen, daB nur ein einziger Teilpunkt hinzugefiigt wurde. Es
ist dann zu zeigen, daf} fir e <g<r <<y < d

(34) ‘ﬁfgo(t)dt—g—i——éfgo(t)dt]—k)y_}z—;jygo(t)dt
8 « 7

_7__1_.79{3 7g(;(t) alt! \<l;__17?fg0(t) dt--;sr—_l—ajgo(t) dt'

+Iy [go(f)df— iﬁjgo(i)dil
#

ﬂ;:ﬁgwﬂ—;}ﬂzwq
; ;

gilt. Nun ist
g+



132 M. Eidelheit.

b z _
;’iﬁﬁ]_?—lﬂg L;( — f_f—ﬁ[)

und daher ‘
7 1
7'—Tf T-—ﬁf |+
i

1 1
T p};[_ﬁ_aa/

—8

SE=
’r—ﬂ[ — ]\ymﬁ
Ahnhch bekommen wir

16-;f < la—yf ¢l e,

Addiert man die beiden letzten Ungleichungen, so erhilt man (34).
Nun kdnnen wir zum Beweise des Hilfssatzes {ibergehen. Es

sei € >0 beliebig gegeben. Wir wissen schon, daf} es eine Zerle-

gung (upu,...,u)) desIntervalls €0,1) gibt, so daB fu(go ; uo, Deenstl)

>V, (g) —e lst Da die Funktion g, (#) héchstens in einer abzahl-

baren Menge unstetig ist, kann man Punkte 0 = u, <u, <... <u=1

geniigend nahe den Punkten ug, uj,...,u, wihlen, so dafi g (¢ in

up, Uy ..., u,_, stetig ist und daB

(35) v@o;uos up'-"us)>Vol (go)_28

gilt. Es gibt dann eine Zahl >0, so daB fir o, <u,<g,
gi—oa,<n (i=12..5s—1)

s—1

(36) 2

i=1

ﬁi
1 1
ﬁ_%f%wﬂ—%_

i

z f gro(i)dt' <&

ist. Wir wihlen nun eine natiirliche Zahl ng so dafl fir n>n,

(7 (2 <n, 2" — ) <w—uy_,
(=12,...,m; k=12,...,5)

ist. Aus der zweiten Ungleichung folgt, daB fiir n > n, héchstens
einer der Punkte u,u,...,u ', ins Innere eines Teilintervalls der
n-ten Zerlegung fillt und dafl in diesem Fall im Inneren der bei-
den benachbarten Intervalle keiner dieser Punkte sich befindet.

Wir bilden nun fiir n>> n eine neue Zerlegung des Inter-
valls <0,1>, indem wir zu den Teilpunkten t(") z‘(") t(") die

Punkte u, u,,..., u_, hinzufiigen. Die dieser Zerlegung ent-

—f
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. . . ’ - . . .
sprechende Zahl v bezeichnen wir mit o). Zunichst ist, wie wir

gesehen haben,

(38) v>v (gp3 up e« - 1)
Ferner ist

. (n) 4(n) () y (n)
(39) v,—v(gy; by ...,tmn) 24",

r

wobei die rechtsstehende Summe sich auf die Indizes r erstreckt,
fir welche u, ins Innere eines Teilintervalls (z‘(") t(") ) fallt, und

es ist fiir £ < tl(r") <u < tf"_]H < t(") oy (der Emfachhelt wegen

lassen wir im folgenden die Indlzes r und n weg)

u—tﬁf nyﬂ —uf"u—t”

Jay

+\z:—i—z:f—
A ot e f————fl}.
._1f| = ;,/ ==

Nun ist aber, dhnlich wie fruher,
x-—l
& +1
—— = = f I

",
1 '.—
u—t ]
L1

d(") — f

. z+l ur
f u, -——t
und ebenso i
] i
fll v f |
Lo — .+x f f-+z_‘ti+i ti+1—tilv

1-}—1 4
G

=il f |
S Ly — u——t
Aus diesen Ungleichungen folgt

tt(r"-%-

40 < 400 f&mﬂ mf%@m(

i (n)
i,
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Aus (36), (37) und (39) ergibt sich nun fiir n>n,
v, —v(g,; t(()"), t:."), cees t,(:)) < 2¢
Nach (35) und (38) erhilt man hieraus ’;iir n>n,
(g5 85 870, 0) > Vi(g,) — 4,
woraus sich nach (31) der Hilfssatz ergibt,
Satz 6. Damit die Gleichung
Yo=U()
eine Losung in (C) besitzt, ist notwendig und hinreichend, daf

es eine Zahlenfolge{e} mit & >0, -0 gibt d ir
Y(y) die Ungleichung i ! §% so ol fir jedes
RCHES sup &, 0(h; 47, £7),..., 1)
1

besteht, wobei Y[Ux)] = f x(@) dh(®), x=x(%) gesetzt wurde,
b

n) (n) (n)y . e 7.
(t((, y 4 ,...,tmn) eine beliebige normale Zerlegungsfolge des Inter-
valls {0,1) ist und v (h; 20, £7,..., £ durch (30) erkldrt ist
Beweis. Wir setzen

(n) i—1 . n
xin (t) :—;‘1 fiir tf_)l< i< tgn)’

¢
t.— ¢
(ll) J— t+1 e n n
x; (l‘)—-m fiir l‘l( )~< t \< tf—l—)l’
W) fr g ) S
“ x; (&) =0 fir t<<¢" oder t> ti(_*_)l (z=0,l,...,mn)
ir /=0 bzw. i==m_ ist das Inter (£ ™
. £ ( (n) ,(n)
wegzulassen). vl (5 ) bz G i)
Ist nun 1
f=[x®dg(#), x=x()
i
ein beliebiges, in (C) lineares Funkt i
; tional, so ist#) |f|=}!
wo g,(?) wie oben erklirt ist. Da aber, wie leicht elinzusoefxiorz,
)

w1 m,
(7] (g5 j‘()n), il"'), Caay f’::) 220’, fx‘f")(t) dg(f) l __:2, f(x;(n))l
—_ =% "t =0

') Siehe: F. Riesz, Sur les op

Se. Paris, 149 (1900), p., 974977, | . onetionnelles linéaires, C. R. Acad.
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ist, so haben wir nach Hilfssatz 5
mp
[fl=lim | F(x™)]
n—=*0:_p
Setzen wir nun
mp
z, (t;ao' LTERED a:nn)=2aix§n) (t),
i=0

wobei ¢,= 41 ist (i=0,1,...,m), so bekommen wir

2D =max | £ (2,5 0 @,.nns0,)]

=0
wobei das Maximum iiber alle Systeme (e, 0,...,¢, ) mit ¢,;=+1
erstreckt ist. Da ferner stets |z ; o, “1""’am,,|\<2 ist, so ergibt
sich Satz 6 in ganz &hnlicher Weise, wie der Hauptsatz; es ist

mp

dort nur |£,| durch 2F ™| zu’ ersetzen.

=0

§ 4
Wir wollen jetzt einige Anwendungen angeben.
1. Integralgléichungen. Es sei K (s, f) eine im Quadrat{0,1;0,1)
mit der ¢-ten Potenz (g > 1) integrierbare Funktion. Setzen wir

) bl 1
fiir x(t)e(L)(p-l—q 1) 1
(40) g(§) = f K(s,d)x(d) dt;
| J

so bekommen wir 1) eine lineare Operation
g=U(), (x==x(t), y=y(s))
in (L”) mit Werten aus (L7). Ist
. 1 .
V() =[y@Y(s)ds [Y () e(L)]
0

1

ein lineares Funktional in (LY), so hat man Y [U(x)]= [ x () X () d¥,

]

1
wobei X () — f K(s, DY (s) ds ist.
0

15) Opérations, p. 104.
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Aus der Bemerkung 1 ergibt sich nun der folgende
Satz 7. Damit die Glcichung (40) eine Lésung x in (L")

mit f (O dt < MP (M>0 eine gegebene Zahl) besitzt, ist not-

wendzg und hinreichend, daf fiir jede Funktion Y(s)e (L) die Un-
gleichung

1 11
HY () y @) ds <M [|[K(s,t) Y(s)ds|"dt
/ /)

besteht.

2. Lineare Gleichungen mit unendlich melen Unbekannten.
Es sei

(41) Zaik§k=77i (f==1,2,...)
k=1 -

ein System von unendlich vielen Glelchungen mit unendhch vielen

Unbekannten §,. Wir bestimmen eine Zahlenfolge {c} m1’c ¢, >0

so daf alle Folgen \——} (i =1,2,...) beschrinkt sind. Wir
suchen nun eine Losung x={§,} von (41) mit Zlc | <o, Der

Raum (/) dieser Folgen {£} wird offenbar mlt dem Raum (/)
dquivalent, wenn wir

o .
[x]=2]c & |
n=1

setzen. Es gilt daher fir den Raum (le,) ein zu Hilfssatz 1 ana-
loger Satz. Jedes lineare Funktional in ({c,) ist von der Form

f(x) ——2(1" 5, wobei die Folge {‘} beschréinkt und | f| = sup 4,
n=1 n=1 n
ist. Setzen wir nun y={}, so ist durch (41) eine lineare Operahon
y=U(@)

im Raume (lc,) erklirt, mit Werten aus dem Raume (s). Ist
Y(y)——71771+1«2772+ AT,
ein beliebiges in (s) lineares Funktional, so ist

YIU(x)] 22(2'1 aythya+.. .+ 2 @) &pe
k=]
Wir haben daher den
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Satz 8. Damit das System (41) eine Ldsung {£} mit

j["n §,| <oo besitzl, ist notwendig und hinreichend, daff es eine
n=1

Zahlenfolge {&.} mit & >0, &g —0 gibt, so daff fiir beliebige
Zahlen 4,2, ..., (m belz’ebig)

IZ'T]l._i—/('"l’lui*x'm77 | St‘ip Il1a1n+}(2a2n+"'l a I

m mn

o 3. Summationstheorie. Es sei A eine normale Summations-
methode, welcher die Matrix (A)—(ak) mit q, =0, k> i,
a,+0({=1,2,...) entspricht. Es sei (A"’l)——’(b ) die zur Matrix (A4)
inverse Matrix. Eme Folge {n} ist offenbar dann und nur dann
zu 0 mit der Methode A summierbar, wenn das System der
Gleichungen

(42) 2 b,-k gk ==, (i =1,2,.. -)
k=1

eine Losung in (cy) besitzt. Setzen wir x={§,}, y ={n}, so ist
durch (42) eine in (cy) lineare Operation
y=U(x)
mit Werten aus dem Raum (s) erklart. Bezeichnet
Y() =k +hm+...+2, 7,
ein beliebiges in (s) lineares Funktional, so ist

Y[U(x)] :2 ('l1 b]k+ }Vz b2k+ et }‘m bmk) gk_
k=l

und mit Riicksicht auf den Satz 3 ergibt sich der

Satz 9. Damit eine Folge {n} mit der Methode A zu O
summierbar ist, ist notwendig und hinreichend, daf es eine Zahlen-
folge {&,} mit &, >¢,,>0, &, — 0 gibt, so daf fiir beliebige Zahlen
Aphoyuiy o (m beliebig)

[ +Aymy+ o2, 7,1 < gXGZH by +Ayby+ .o+,
n=. m p=]
gilt*®).
4. Das Momentenproblem. Es sei {@,(#)} eine Folge in (0,1)

integrierbarer Funktionen. Wir betrachten das System der Glei-
«chungen

16) Wir benutzen hier die Bemerkung, daf die Folge {¢,} monoton ab-
nehmend angenommen werden darf. (Vgl. die FuBnote 7)).
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1

(43) f xOg,(di=1, (=1,2,..),

)
wo {1} eine gegebene Zahlenfolge ist und die unbekannte Funk-
tion x(?) stetig sein soll. Die Gleichungen (43) erkliren in (®)
eine lineare Operation .
y=U), (y={n} x=x(1)
mit Werten aus (s). Ist
’ Y()=2yry+lymp 4.t 4,m,

ein beliebiges in (s) erklartes lineares Funktional, so hat man
1 1

) YU =[O0 9,0 +...+ 4,0, Old = [x() dg(®
0

b
wobei

45) g@® =f[2'1 ¢, () + 4, P@+.. .+ 4. g, (0)]du
b

ist. Nach Satz 6 erhalten wir hieraus den

Satz 10. Damit das System (43) eine sletige Funktion als
Lésung besitzt, ist notwendig und hinreichend, daf es eine Zahlen-
folge {&} mit & >0, e, —0 gibt, so daf fiir beliebige Zahlen
by dyyooiyd (m beliebig) die Ungleichung

f(")
1

. 1 '
Bty byt 42,7, < sup e, § W}g(t)df—g(mh...
: . W

n=l1,2,...

0 t(g")
1 i 4
1
+! RO fg(l‘)dt—-“t(,,)_tm) fg(t)dt‘ + ...
T i =1,
1(“)
mfl
1
+ ‘g(l)_t(n)_t(n) f g(t)dtl}
m, m, —1 t(n)-1

besteht, wobei g(t) durch (45) erkldrt ist und (&7, £7,..., )
eine normale Zerlegungsfolge des Intervalls < 0,1> ist.

(Regu par la Rédaction le 15. 5. 7936).





