Sur !'interpolation (1)
a par

J. MARCINKIEWICZ (Wilno).

Soit donnée une fonction F(x)- continue ét ,de"'pério_de 2,
D’aprés les théorémes classiques, quel que soit n naturel on peut
former un polynome trigonométrique d'ordre n au plus, coincidant
avec f(x) en (2n41) points différents de I'intervalle (0, 2m). -

On sait que ce polynome est unique ). Son expression ana-
lytique, en général assez compliquée, devient bien simple si
T'on prend pour la base d'interpolation les 2n'+ 1 points
o1 | g=ipti (=0,1,..., %),
c’est-d-dire dans le cas ol l'on définit le. polynome cherché
U, (f, x) par les 2n+1 égalités" R o

0.2 U (hx)=f(x),  (i=0,1,...,2n).
En' effet, soit S A
, Y Q.
0.3 ( " (Pn(i)zl'm
pbur ; T ,_;
2 . 2 . i
l.—z-m—<t<(l+1)m (l‘-—0,1,2,...2n),
alors ?) ,
o Sy .. - R
0.4 U= [ O D=0 dg, ),
0
i Ao ) t
N

2 sin #/

1) Voir p. ex. Jackson [1], p. 109 sqq. ‘ ‘
%) Jackson [1], p. 116; voir aussi Marcinkiewicz [1]. .
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2 ‘ J. Marcinkiewicz.

Si P'on pose

0.5 U(f,x)=

(n) n
a o s
20 + (@™ cos ix+b" sin ix),

i=l1

les coéfficients a et b se trouvent définis par les égalités?)

27
agn)z___}v_ff(t) cos itdy, (1),
0.6 1L
b@=?ff@gﬂmﬂat
0

On remarque une grande analogie formelle ‘entre l'expression
(0.4) et la somme partielle d’ordre n de la série de Fourier de
la fonction f:

27
0.7 gmg:%fﬂnqu—nw.

En partant de cette remarque j'essaye de développer la
théorie des polynomes U (f, x) parallélement a celle des séries
de Fourier.

Dans cette note je m'occuppe seulement des fonctions con-
tinues. En particulier, les paragraphes 1 et 2 contiennent les
théorémes négatifs sur la sommabilité forte et ordinaire de la
suite U, (f,x), les paragraphes 3, 4, 5 les théorémes positifs
relatifs & la convergence, enfin au paragraphe 6 je donne la
résolution positive du probléme de la convergence ,en moyenne“.

Le dernier paragraphe est consacré a I'énoncé de quelques

questions restant ouvertes,

§ 1

Théoréme 1. On peut définir une fonction f(x) continue

et de période 27 de sorte que l'on ait pour x =0, 27

N
1.1 ALAVEESIOIETIY

% Jackson [1], p. 115,

Sur Pinterpolation I, 3

L.a démonstration4) résulte immédiatement du
Lemme?®). Pour chaque v> v il existe une fonction f,(x)
vérifiant les conditions suivantes:
1.2 0K/ (<1
1.3 la suite U (f,) converge uniformément quand n—;
1.4 pourchaque x& 4,=(0, log ~' )+ (m—log ~*v, 7 +log ~w)
'+ (2m —log —'hv, 2%) ef pour x = il Y aun enfier n(x) <n,

pour lequel
n{x)

2 I Ul(fu x) | > An(x)log‘/z v,
i==]

olt A ne dépend que de Vo

Désignons pour chaque p impair par R (x) et R (x) respec-
tivement le systéme des points x;== 2% i[p contenus dans le seg-
ment (x, 2) et le systéme des points X, = 4w i/p contenus
dans le mé&me segment. Soit n,=(2v + 1), n=n}_, (i==2,3,...).
Nous allons définir la fonction f(x) =F£, (x) dans les points des
systémes RP (0) pour n, < p K (dn,+1) (=1, 2,...%) et
p impair. :

‘Posons
1.5 f(x)=1 pour x¢ RF'(QTE), p impair et n, < p < (4n+ 1),

f(x) =0 pour les autres xe R, (0).

Cette définition est univoque. En effet, Pégalité x =i[p =j/g
pour p et ¢ impairs entraine que i et j sont en méme temps
pairs ou impairs; cela veut dire que le point 27tx ou bien
appartient 3 Rl: (2m/v) et & R (27/¥), ou bien n'appartient ni
a R (2nf») ni a R (2m}v).

Supposons que l'on ait défini déja f(x) aux points x€R (0) pour
n<p<L@n+1), (i=1,2,..., k—1) et soit n<p<(4n,+1),

p étant, comme toujours, impair. Posons
1.6 F(x)=1 pour xe¢ R (&k—),
f(x)=0 pour les points xeR, (0) en lesquels la fonc-

i) La démonstration est empruntée & M. Kolmogoroff; voir Kolmogo-
roff [1]. Voir aussi Marcinkiewicz [1]. _
%) Le symbole x€FE signifie que x appartient & lensemble E; x€E
signifie que x n’appartient pas a E, ‘
1*



4 J. Marcinkiewicz,

tion f reste encore indéfinie 9). On prouve facilement que cette
La fonction f(x) etant ainsi définie aux pomts xeR ,(0),
n<p<(4n+1), (=1,2,...7), nous l'admettons lméalre
dans les segments conhgus a ces points.
La fonction ainsi construite jouit évidemment des proprié-

tés (1.2) et (1.3), et il nous reste & prouver (1.4).
, Smtdoncxed,,,(z-—l)—gf—<x< 2: y n, < p<<(4n,+1)
et U,=U,(f, ). |

179 10y W=|+ f £ D:_ (x—1) dg,_, (0|
. 3 )
. v
= |sin 5= f O —2— d(p,,_l |
2sin 2
17 1] |
>l f 1= f £®) D,y dg, | = A, () +B, (o)
2 v 2 2
Il est faclle devaluer A (x). On a
M-I-lz%w
18 4 (0> [sm px 1f SO dq)p_l(t) A|sm-~x|log v,
2:'!5

-
ol A désigne une constante qui ne dépend que de »,. D’autre
part il y a au plus (4n,_, + 1)2 points ¢ ¢ R, (0) tels que #< 27ify
et (90, et comme, & l'exception des deux les plus pro-
ches, la distance de chaque de ces pomts au point x surpasse

V27

(m) , on obtient

9 Certalns xER (0) peuvent appartenir 2 plusieurs systémes R (0)
avec g < p..

7) Cette formule subsiste seulement pqur x€ RP (0), mais la formule 1.8

est juste aussi pour x¢ R’J {0), car on'a alors sin —’Zi x=0.

Sur Uinterpolation 1. 5

. -1 1 -5
| B, (0| <(@n,_; +1)%. sin™" (m) n +'2.27W§B:
ou B désigne une constante absolue.

I s’ensuit
1.9 [Uu(x)[ A|sm—-]10gv—-—-§
et
: o 4n 1
1.10 2 | U _1(x)| 2 ]sinpz—xllogv-—-QniE.
o p=1 =1 p=n, 41 .
2 p impair

On prouve facllement que Phypothése (pour x € 4)

1.11 | sin 7 | < s log =" »
entraine . '
1.12 "~ |sin (—é’—*{-l) x| > s log=" v,
- En portant cette évaluation dans (1.10) on trouve
2n,
113 . 2U@|>4 10g"=v.2n.-—-§.2n..
p=1

Pour » assez grand I'inégalité (1.13) équivaut a

114 Sk U,(x)|> A logv.2n,.

p=1l
On prouve aussi une inégalité analogue a (1.14) pour
x =1, donc l'inégalité (1.4) se trouve entitrement établie.

§ 2.

Dans ce paragraphe nous prouverons le

‘ Théoréme 2. Il existe un point x=x, et une fonction
continue f(x) telle que

21 lim |~2U(f,xo>l—oo

Nous nous bornerons & démontrer le

L.emme. Pour tout intervalle (z, 8) on peut définir une
fonction continue f(x),|f| <1, satisfaisant pour une valeur parti-
culiere x = x,¢ (@, f) et un certain indice n d l'inégalité
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2.2 I_Z 4,(](,-7‘0)’>M’

'l—l
M désignant un nombre quelconque donné d’avance.

Choisissons un nombre premier ¥ assez grand pour qu’un des
segments (24, 27y, (21 +1)2 n|»), soit (@', §), se trouve dans (q, £).
Soit n un entier remphssant I'inégalité log n > Mv. Nous allons
définir la fonction f aux points de R, («") pour p impair < 2n +1.
Si le nombre impair p n'est pas divisible par #, nous poserons
tout simplement f(x)=0 pour x€R, (¢'). Nous poserons aussi
f(x) =0 dans tout point x € R (¢') n’appartenant pas a R (¢').

Si p est divisible par v et xe R (2), alors

2i. "

p
ol p’v‘3= p, et les entiers i, p’ sont premiers relativement 4 ». Nous
poserons f(x) =1 si @ < g et f(x) =0 dans le cas contraire.
Soit encore f(x) =0 dans le segment (0, ¢') et linéaire dans les
segments contigus aux points de R (¢'), On prouve facilement
que cette définition de la fonction f(x) est univeque.

Remarquons que pour p premier relativement & », et ne
surpassant pas 2n+1, on a identiquement

2.3 U_(x=0.
2

2n

X ==

Considérons le point x = x,=a’ 4

1 .
Tl et soitp < 2n+1
divisible par »; alors

an o1 ®
2n

in P
2.4 U_1(f’ )~._s.1r12(210 ” +2 +1)/f(t)—2:::}—:
2

1 2z d‘pp_l ®
=Si“(%2n+ ) f(f)_ avec a'==21'0—2—;—r—-.
a 2 sin 5 _

Il en résulte que pour 1 <<p<n les U,(x) sont de méme

signe. En vertu de la formule (24) on trouve pour p divisible
par »

k
~

25 I_&M A-L.log p,

done

Sur l'interpolation 1. 7

2.6 |)jU(x)|> S A.nldogn>A.M.n,

p=1

olt A et A désignent deux constantes absolues. M étant arbi-
traire donné d’avance, la formule (2.6) équivaut a (2.2).

§ 3.
Théoréme 3. Sila série de Fourier de la fonction f(x)

converge absolument, alors la suite U (f, x) converge unifor-
mément.

Démonstration. Soit

3.1 f(x)-— + )_—,’ (a,cosvx+b, sanx),

P

S, (x) =%+ Z’ (a,cosvx+b,sin x),

p==]

a(n)

U, (f, ) =

+ 37 (@™ cos v x + 8 sinv x).

y=1

D’aprés les formules (0.6)%) on a

‘ 27
W1 S
3.2 q () ff(t)cosvt dyp,(t)=a, +‘% (@ naytr T O ngty—a)s

2
m__ 1
bf')zgff(t)smvtdgo @) =5, + 2 Guant e — Bramyy o)
0
" Les égalités (3.1) et (3.2) donnent

3.3 |U,(h0—S,m|< 3 Y |ai(2n+l)j;'v|+lbt(2n+1);tvl

t==1 ¥=0
= (5 la,l+1b,)—0.
v=p-}+1
On prouve par la méme méthode le
Théoréme 4. Si la fonction f(x) continue et impaire admet
les coéfficients de Fourier decroissants et d’ ordre o(n—') alors
la suite {U (f, x)} converge uniformément.

8) Ces formules sont connues; voir p. ex. Jackson [1], Tonelli [1},
Marcinkiewicz [1].
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Démonstration. Remarquons que la série de Fourier
d’une fonction ‘remplissant les conditions du théoréme converge
uniformément. Il en résulte qu'il suffit de prouver la convergence
uniforme vers Z€ro de la suite {U (f,x)—S W x);

Or on a, dapres les formules (3.1) ef (3.2)

34 lUn(.f’x) (f:x)l 2 Z'bi(Zn-{-l)-}—v 61(2,,+1)_1,l

Cov=0 t==1
2n-|'1

< 23 0(1)
'U—_—-n—l-l
| § 4
Théoréme 5%). Soit
(n)

4.1 Un(f,x')"=v' +2(a coswx-{-b(")smvx),

v=]

(n) i

U (=" Z(a(')cosvx—l— b sinvx) (i=0,1,2,...

r=]

La fonction f(x) étant supposée contmue, on a uniformément
',
42 . Z’]U,‘(x) F(x) | =o0(n).
=0

Démonstration. Nous allons prouver la formule 4.2)
“en tout point x, en laissant au lecteur la démonstration. qu’elle
subsiste uniformément. Pour simplifier lecrlture, posons f(x)*O

On a -
43 Un,.(x)““ff(’) s‘_“_(’_"‘_@(l.i) do, (£) -
2sin X —5~

1 f F(0) cos x‘*ﬂ’("—f) drp 0+ 1 f £®) cos i(x—t)dg,— 4, 4B, ,

2 sm

Les formules (0 6), (4 1) et (4 3) donnent
44 1B, .| <o +] 6],

n,i L

" %) Le théoréme est modelé- sur un théoréme analogue de la theorle des
séries de Fourier; voir p. ex. Zygmund [11.

n).

Sur Uinterpolation I, [*2

—t +f(¢) dans
l'intervalle (x—1/ r‘,,, x~|- /,,) et sannullant autre part Posons.
encore g (¢) = (f(£) cos X ——/z(z‘))/QSm
fonctions ainsi définies dans‘(4 3) on trouve

Désignons par A(t) la fonction é‘géle a cosx

" En portant les

2
45 A= [ ¢ siniGe—t)dg,
s f, 0 sin z(x t) dg. (&) -—A,'I'l.—l—}'l\’r:,i,
2 sin & 5 '
Evidemment .
" 2
46 1ALI< o max|f] =5 5 <max /).

D’autre part, en des:gnant par a() et ﬁ() les coéfficients du
polynéme U, (g, x), on a

14,1 < la("’l+|ﬁ""’l

nyi

D’ apres les formules (4 3), 4.4), 4. 5) et (4.6) 11 vient

(n}

47 31U, @<+ 310+l

i==0
o

+| = |+2|a‘"’l+lp"")|+n(n+1)maxlfl

i=1
L

Pour chaque fonction w(x) 10) on a d’une fagon évidente

48—fw<x>d¢ ()= —fuz<w>dx~ + Sot o,

ol 7, et J, désignent les. coéfficients du polynome U(I,U) En
apphquant la formule (4.8) il est fac11e de donner une évaluation
de la somme : e

!+217|+I5l
fe=1

19) C’est la relation de Parseval pour les polynomes d’interpolatiqn. :
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En effet, d’aprés l'inégalité de Schwarz on a

2
n 7 n 1- e
49 1214 Sl (R4 v+ oD) tnF T
i=l1 je=]

—ir1 (L [wearn,®)"
0

En portant cette évaluation dans (4.7) on trouve

n

— ar iy
a0 U WI<nFL(L [ £ 0dg,)
0

i=0

Hm(_ln_fﬁ(z) dg,) "+ +1) max |f]

____._. 1z A
<FI(L [ Odg,)” +2m(n+1) max |f]
0

et en vertu de

2x
1 [ 3 2 2m 2o 1
;fg(t)dq)n< max f gl e 4n Z'i_2
0

<32 n max f2

411 3 U,,(9|<6(@+1) max |f]
i==0

+ 27 max |f] (n+1) < 13(n+1) max |f].

Il suffit de poser f=/F,+f,, ott max |f,| < ¢/13 et la fonc-
tion £, est un polynome, pour en tirer

4.12 lim HlTi .é; U, (0] <2¢,
ce qui équivaut a (4.2).
On déduit du théoréme démontré le
Théoréme 6. La suite)

1 n
O’n (x) —_— m iéov Un,i(-f’ x)
converge uniformément wers f(x).

1) Les polynomes o, (x) ont été définis dans Marcinkiewicz 1.

Sur Uinterpolation I, 11

On peut aussi établir cette proposition sans faire appel au
théoréme 5, méme d’une fagon trés simple, si 1'on remarque que
x—

2
x—i
2

sin’(n + 1)

27
413 o (h=— f 10 dy, (9.

o 2(n + 1)sin’®

§ 5.

Dans une note!®) j'ai construit une fonction f(x) continue
dont la suite {U (f)} diverge presque partout tout en restant uni-
formément bornée par rapport @ x et n.

Les limites d'indétermination de la suite {U (f, x)} étant
supposées finies dans un ensemble de mesure positive, il s’impose
le probléme quelle est la relation entre la fonction f et ces limi-
tes d'indétermination. On a & cet égard le

Théoréme 71%). Si pour chaque xcE (mes E > 0)

5.1 S*(x) = lim sup U (x) < 0,
alors on a presque partout dans E

5.2 Se(x) =liminf U (x) > —o0 ef
5.3 S#(x) + Sy (x) =2 f(x).

La démonstration de ce théoréme ne diffétre pas de celle
de la proposition analogue dans la théorie des séries de Fourier,
et 'on n’a qu'appliquer le théordme 5 au lieu des résultats con-
cernant la sommabilité (C,1). C'est uniquément pour la commo-
dité des lecteurs que je vais réproduire les calculs.

Soient & un sous-ensemble positif de E et {z}, £~0, une-
suite de nombres positifs définis de maniére a satisfaire

5.4 U (f, x) < S*(x)+5, pour xe&.

Admettons que la fonction S*(x) est continue dans &. Le
point x€ & étant un point de densité de I'ensemble &, on peut
choisir une suite {1 } telle que n,—» 7 et x £ 4 € & pour chaque n.
Supposons enfin que f(x)==0; alors

%) Marcinkiewicz [1]; voir aussi Griinwald [1].
13y Pour Jes probldmes analogues dans la théorie des séries de Fourier
voir Kuttner [1], Marcinkiewicz et Zygmund [1].
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E Y S
L SF (xR ;‘S (X‘ 'L) > {Ux(x_*—Z'n) + Un’(x/—-l")}
a(n) :
0 -+ Z’(a( " cosvx + b('l smvx) cosvh
'V=1
—ZSm 5 2’ U, (x) sm(v-l—‘/g)l + U, (x) cosni,.
{=0
D’aprés le théorjéme 5,
56 [251n—| P |Uw.(x)|-»o,
i=0"
donc la formule 6. 5) donne v
57 S*(x) > llm U (x) cos nl = -——-S* (%)
et ; o
5.8 , vS’.“(x)v+S*(x)>0

En supprimant 'hypothése f(x) =0, on obtient
S*(x) +S4() > 2f(x). et par symétrie S# (x)-l- Se(x) < Qf(x)f

La formule (5.9) su_.bsist”e presque partout dans &, donc

aussi presque partout dans E. Il en résulte (5.3). '
© On prouve de méme le ‘

Théoréme 8. Si pour toul ¢ > 0 zl exzste ‘un n, tel que

U (x) > f(x) —& pour chaque n>n, et 0L x <2n alors I

suite {U (f)} converge uniformément..

s 6.
Dans ce paragraphe nous: allons démontrer quelques inéga-
lités auxiliaires.

Théoréme 9. St S, deszgne un polynome trigonométrique
d’ordre n au plus et du. reste quelconque et si 1<p <o, alors

6.1 f|S<x>|Pd¢<x> <q f|S<x>|"dx),

ol C, ne depend que de p-

6.2

6.

w

Sur linterpolation I, 13

Démonstration,

2 27 27
[15.@17ds, 0= [ 15,017de,— 0+ [ 15,031 dx.
0 0 0

En intégrant par parties le premier terme du second membre
on obtient

27 2 '
| [ 15,017 d@,—21<p [ 19, x. s L 5,001.15,0917 " dx
0 ] 0

‘ y |
\<np/nf|;;Sn(x)l.lsn(x)]p—ldx
0

2m o, 2 ' —p
L mpln (/[;;Sn(x)lpdx)/ (flSandx)(” ) .
0 0

Or, d’aprés un théoréme de M. ZYGMUND 14)

(ﬁswwx f;s wrax)",

la formule (6 2) fournit donc

64 lfls P d(o, —x>|<npfls 1P dx.

Les formules (6.3) et (6.4) prouvent (6.1) avec C7 < pn-l—l
Il est curieux que l'on a aussi I'inégalité recxproque, a savoir
on a le

Théoréme 10. Si S (x) désigne un polynome irigonomé-
trique d’ordle netl<p<ow, alors

6.5 f|5(x)|de <c f|5(x>|"dgo @)",

ot C) est une fonction de p.
Démonstration. Remarquons que

([1717ae) " = sup [ r050) .

#) Zygmund [2].
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ol la borne supérieure est prise pour toutes les fonctions g(¢)
27

telles que flg(t)|" dt =1 et ¢ est défini par 'égalité 1/, + 1/, =1.
0

Il en résulte qu'il suffit de prouver l'inégalité

97 27
6.6 fsn.g(f)dt<0,§(fIS,.I”dfp,,)
0 0

1p

27
pour chaque fonction g telle que f|g(t)|"dt= 1.
0
En désignant par S, (g, x) la somme partielle d'ordre n

de la série de Fourier de la fonction g et en tenant compte du
fait que S,(¢)S,(g,f) est un polynome d’ordre {2n, on a

27 27 27
| f S (Hg(t)dt = f S.(0). S, (gt) di= j 8,5 S, (g, ) dg, (¢)
0 0 0

27 27
<([1s.@1rag,)”. ([15.@017d9,)"
0 0

D’aprés le théoréme 9 on a

2 27
8 ([1s601ran)" <6, fis.@orrad)".
0 0

En vertu d'un théoréme classique de M. M. Riesz 15), S, (g 1)
étant la somme partielle de la série de Fourier de la fonction &
et gel? on a

27

2w
1/ 1/
6.9 (flS,.(g,t)qut) ‘<4 (flg(i)]"dt) "— 4,

0 g
ot A dépend seulement de g.

En appliquant Iinégalité (6.9) a (6.8) et (6.7) on trouve
2% 2n
1)
6.10 f S, (gt dt< 4,C, f 15,017 dg, ).
0 0
On en déduit la formule (6.5) avec C’:<Aq. C,.

%) M. Riesz [1].

Sur Uinterpolation I, _ 15

En appliquant I'inégalité (6.1) nous prouverons enfin le

Théoréme 1119), Si f(x) désigne une fonction continue,
alors on a pour 1< p < o

27
6.1 (10,00~ 17 dx-o0.
0
Démonstration. Evaluons I'expression
2
1
6.12 ([1u,(dx)";
0

d’aprés la remarque faite au cours de la démonstration du théo-
réme 10, il suffit d’évaluer I'expression

2 27

613 [ U,(Ng@dt, b [1g0|"de=1 et 1fp+1),—1.
0 0
D’une fagon évidente on a, pour 1 < p < w0,

27 27 2
614 [U,(Ng@dt— [0 (5 [ f@) D,x— 1) do, ) dt
0 0 0

= f £ (= f g@® D, (x—1) d) do, ()
0 . 0

2

< 27 max | f| (quJ,,(X)lS,,(g, x)]q)

]

g

En appliquant 'inégalité (6.1) on en tire
27 27 Vg

6.15 fUn(f)g(t)dt<2an (f|S"(g, A|%dx )" max |f].
0 0

Supposons que p 3> 2 et évaluons le second membre du (6.15)
3 l'aide du théoréme de M.M. Riesz; alors

27 2z g
6.16 [U"(f)g(t)dt<2nC’qu(flg]"dt) —2mC, A, max |f].
0 0

16) Ce théoréme est un cas particulier de I'inégalite (6.5), mais nous pré-
ferons de donner une démonstration sans faire appel au théoréme 10,
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Il §'ensuit pour p > 2’
Coovam, o

617 (f]U(fwdt) < B, max |fl,
0
avec B < 27 C A comme pour 1<p<?2

(55 fIU(f>|”dt < [|U<f>| dx)" < max |,

on voit que la formule (6.17) subsxs’te pour 1<p<mw.

Pour en tirer notre théoréme, on n'a qu'a poser f = f1+f2,
ol max|f,| < ¢ et f, désigne un polynome,- o

§ 7.

Nous allons poser quelques problémes i résoudre:

1. Peut-on construire une fonction f(x) continue avec la

suite {— 2 U, (f x)} dwergente presque partout?
. x—l
2. Quelle est le module de contmulte d une fonction f(x)
wvérifiant la thése du théoréme 1, et quelle est la meilleure évalua-
. . 1 ¢
tion, valable presque partout, de I'expression — 3 |U,(f,x)—f(x)|

=
pour chaque fonction continuel”)? ‘

1) Remarquons que pour la suite {U (x)} on connait les deux théo-
rémes suivants: 1% L'évaluation U, (x) = o (log n) est en général la meilleure
presque partout. 2° I existe une fonction f(x) telle que [f(x—l—t) — f(x)|

<T——~1—/~, ol A désigne une constante, et dont la suite {U, (f)} diverge presque
og 1/t

partout; voir Marcinkiewicz [1].
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Bibliographie.

D. JacksoN [1]. The Theory of Approximation, New York, 1930.
A. KOLMOGOROFF [1]. Une série de Fourier~ ~Lebesgue divergente presque
partout, Fund. Math. 4 (1923) p. 324—328.

B. KUTTNER [1]. A theorem on trigonometric series, Journ Lond. Math.
Soc. 10 (1935) p. 131—140.

L. TONELLI [1]. Serie trigonometriche, Bologna, 1928.
G. GRUNWALD [1]. Uber Divergenzerscheinungen der Lagrangeschen Inter-
polationspolynome, Acta Szeged 7 (1935) p. 207—221,

J. MARCINKIEWICZ [1]. Sur les polynomes d'interpolation (en polonais),
Wiadomosei Matematyezne 39 (1935) p, 85—125.

M. RiEsz [1]. Sur les fonctions conjuguées, Math. Zeitschr, 27 (1927)
p, 218—244,

A, ZYGMUND et J. MARCINKIEWICZ [1]. On the differentiability of functions,
Fund, Math, 26 (1936) p. 1—42,

A, ZyomuND [1]. Trigonometrical series, Warszawa, 1935.

[2]. A remark on conjugate series, Proc. Lond. Math, Soc. (2),
34 (1932) p. 392—400.

(Recu par la Rédaction le 5. 11, 1935).

Studia Mathematica. T. VI 2





