Sur la convergence des séries orthogonales

par
J. MARCINKIEWICZ (Wilno).

1. Le but de cette note est de démontrer les deux thé-
orémes suivants:

Théoréme A. Pour chaque sysiéme {®,(x)} orthogonal et normé
dans (0,7) on peut choisir une suite {n} de sorte que I’expression

11 5,00 =3 a, 0,6

=]
soit presque partout convergente, dés que 'on a

1.2 Sl <ow.

=1

Théoréme B. La série

0
1.3 ' n~"% cos nx

n=1

représente une fonction f(x)elL”, (p <6[5). On y peut changer
l'ordre des termes de sorte que la série ainsi obtenue

. 0
1.4 3'n; "% cos n,x
=1
jouisse de la propriété suivante:

Chaque suite
9
1.5 2 n;'% cos nx

P==1

diverge presque partout.
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Le théordme A généralise dans un sens certains théorémes
de M. M. Kowmocororr?) et Kaczwarz?), Le théoréme B montre
que I'hypothése (1.2) ne peut pas étre remplacée par celle que
la série
1.6 2 a, ¢,(x)

i=l

soit le développement d’une fonction f(x)€L”, p < 6/5, méme si
Pon détermine la suite {r,} pour chaque fonction séparément et
si le systéme {@,(x)} est complet dans L' et uniformément borné.

2. Démonstration de A. La suite {@,(x)} étant donnée
dans l'intervalle (0, ), posons
2.1 9, (x) =2af,i) cos X,
w==0
‘Le systéme @,(x) étant orthogonal et normé, on a d’aprés
'inégalité de BesseL
2.2 al?? <o (»=0,1,2,...).
i=1
Déterminons la suite infinie de nombres naturels croissants
(n,) remplissant l'inégalité
2.3 Y1) <At »=0,1,2,...)
: 1= ny

et posons pour n,Li<n,, (»=0,1,2,..))

2.4 u(i) =9,
u(i)
2.5 9! (x) = 3 a? cos vx (i=1,2,3,...).
v=0

(D’aprés (2.3) on peut supposer u(0) = 0).

Evaluons la somme de la série

26 Zlallg/@l;

1) A, Kolmogoroff, Une contribution & I'étude de la convergence des
séries de Fourier, Fund. Math, 5 (1924) p. 96—97.

?) 8. Kaczmarz, Note on orthogonal series I, Studia Math. 5 (1935)
p. 24—28.

Conwergence des séries orthogonales. 41

d’aprés (2.3), (2.4) et (2.5) on obtient

u (i) .
Eiai(pi’(x)l <2 lai,A‘:Ia:‘)[

) @ r=0

— ¥ ® 2\ 3 ®2\%
27 =23 Ylal|<( )"y ( T
=0 0, @ y=0 u@=r
©0 — @ 1
<(Za) 324 Xa)"
I ¥=0 i=1
Choisissons maintenant la fonction croissante v (i) de sorte que
¥ (2] (1) 2 I/! —
2.8 ( (,S’a,, cosvx)dx) <2
v()+1
et posons
2.9 ¢/ = 3 acosvx,
o (i) +1
0
2.10 pF = 3 a)cosvx;
u(i)+1

d’aprés l'inégalité
b3
-

211 [(Zlag|)dx< D]

o0
0 i=1 i=1 i=

> f(,oi”zdx<22w' a
J |

1 i==1

on conclut que la série 3'|a, ¢, | converge presque partout vers
i=1 '

une fonction de classe L dés que

2.12 < w,

i=1
et il en résulte en vertu de (2.7) sous I'hypothése (2.12) que
la série
2.13 S g

i=1
vérifie la relation

T
q

2.14 lim [ (Yaqr) de=o0.

>0 »
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Ces remarques faites, on démontre le théoréme A avec la
suite {n} soumise & l'unique condition

2.15 a(ny,) >20(n), (n=1).
En effet, la série

2.16 ZwTai o, (x)
i==2

étant donnée et la condition (2.12) remplie, posons
0 pour gy < i<n, (#=0,1,2,...);

’

a, =
o i g pour n,, <i<n,,, (#=012..)
) . 0 pour n,,<i<ny, , (»=0,1,2,...);
: a;pour ny, <i<n, (#=0,1,2..)
D'aprés (2.13) et (2.14) la série
2.18 o Y g

i==1
converge ,en moyenne“ vers une fonction fe L’ D’autre part, en
désignant par S, (f, x) la somme partielle d’ordre n du dévelop-
pement de la fonction f(x) d’aprés le systéme 1, cos x, cos 2 x,...
(considéré dans (0, m)), on obtient

"2i41 "2i42
2.19 2aer=2 aqpr=35(f ).
. »=1 v =1 'U(RE i-|—1)
Or, on a d'aprés (2.15)
2:20 v(neip1) > 20 (i-1);

0 b . I3 by
on en tire, d’aprés un théoréme connu de M. Kormocororr, la con-

vergence presque partout de la suite Svéf, x), donc aussi celle de
"o it1)

2.21 ZI’ a, p¥
v =1
et, d’'une fagon analogue, celle de

2.22 3 af .

Pz=]

Les formules (2.7), (2.11), (2.21) et (2.22) prouvent le théoréme A.
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En conservant la démonstration on peut donner une autre
forme au théoréme démontré, & savoir:

Soit .
2.23 S(x) = borrtg supaéjl' a, ®, (x);
alors 3
2.24 f S*(x)dx <C. zm: a2,
J fe=

oir les n, sont définis par les formules (2.15) et C désigne une
constante ).

3, Démonstration de B. La premiére partie du théoréme B

0 0 s 1
est banale; en effetf(x) = 3 n—"cos nx =}/ M4

=1 “~, 2sinx2 n
ot 4= n~"%—(n+1)~%, donc
(] .
31 |f@|<c X x Y sin(n+1) x| 4 +c 3 x4,
n=1 n=[}x_] 41

— O (x%1) 4 O (x%~1) = O (x~*).

Pour prouver la deuxidme partie, définissons la suite {n,} de
sorte qu’elle satisfasse aux conditions suivantes:

32 n<4i,
3.3 l'équation n= = n, + n, admet au plus une solution
pour chaque n 0.

A ce but supposons n,=1; n;, n,,...n, définis, il y
a au plus 4 £° nombres positifs de forme = n 4 n,+ n.;
il en résulte 'existence d'un n, ;< 4(k+1)° qui n’est pas de
la forme =+ n,+ n,+ n,. avee i, i, i" < k. La suite {n}
ainsi définie vérifie (3.2) et (3.3). Désignons par m, les nombres
entiers différents de n,. D’aprés (3.2) la série

34 3 (0

i=1

5) Voir A, Zygmund, Trigonometrical series, Warszawa 1935, p. 252.
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diverge; cela permet de choisir la suite infinie {p} de sorte que

Pi
35 G+ > 3 (a0 > i,
ry==1 -
Pry— P> ks k=1,2,..)).
Posons ’
¢, (x) =cos n,x, @,(x)=cos n, x,

3.
6 wpl(x) =cosn,x, @, ., (x) = cos m, x,

d’une fagon générale
Tyt (x) = cos m, x, ot htt (%) == cos R, 1 %)
q'pk+k+2 (%) = cos npk+2'x e

3.7
‘I’pk+l+k (x) = cos n”k+1 (x) (k=1,2,..),

et désignons par

3.8 2 a, 9,(x)

) i==1

le d‘éveloppement de la fonction f(x) définie par (1.3) d’aprés le

systéme ¢,(x). La série (3.8) ne differe de (1.3) que par l'ordre

de ses termes. Soit £, |[E|> 0, un ensemble arbitraire,
Choisissons k assez grand pour que l'on ait

3.9 fcoszn,.x dx >4|E|, pour i>p,

£

3.10 (Z‘ (fcos n, X €os n,.x dx)2)1/2<1/8[El; k
et

la formule (3.10) est réalisable d’aprés (3.3). Si
pr+r<q <P,.+1+r:

alors
q
313 [ 3 ap0)ax
) i=pk+]¢
g—r
2 ) (X nhcosnx)dx
E i=Pk+l .

q—r r
- QEf | X n%cos nx 3 m;~"h cos m,x|dx

i=p,+1 =k
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- 2 3 2
— [(Zmi"/f» cos m,x) dx > 2 n;‘”ﬁf cos” n, x dx
E i=k i==p, E
q—r
+ 2 a7 n;" [ cos n, x cos n;x dx
i,i=Pk-|—1 ¥
i4j
g—r 9 ",
~—2rn( [( 2 n7Vicosn,x) dx) ey
E i:pk+k .

q-r qr
> |E| X a7 =Y | E] 2 nh—0(1) - O()
i=1 i=1

g—r
_Qr:rt( ( 2 nYcos n‘.x)zafx)'/2

+\E i:pk+1

g—r \ .
=Ys| E|—O()—2rm | ( 2 n7h cos nx ) dx)’“,
£ =Py

ot O(r) désigne une expression ne surpassant pas pour k fixe Mr
(M constante). On prouve facilement 4 l'aide de (3.10) que

q—r : q-r
3.14 [( 2 n7%cos nyx ) dx=0(2 n7%);
E i=pk—|-1 P==1

les formules (3.13) et (3.14) donnent d’aprés (3.5)
q
3.15 f( D a9, de>|ElF — 00— 0¢%)
E i:pk+k

et en posant dans (3.15) ¢ =g¢q,, ¢,— ®,

3.16 lim f( 2 a,¢,(x)) dx = .

T E o i=1
La suite g, et I'ensemble E étant arbitraires, on en tire le
théoréme.

(Regn par la Rédaction le 16. 12. 1935).





