Sur Pinterpolation (II}

par

J. MARCINKIEWICZ (Wilno).

Notions et remarques préliminaires.

Nous appellerons t) polynome interpolant d’ordre n de la
fonction f(x) le polyndme

U, =U/(f,x)=
défini par les 2n+1 égalités .
0.1 U,.(f:xi):f(x,-) (i==0,1,2,...2n),

(n)

-{—Z(as Jcosix+ b( 'sin ix)

i=1

. 2 .
x‘.——-lm (Z—O,il,j:Q,...).

L’expression analytique du polynome U (f, x) est trés simple,
4 savoir

02 U, () == f;(t) D, (x—1)dg,®),
ol ° ) .
D, @ = S
et olt p,(¢) désigne la fonction définie par les formules
0.3 ¢, () =x, (i=0,+1,+2,..)

pour x, <x<x, .

Les égalités suivantes ?) (qui sont fondamentales pour toute la
théorie des polyndmes U, (f, x)),

') Voir Jackson [1] p. 110 sqq.
) Jackson [1] p. 112—113.

5
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27

: fsin pxdyp (x) =0 (p et n entiers arbitraires)

0.4 0

2

fcospxdwn () = 0 si p n'est pas un multiple de 2n -1,

4 7 si p3 0 est un multiple de 2n+1

sont bien connues.

En particulier il en résulte la formule (0.2) et

27
al{n) — %ff(t) cos itdg, (1),
0

0.5 L (i=0,1,...,n)
B == [ F(®)sinitdg, (©).
0
La série de Fourier de la fonction f(x)
a o
0.6 S(f)=—2—°- +2(a,cos ix + b,sinix)

i=1
étant supposée absolument convergente, on peut exprimer les
coefficients aﬁ") et b;") a l'aide des o, et 4,;; en effet, en portant
S(f) au lieu de f dans (0.5) et en appliquant (0.4), on obtient )]
0
(m) _
o7 a =aq +£ (a, @t T Q@) —)»

(ny __ -
b.' - b.- +£ (b: @04 bt(2n+l)—z‘)‘
, Pour simplicité des énoncés & suivre, nous désignerons par
A’ la classe de fonctions f(x) absolument continues, s’annulant

pour x=0, 27, et admettant une dérivée de la classe L”4), par
U,(f,x) la dérivée du polynéme U, (f,x), par f' la dérivée de f,

enfin par |f|, Iexpression
27
([17Pdz)".
0

%) Ces formules sont connues; voir p. ex. Toneili f1] p. 162, Mar-
cinkiewicz [1] et [2].

T
‘) On dit que f€LP,si [ | f|Pdx <co.
0
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Soit encore A= A et

0.8 S.x)=S (f,x)= %2 +2 (a,cosix+ b,sin ix).
i=l

Dans cette note je considére les polyndmes U’ (f,x) des
fonctions fe A. '

Le premier paragraphe contient le théoréme de la locali-
sation, le deuxiéme les critéres ainsi dits®) de Dirichrer, de Dmr
et de M. de la VaLtie Poussiy, le troisiime un théoréme (que
j'appelle le théoréme de M. KoLmocororr) concernant la conver-
gence des suites lacunaires, le quatrieéme des résultats concernant
la convergence en moyenne, enfin le cinquiéme et le sixiéme re-
spectivement un théoréme analogue & celui de MM. Younc et Haus-
porrr dans la théorie des séries de Fourier et des théorémes relatifs
au probléme de I'équiconvergence des suites U (£, x) et S, (f, x).

Dans les deux derniers paragraphes j’ai introduit les polyné-
mes V (f, x) jouissant de propriétés analogues a celles des sommes
de Fejir et j’ai résolu quelques problémes relatifs & la conver-
gence unilatérale, posés pour la théorie des séries de Fourier
par M. A. Zyomunp ¢). ’

La plupart de ces résultats a été publiée en polonais dans
ma note [1]7). Les problémes de la note présente sont mode-
lés plus ou moins sur ceux de la théorie des séries de Fourier.
Le lecteur s'en apercevra sans peine, c’est la raison pour laquelle
je donne souvent seulement les idées des démonstrations. Je suppose
chez le lecteur la connaissance des éléments de la théorie des
séries de Fourier. '

§ 1

Théoréme 1. Si la fonction fe A est constante dans un
intervalle (@, ), alors la suite U (f, x) converge uniformément vers
zéro dans chaque intervalle (o', "), (<o’ <" <f).

La démonstration est basée sur deux lemmes:

Lemme 1. Si la série de Fourier d'une fonction f'(x) est
absolument convergente, la suite U (f,x) converge uniformément
vers .

C’est une conséquence de (0.7).

§) Voir p. ex, Zygmund [1].

8 Zygmund [2].
) Voir la bibliographie a la fin,
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Lemme 2. On a pour toute fonction g(x)e A

27
14 [g (@ cos (411 xdg, (1) = 0 (n7)
En effet
27
1.2 [= f g(9 cos (n+15) xdg_(x)
0

2
2
=_fg(x+——2n+1 ) cos (n+1/2) xd g, (x),
J )

donc

2z
13 21,= [k, () os (n+ /3 xd, (2
avec

h L
() =g(x) —g(x+ - +1)
En intégrant par parties le second membre de (1.3), on obtient
1.4 9 =— f A () f cos (n+ ) tdy, (#)dx,
et comme ’ ’ |

x 27
1.5 ]fcos(n—l—l/g) td¢n(t)|<—2—ngjt—i~, f! h (x)|dx—0,
0 0

la formule (1.4) donne (1.1).

Démonstration du théoréme 1. En vertu du lemme 1,
nous pouvons supposer f(x) =0 pour ¢<x<f. Le point x étant
un point mteneur du segment (2, 8), on a d'aprés (0.2)

1.6 U,;(f,x)::; f 116 EDH (x—1)dg, (1)
ff(t) (n+13) cos(n+ o) (x — )qu @
2sin x;t !
_lf;‘(t) sin (n+1/y) (x—‘t) d (#)
i 4 sin? x;t
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f(t) cos (n +1/2) ¢ do (t)

0 2sm 3

=(n+1/y) cos(n + ) x-

x——-i

— cos(n+ 1) tdy (1).

H
4 sin 5

—sin(n+L17) x: hff(t)

Les fonctions
f(z‘)/QSm et f(¢) cos =
étant de classe A, on obtient d’ aprés le lemme 2

1.7 lim U (f,x)=0.

n—

¢

t . g X
[4 sin*—5

Nous laissons au lecteur la démonstration que la formule (1.7)
subsiste uniformément dans chaque intervalle (¢, ), (<o’ <§' < ).

§ 2
Théoréme 2. Si la fonction feA est telle que pour un
x==1x, la fonction

2.1 gt)=

est & wariation bornée et continue pour t =0, alors la suite U, (f, x,)
converge wvers f'(x,).

Remarquons que cette condition est vérifiée si p. ex. la
fonction f’(x) est elle-m&me & variation bornée dans un entourage
du point x,, ou si l'intégrale :

22 [t & —F 1]

fx+9) —~f(x—i)

prise au sens de M. Lesescuk, existe.

Sans restreindre la généralité, nous supposerons f(x)="F"(x)=0.
La fonction g(#), donc aussi
il(f) — f(xo+ i) _f(xo)

x,—t
2sin 02

3

étant A variation bornée en vertu du théoréme 1, nous pouvons
supposer que sa variation totale ne surpasse pas s. En appliquant
le deuxi¢éme théoréme de la moyenne, on trouve
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, R A
23 U (hx)| <2¢] [25in 25— 5 D, (5~ 1) d, 1),
‘0

et comme ) :

-

24 K fQ sin —
. 0

= (n+1}) f cos (n+112) (t—x) dg, () — Of

£ 0
5D, (x—1)dp, (1)

sin (n +1/,) (x—1)
x-—t

dg, (1),

2tg

on prouve facilement qu'il existe une constante M telle que

25 ]stinx;tO-i—Dn(x—~t)dq>n(t)[\<M,
d’ott ‘
2.6 lim sup [U/(f,x)| <2 M.

Le nombre & &tant arbitraire, notre théoréme est démontré.

§ 3.
Théoréme 3. Pour toute fonction fe A® et toute suite {n}
de nombres enz‘zers vérifiant la condition

31 "i/"i-|-1<‘7<1 (i=1,2,..),
la suite U, (f, x) converge presque partout.

Démonstration. En supposant f impair,

S(f) = Z'b sinix,

on obtient

3.2 —f[S (fx) — U'(fx)lza’x<”2'(j f(g;fzflﬁz)
i=l ‘¢=1

n z bl 2
<2(2 byo +1)+ )<22 t?n—xf/—ﬂl)—H Zi

=1 =1 f=1 =1 t=1t

\<3§en,v b7, ot ¢, , < min1, (*Zni)/]

v—n

Cette formule donne '
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by —i— f L3, x) — U, (1, 2] *dx
3.3 0

<3

“<32 2 En,'l f 32622‘°,, pe

i=1 T:nl_—{'l ! r==1 n, < ¢

Désignons par r= r(v) le plus grand indice 7 tel que n<v;

e, < 2+1 'Ml(——-hi"fnl_ )51

n <r i=1
34 ——
<a ¥ | ) 4S’qr/2+1-c
=l r =1

les formules (3. 3) et (3.9 prouvent que
1 72
35 X [( — U)Y'dx <37C, 35 < .
.__1 I =1
D’aprés un theoreme de M. KoLmocororr, la suite S, ()}
converge presque partout. Il en résulte, en vertu de (3.5), la con-
vergence presque partout de la suite {U/ (f, x)}. Pour f’ pair la

démonstration est analogue.

§ 4.
Théoréme 4. Si fe A" (1<p <), alors
4.1 lim [ U (f, x) -—f'(x)lp= 0.

Nous allons établir d’abord cinq lemmes.
Lemme 1. Si la fonction g(x)e L’ (I<p<w) et si
S(g) =2w’ (a,cosvx+ b sinvx),
r=]1

)
492 SI.]. (x) = S, (g, %) =_2"(a,cosvx + b,sin ¥ x),
' ’ v=i41
J
:S'—. ;0 =5, (g, %) =2 (a,sin vx—>b, cos¥x),
r=i-4-1
alors il existe une constante C, telle que
43 - 1S, (e v)!p\<Cplglp, |15,;(& ) |,<C,lgl,.

Ce résultat est connu; il est dd a M. M. Riesz 8).

) M. Riesz [1] p. 218
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Lemme 2. Si fe A” (1< p <), alors
44 =S, (A< Clf |,
Soit S(f") =2‘Ao, (x), ot A,(x)==a,cosvx+b,sinvx; posons

=1

A (x) =a,sinvx —b,cosvx; alors

A,
45 S(f) —2 (X)
on a donc
o S,
16 =5, =={ ; ,£1v<v+1>

En appliquant au second membre de (4.6) Vinégalité de M-
KOwsk1®), on trouve

4.7 lf—S l,,\<2’
et, en vertu de (4.3),

48 |f— Sr,,\cv'rz

oDy Sl
<TG

Lemme 3. S (x) deszgnant un polynéme d’ordre n au plus
et S)(x) sa dérivée, on a l'inégalité

4.9 IS, < nlS,],.
- Cette proposition est due 3 M. A. Zvamunp 19),

Lemme 4. Si la fonction h(l), absolument continue et de
période 2m, admet une dérivée h'(x)e LP (1< p < ), alors il existe
une constante Ap, lelle que
410 f} @) Pde, @) <R[ +n"A | A'|,.|A| P

o

En effet

23 2z 27
411 [|h@Pdg,0=[1hO PdpO—0+ [ 120 .

®) Voir p. ex. Hardy, Littlewood et Pé&lya [1] p. 30.
1) Zygmund [2] p. 392.
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En intégrant par parties le premier terme du coté droit, on
trouve

97 ] 27
P — 2r ’ . p—1
112 | [ |k Pdo,0 0] < 52 K@ 0l
et en appliquant I'inégalité de Horper,
413 | [1h@® P d@, () — )| <n " A AP K,
0

avec A < 7p. Les formules (4.11) et (4.13) donnent (4.10).

En posant h{t)==S,(#), ot S () désigne un polynéme au
plus d'ordre n, et en appliquant l’megahte (4.9), on trouve le

Lemme 511),
27
114 ([1S,017dp, )" <4,) 5,1, ot &', <1+ mp)"™
0

Ces lemmes étant' établis nous allons démontrer le théoréme.

On a

27
4.15 | U, (f,2)—S.(f, ) fp:[Pn(f,x)g(x)dx,
ol P (x)=U,—.S, et g désigne une fonction telle que |g| =1,
Yo+ 1o=1. En partant de (4. 15) on obtient
4.16 U, (f, x)—S (0,

h—~fg(X)—f{f(l)—S (YD, (x—dp, (1) dx
=/ (O —S.0035, (6, 0d9, (0
<( [l = 5,010 Pag, )" ([15,@or dn)
0

0

1) Cette inégalité est connue; voir Marcinkiewicz [2].
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Les formules (4.10), (4.4), (4.14) et (4.2) donnent
417 \U (f,x)—S,(£,0],

<TG+ 4,1+ CY P71, 4,C, < B If ,n 7
ol B, désigne une constante. En vertu de (4.17) et (4.9), il vient
4.18 |\ U (f, ) —S.(f0)],<B,1f 1,

Pour en tirer la formule (4.1), il suffit de poser f'=f{+ fz»
ol | f],< & et f, désigne un polyndme.

§ 5.
Théoréme 5. Soit fe A" (1< p<2),
U (f,x) 22(05'“ cos¥ x4+ bf,") sinvx);

V=]

alors il existe une constante A, telle que

5.1 (S + | BV AF] Yy =1).
Réciproquement, s;'M];EA et sz' l'on a, pourb une constante M,

5.2 (a4 B0 < M (n=1,2,...),
alors feA? et -

5.3 fl,<4,M

Ce théoréme résulte du théoréme connu de MM. Younc et
Hausporrr12) & l'aide du

Lemme. Si la condition (5.2) est vérifide (pour 1 p <o),
on a

5.4 Slal 5P <,

=1

S(f)=2a,cosvx + b, sinvx.
r==1

oit

D’autre part, la série

Sla,P+15,P

r==]

1) Voir p. ex. Zygmund [1] p. 200—201.

Sur Dinterpolation I1. 77

étant suppose’e convergente, il existe une constante A, telle que
55 (S|aP+ 0P < A (21a P+16,P7  (n=1,2...).
=]

Démonstration. La formule (5.2) donne pour chaque couple
(np,n), np<n

5.6 2a P+ 80P < M,
r=]
et comme lim o™ =a,, lim&"—b,, il en résulte
n—ro n->ao
5.7 2a, M +b P <M
=1

en passant & la limite on obtient (5.4)
Pour p=1 on a d’une fagon évidente d’aprés (0.7)
n o)
e+ 1< X la,|+]5,,
=] =1
nous supposons donc p>>1. En appliquant les formules (0.7) on
trouve

e Sy

(lb |p+2lbt(2n—|-1)+llp) (1_,_2 v )P/‘I

=1
done

5.9 g P <A {16, + 2 bronin i) 5
te=1

on trouve de méme
o0
n)
5.10 (6P < A {|a,.1"+§1a,(2"+1,i1. Py.

Enfaisant la somme des formules (5.9) et (5.10) pour i=1,2,...,n,
on obtient (5.5).

§ 6.

Les considérations précédentes font ressortir une grande
analogie entre les suites {S (f,x)} et {U.(f,x)}. Il nous parait
fort intéressant de trouver quelques conditions non banales de
I'équiconvergence de ces deux suites; nous ne connaissons aucune.
Par application directe des formules (0.7), on trouve les théorémes:
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Théoréme 6. Si les coefficients de la série S(f') sont dordre
o(n™Y), alors on a uniformément
6.1 S (f,ix)—U, (f, x)—0.

Théorédme 7. Si la série S(f)) est lacunaire, alors la re-
lation (6.1) subsiste uniformément1s). '

Remarquons qu’en général ces deux suites ne sont pas équi-
convergentes; on a le

Théoréme 8. Il existe une fonction feA’, dont la série

S(f') converge dans le point x=0 et la suite U, (f,0) diverge.

Pour le prouver, posons

n

2n
62 f (x)=~,-11—2 3 {cos (¢ (4n +1)+ K)x— cos (¢ (4n +1)—K)x};

t=1 k=n-}-1
on aura d’une fagon évidente

i
6.3 ff;zdx<2n et [S,(£,0]<1  (p=1,2,..)
S a

et d’autre part

1 % sin@@n+ D)+ R)x sin(f(dn+1)—h)x
6.4 fn<x>——n,§,;§1( t@n+D)+k  t@nt+1)—k )

considérons U, (£,0); on a

k< 1
=23 e (1 < <2n),

.
>

6.5 ni \t@n+1)+k ' t2n+1) —k
o=0 L<k<n),
c’est 3 dire
2n 2n n
6.6 U (f0)=Xa®>0 d vy 1
O=Za"> hﬁlgtanﬂwk

}2n£m—17}_—1—)—>%£%>1410g n.
Pour en tirer notre théoréme, il suffit de poser
f=2"og™" n,f, (x),
la suite {n} étant croissante assez rapi:iement. ‘On prouve que la
fgnction ainsi définie vérifie les conditions du théoréme.

%) On vérifie de méme que la condition 3 n(a2-+b5?2) < oo entraine unifor-
mément (6.1). »
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§ 7.
Soit f(x)c A
i
U, (0 =U. (x)=2 @ cosvx+ b sinv x),

]

7.1

b4 ’
, _ 1 1 0 _
V=72 U, (0= [105, K e—Ddg,0),
0
sin” (n +1) u/2
2 (n+1) sin®u/2
Théoréme 9. Si f(x)e A, alors la suite V. (f, x) converge
presque partout vers f’ (x), en particulier il en est ainsi dans chaque
point x ou

h
7.2 flf' (x+ ) —F ()| dt=o ().

ot K (u) désigne I'expression ; nous allons prouver le

Démonstration. Supposons que dans un point x on ait (7.2)

et admettons f(x) =Ff(x)=0. Alors

15 17
13 V,(h) = [fO 5K, G—0dn,0 =5 [+5 [+5 [
0 0 x—in  x-FYn
=A,+B+C.
D’une fagon évidente B, — 0. Evaluons C:
. x40 27
7.4 c=1(+Ll=cu+c
’ n- nf E‘/—“ n n?
afin x4
d étant fixé, on a
7.5 C'—0;
d’autre part
- 17 sin(a+1) (x—2)
7.6 Co=ry [fOZT TRy, (0
: 8 TT 4 . 2x~—t n
x+i/n sin 7
x—t

1 =4 sin?(n +1)
—— | f(® —
i 2(n 1) sine 21

et 'on voit sans peine que 7,—0, tandis que

x—1 '
cos —; do D=y, +7,
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whd
17— [foREERE g o)

attn 4 sin®

x4d
=%sm(n + 1) x f(t)——————————cos(n+ 1)t

x+n 451[12 —2—

dg,@+0(1)

Or, on a
cos(n+1)¢
7.8 f(t) — =7 990
2i/n 4sin? 21 ,
u 1 X0
= f F@®cos(n +12)t do. () -
n ., X—1
x-ln 4sin? P) x-lin
IR cos ¥ %
—[ [f(z) cos (n +1/2) tdy, () —————du,
-\’T‘l."n x—l]-l,'n 4 sin3 - 3
donc
79 [ttty ©|
X—
atn 4sin2 —— 3
x40 xtu
<4 (4
<o+ gy [ [iFola— |
x-4ln x 4sind —2_
2 o
<o) +8 577 max— ]f'(x—f—t)idt f o
x+1/n

\<o(1)+A.max—hl—f]f'(x+t)}a’t,

ol A désigne une constante absolue I en résulte, d’aprés les
formules (7.7), (7.6), (7.3), (7.4) et (7.5),

7.10 C,—0.

On prouve de méme que 4, — 0.
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§ 8.

En appliquant le résultat obtenu dans le paragraphe pré-
cédent, on démontre le

Théoréme 10. Si, dans un ensemble E de mesure positive,

8.1 S*(x)=limsup U’ (f,x) <+,
alors on y a presque partout

8.2 Se(x)=liminf U (f,x)> —w,.
8.3 S*(0) + S, (1) =2£(x).

La démonstration est tout a fait semblable & celle d'un théo-
réme analogue dans la théorie des séries de Fourier4), il faut
seulement remplacer partout les sommes de Fejr par les poly-

némes V! (f,x).

#) Voir Marcinkiewicz et Zygmund [I] et Marcinkiewicz [2].
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