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Pour terminer, nous allons démontrer le théoréme suivant,
dd & M. 8. Ruziewiez:

Théoréme 4. Si Vensemble E et la relation R satisfont auw
conditions du probléme P, Vensemble S de tous les systémes (w,y) tels
que weB, yeB, xnonRy ¢ ynonRw, est de méme puissance que I.

Démonstration. Supposons, en effet que dans ces conditions
Pensemble § de tous les systémes (2, y), tels que e B, yel, xnonky
et ynon Rz soit de puissance n, E=n. L’ensemble T de tous
les éléments y de E pour lesquels il existe (au moins) un élément
z de E tel que (x,y)eS serait donc de puissance ny<sn <n.

Soit @a(n=1,2,3,..) une suite infinie quelconque formée
d’éléments distinets de E. Pour tout » naturel, Pensemble H, de
tous les éléments y de B tels que x,Ry est (vules conditions du pro-
bléme P) fini. L'ensemble H=H,+Hy+Hyt-... est done au plus
dénombrable et l’ensemble T-+-H est de puissance sCny--Re<<in.
11 existe done un élément 7, de E tel que yynoneT-+H. On a done
yononeH, pour n=1,2,3,....

Soit » un nombre naturel donné quelconque. Comme yonon e Hy,
on conclut de la définition de H, que z,non Ry, Si on avait en
méme temps y,non Ra,, on aurait d’aprés la définition de S
(%a, o) €8, done y,eT, contrairement & la definition de y,. On.
a par conséquent y, Rz, pour n=1,2,3, ..., ce qui est incompatible
avec la condition du probléme P imposée & la relation R (puisque
@y, By &g ... €St Une suite infinie_d'éléments distincls de K). Il est
donc impossible que S=n, <n=E et le théoréme 4 se trouve dé-
montré.

Czerchawa, AolGt 1936.
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Sur les groupes compacts d’homéomorphies.
Par

Samuel Eilenberg (Warszawa).

1. Soit Z un espace topologique et X un espace métrique borné.
X7 désignera la famille de toutes les transformations continues de VA
en sous-ensembles de X. En posant pour f, jgeXZ

1]‘1“42‘ = Szlelg o(fil=), fa(2)),

olt o(xy, ®,) désigne la distance entre les points ,, z,e X, la fa-
mille X7 devient un espace métrique. La topologie de cet espace
dépend, en général, du choix de la métrique dans X 1). On peut
montrer qu’elle n’en dépend pas, si X est compact.

9. Lemmie. Quelle que soit la famille compacte?) U CI?3),

la fonction
F(z) = sup f(2)
few

est continue pour tout zeZ.

Démonstration. La famille U étant compacte, il existe pour
tout zeZ une fonction f,e¥ telle que F(2)=f,(2).
Soit #=1limz, ol 2,¢Z. On a pour tout n=:=1,2,..

F(2n) =fp (3) Z[olea) €6 Lm fol2a) = fo2) = F (2),

d’ot lim inf F(z,) > F(z). Supposons que lim sup Fz,)>F(2). En

rempla,ga?nt lz,) par une suite partielle, on pourrait donc admettre
que lim F(z,) =F(2)+n ou n>0. La compacité de & permet

1) Jentends ici par méfrique toute fonetion de deux variables qui jouit
des bien connues propriétés formelles de la distance et qui est dquivalente & la
métrique ¢ de X, c¢. & d. y détermine la méme topologie que ¢.

2) & distinguer de compacte en soi.

3) I désignant lintervalle clos 0,1.
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d’extraire de f, | une suite {f, | convergente. Soit fe & la limite
~n el
de cette dernidre. On aurait alors limn If‘(z,,,,i) =limf, (zn,/) = (2),
n n i

d'ott f(2)=F(2)+n, contrairement & la definition de F.

8. Appelons, pour abréger, famille close toute famille @CXX
qui est close par rapport & la superposition, c. & d. telle que les
superpositions f,f; et f,f, de deux fonctions f; ot f, appartenant
4 @, appartiennent a @.

Théoréme. X dant un espace mérique borné et B XX yne
jamille close compacte, on peut remplacer la métrique ¢ de X par une
metrique o' telle que toute fonction fe® soit un raccourcissement,
c. & d. que

Q’(f(m1)7 f(mz)) < Q, (mp «’172) pour

Démonstration. La métrique ¢ étant bornde, on peut ad-
mettre que o(xy, ©,)<<1 pour tous uy, x,eX. On peut admettre
aussi que la transformation fy(@)=w appartient &4 ¢ (en Pajoutant
au besoin a @). Posons pour @y, £,¢ X

&y, w6 X,

(1) 0’ (#y; @) = §up o (f(@y), f(w,)).

ed

On. verifie aisément que la fonction ¢’ jouit des propriétés
formelles de la métrique.

Nous allons montrer que les métriques ¢ et ¢’ sont équivalentes.
L'identité f appartenant & @, on tire de (1) ¢(2, @,) << 0' (@, 2y),
d’ot il résulte facilement que la relation lim ¢’ (#,, %) ==0 implique
. n
lim ¢ (#,, @)=0. D’autre part, considérons ¢ comme la métrique
dans X et faisons correspondre & toute fonction fe® la fonction

Fi(@) = o(f(x), f(xo))  pour  zeX.
Les fonctions FreIX forment alors une famille compacte ¥. En
vertu du lemme, la fonction

o' (@, &) = sup F(x)

Few
est continue pour tout xeX. La relation lim 0%y, 2p)=0 implique
donc lim o' (,, o) = o' (zy, 25) = 0. "

L’équivalence de ¢ et ¢ étant ainsi établie, reste { prouver
que toute fonction fe® est un raccourcissement par rapport 0.
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Supposons, par contre, que l'on ait
(2) o' (g, my) < @' (f(iy), f(iy))

pour un fe® et un couple de points =, zyeX.
finition (1) de ¢’, on a

0" (f(wy), f(5)) = sup o(f' f@y), 1'1(22));

Or, selon la de-

il existerait donc selon (2) un f'e® tel que
0’ (21, @) < o(f flan), f'1(2,)),

contrairement & (1), puisque la superposition f'f appartient a la
famille close 9.

Dans la suite, nous allons donner une série d’applications,
d’ailleurs assez proches, du théoréme qui vient d’étre établi.

4. Désignons par $H(X) la famille de toutes les homéomorphies
fe XY telles que f(X)=X. L’ensemble $H(X) est un groupe avec
Popération de superposition comme celle du groupe*).

Théoréme, X ctant un espace métriqgue borné et ® un sous-
groupe compact de H(X), on peut remplacer la métriqgue ¢ de X par
une métrique o' telle que toute transformation fe® soit une isoméirie,
c. @ d. que

o' (flay), f(ws)) = ' (2, 25)  pour

(e théoréme résulte immédiatement du précédent, car si une

homéomorphie f et son inverse 7! sont des raccourcissements, f est
une isométrie.

oy, By X

4) (Cependant $(X) n’est pas nécessairement un groupe iopologique. En
effet, pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que la relation ff, implique

pour tout feH(X):

-1 —1
1 f i1 20 ff, —>flp 30 f 1
Or, 1° est vrai toujours, 2° est vrai, si X est compact et 3° peut étre

méme alors en défaut.
8i Ton pose pour f,, foeH(X)

i — bl =l — L+ i =i

on obtient un espace métrique H*(X) gui est déja un groupe topologique, mais
en général différent de l'espace .@(X)CXX.

Tous les raisonnements ultérieurs concernant $(X) sont valables éga-
lement pour $*X).
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5. Soit maintenant X un espace compact mdtrisable. La to-
pologie de X%, et par conséquent celle de $H(X), ne dépend évidem-
ment pas du choix de la métrique de X.

Etant donné une métrique ¢ de X, nous désignerons par J(e)
le sous-groupe de $(X) composé de toutes les transformations
isométriques. On prouve facilement que S(o) est un groupe topo-
logique (méme métrique), compact en soi. Le théoréme précédent
entraine donc ce

Théoréme. X dtant un espace compact méirisable, la classe des
sous-groupes compacts de $(X) coincide avee celle des sous-groupes
des groupes 3(e), ot o parcourt toutes les métriques de X.

6. L’espace X est it méiriguement homogéne, lorsqu’il existe
une métrique ¢ de X pour laquelle le groupe J(¢) est transitif ®).

Le théoréme qui précéde permet donc de caractériser d’une
facon purement topologique I’homogénéité métrique des espaces
compacts:

Théoréme. Pour qu'un espace compact metrisable X soit metri-
quement homogéne, il fout et il suffit que H(X) contienne un sous-
- groupe compact transiiif.

7. Soit X un groupe topologique métrisable et compact. Faisons
correspondre & tout couple @y, z,eX Phoméomorphie

Fronl @) = @y -2,.

Ces homéomorphies forment un sous-groupe compact de H(X).
11 existe donc d’aprés 5 une métrique ¢ de X pour laquelle ces homéo-
morphies sont des isométries. On a done

0(®y@-@yy @10 -20) = 0(m, '),
quels que soient =z, %', 2y, e X, d’ou en particulier
0(@y2, 2-0") = 0(x, &) = 0(x-xy, @'-y),

ce qui veut dire que X est un groupe métrique. On obtient done
le théoréme suivant, qui est un cas particulier d’un théoréme de
M. D. van Dantzig 8):

%) Le sous-groupe ® de H(X) est dit transitif, lorsque, pour tout couple
@y, ¥pe X, il existe un fe® tel que f(ay)=w,.

L'homogénéité métrique est & distinguer de celle fopologique, 4 mavoir de
la transitivité du groupe $(X).

6) Math. Ann. 107 (1932), p. 616.
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Théoréme. Tout groupe topologique metrisable et compact se
laisse métriser de fagon qu’il devienne un groupe métrique.

8. MM. H. Freudenthal et W. Hurewicz 7) ont démontré
récemment que X étant compact, tout raccourcissement fe X¥ tel
que [(X)=X est une isométrie. Il en résulte en vertu de 3 le suivant

Théoréme. X dlant un espace compact méirisable et OCXX
une famille compacte close, il existe une métrigue ¢ de X telle que toutes
les transformations fe® sont des raccourcissements, et en particulier
celles on f(X)=X sont des isométries.

Corollaire. X éiant un espace compact méirisable et @ H(X)
une famille compacte close, il existe un sous-groupe compact ® de H(X)
contenant @.

11 suffit, en effet, de prendre ®=3J(¢) ou ¢ est donné par
le théoréme précédent.

9. Nous dirons que la transformation feX* est un raccour-
cissement topologique, lorsqu’il existe une métrique de X telle que f
50it un raccourcissement. On définira d’une maniére analogue la
notion disoméirie topologique.

Soit X un espace métrique compact. Les raccourcissements
ot les isométries forment alors dans X¥ des familles compactes en
s0i et cloges. En vertu de 83 et 8, on a done le théoréme suivant:

Théoréme. X étant un espace compact meirisable,

a) pour quune tramsformation feXX soit unm raccourcissement
topologique, il faut et il suffit que la suite (f"} (n=1,2,...) des itérées
de | forme une famille compacte.

b) pour quune transformation fe XX soit une isoméirie topolo-
gique, il faut et il suffit que f(X)=X et que la suite {f"} forme une
famille compacte.

¢) pour quune homéomorphie fe$H(X) soit une isométrie topo-
logique, il faut et il suffit que la suite ™ forme une famille compacte 8).

d) pour quune homéomorphie feH(X) soit une isométrie topo-
logique, il faut et il suffit que les swites (f"} et {f™"} forment une
famille compacte.

7) Fund. Math. 26 (1936), p. 120. Ce th. se trouve aussi dans la Thése
de M. A. Lindenbaum. (Université de Varsovie, 1927, non publiée).

8) (Pest déja en 1934 que M. J. Schreier a attiré mon attention sur les
homéomorphies satisfaisant & cette condition.
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10. Une famille de fonctions @ C X¥ est dite uniformément
continue au point zeX, lorsque pour tout >0 il existe un 2>0
tel que l'inégalité e¢(wy, #)<(n implique Pinégalité o (f (@), f(n))<e
pour tout fe®.

On prouve sans peine que |

(*) X dtant un espace méirique compact, les familles compactes
D XX coincident avec celles uniformément continues en toul point.
est dite d’apres M. B. von Ke-
rékjarté ?) réguliére au point we X, lorsque la famille composée
de deux suites !f") et {f ") (n=1,2,...) est uniformément continue
en ce point. Bn vertu de (*) et de 9 d), on a le théoréme suivant:

Une homéomorphie fe® (X)

Théoréme. X diant un espace compact métrisable, les homéo-
morphies fe(X) réguliéres en tous les points coincident avec les
isométries topologiques.

Cet énoncé permet de formuler comme il suit deux théorémes
de M. B. v. Kerékjarto19).

Théoréme. Powr qu'une homéomorphie qui transforme la surface
de sphére en elle-méme sans point invariant et sams changement d’orien~
tation soit topologiquement dquivalente & une tramsformation linéaire

elliptique, il faut et il suffit gu'elle soit une isomélrie topologique.

Théoréme, 8 dant une surface & 2 dimensions (close ou bornée)
de genre p>1, pour qu'ume tramsformation homdomorphe de S en
elle-méme soit topologiquement équivalente & une représemtation con-

forme, il faut et il suffit quelle soit une isoméirie topologique.

%) C. R. Paris 198 (1934), p. 317.

10) Acta Szeged 6 (1934), p. 236; Acta Szeged 7 (1936), p. 73 et 76.
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La dimension et la mesure ¥).
Par
Edward Szpilrajn (Warszawa).

Introduction. Dans la géométrie élémentaire, la notion de
dimension et celle de mesure sont en liaison manifeste: on définit
la longueur pour des lignes, aire pour des figures, le volume pour
des corps.

Il y a actuellement d’une part la théorie de dimension au sens,
déja classique, de Brouwer-Menger-Urysohn; il y a, d’autre
part, les théories de la mesure, en particulier celle de la mesure
p-dimensionnelle due & MM. Carathéodory et Hausdorff?).
Dans ces théories, on définit la dimension et la mesure (extérieure)
non seulement pour les figuies de la géométrie élémentaire, mais
d’une maniére générale pour les ensembles métriques tout- a-fait
arbitraires. Il parait donc intéressant de lier les deux notions en
toute leur généralité.

Or, la relation entre la dlmensmn et la mesure n’est pas im-
médiate: p. ex. I’ensemble des points du plan & deux -coordonnées
irrationnelles est de dimension 0, tandis que sa mesure superficielle
est positive. Cette divergence est d’ailleurs bien naturelle, la di-
mension étant une notion topologique et la mesure une notion mé-
trique. Cependant la relation entre elles se laisse formuler d’une

*) Les résultats principaux de cet ouvrage ont fait I'objet de ma com-
munication au Congrés International des Mathématiciens 4 Oslo 1936.

1) Voir F. Hausdorff, Dimension und dusseres Mass, Math. Ann. 79
(1919), pp. 157—179; 8. Saks, Theory of the Integral, Monograﬁe Matematyczne
Warszawa—Lw6w (& paraitre), pp. 53 et 54.
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