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10. Corollaire. L'espace compact N jouissant de la propriédic (4),
il existe pour tout >0 un n>0 tel que chaque ensemble ACM
de diamétre <<n se laisse contracter dams un sous-ensemble de N de
dimension <<dimA+41 et de diamétre <e.

Démonstration. N étant localement contractile, il existe un
7>0 tel que chaque sous-ensemble 4 de M de diameétre <<% se
laisse contracter dans un sous-ensemble de N de diameétre <Ce.
Cela veut dire qu’il existe une fonction continue ¢(x,?) définie
dans le produit (cartésien) Ax<0,1», ftelle que ¢(z, 0)=z et
@ (2, 1) = const. pour tout weA et dont les valeurs constituent

un sous-ensemble de N de diamétre <le. L’engemble A4 x(0)-4x(1).

étant fermé dans Ax<0,1>, le théoréme du N° 9 entraine l'exi-
stence d’une fonection continue ¢'(z,t) qui transforme A x<0,1>
en un sous-ensemble de N de diameétre <Ce et satisfait aux conditions:

q’l(w; 0)=‘177
dim @' [4 %<0, 1> — Ax(0) —AX(1)] << dim [4 %<0, 1>] < dim 4 4-1.

I’ensemble ¢'[AX(0)-+Ax(1)] étant fermé dans ¢'[AX<0,1>],
il en résulte (d’aprés le ,,.Summensatz” de la théorie des dimensions)
que dim ['(Ax<0, D))< dim A+1, ce qui achéve la démon-
stration. '

@’(x,1) = const.  pour tout wed,
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Sur les prolongements des transformations continues.
Par

Karol Borsuk (Warszawa).

Les récherches topologiques conduisent souvent aux problemes
de la forme suivante:

Trowver des conditions pour qu'une fonction continue @ trans-
formant un sous-ensemble fermé A dun espace donné M en sous-
ensemble d’un autre espace donné N admette un prolongement continu
sur Vespace M tout entier.

L’opération de prolongement étant en général non-univogque,
la question se pose de choisir parmi les prolongements possibles
de ¢ un seul, ¢*, qui dépende d'une maniére continue de ¢ par-
courant une famille donnée de fonctions.

Les résultats exposés ici se rattachent & ces questions.

1. Notations. Tous les espaces considérés sont supposés mé-

triques.
o{z, y) désigne la distance entre z et y.

Q(w: Y) = iﬂf()(.’)), y)'
geY

{a, B> désigne ’ensemble des nombres réels ¢ assujettis & 'iné-
galité e =t=<2,6. ‘

H,, désigne la sphére euclidienne 4 # dimensions et S, sa sur-
face. Nous admettons en particulier que H, coincide avec l'inter-
valle <0, 1>; Pensemble S, ne contient alors que les nombres 0 et 1.

N désigne la classe de toutes les transformations continues

de Pespace M en sous-ensembles de lespace N. Dans le cas ol
7*
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Despace M ou N est compact on considére NV comme un espace,
en posant pour ¢, poe NV

0Py, Pa) = sup ole:(®), pa(2)].

@ étant une transformation d'un sous- -engemble 4 de M en
un sous-ensemble de N, NY(4,p) désignera le sous-ensemble de N M
composé de tous les prolongemen’ﬁq de o.

9. Lenmune. A dtant un sous-ensemble fermé d'un espace M,
il ewiste une opération zmwoque qut fmt correspondre & towte fonction
pela, 5" un prolongement ¢*e<e, M de maniére que:

@) olpy ra)=e(et, ¢d), quels que soiont @y, gye<a, B,

\ . . A ) .
(2) & une certaine fonction @y ele,f>" corresponde comme @f un

prolongement donné d’avance.
Démonstration. Sans restreindre la généralité, on peut
admettre évidemment que =0 et f=I.
Soient a et b=a deux nombres réels. Posons:
1 pour << a,

b—1
rap(t) =) 37—

0 _pour t>0.

pour a<t<b,

Posons en outre, pour tout peM, we A et pel0, 154
' (Pp(.’IJ) = 7h9(p, A), 20(p, 4) I.Q(p7 w)]‘/ (m)

On constate facilement que la fonction ¢ (%) ~ainsi définie
satisfait aux conditions:
(3) 0<m,,(m)<1,

(4) |<p (m —q) ()| < g (o ®'(2)|, quels que soient <p,<p’e<0,1>A,

(5) p"—>peM—A entraine la convergence uniforme des fonctions
Pp, (@) vers la fonction ¢ (%) ‘

(6) p,~>ped entraine lim [sup ¢, (» N=0,()=9(p)

n=o0 xed
Les conditions (3), (5) et (6) impliquent que la fonction

¢(p) =sup ¢, (=)

icm

Prolongements des transformations 101

est continue dans ’espace M tout entier et que ses valeurs appar-
tiennent & l'intervalle <0, 1>. Elle constitue en outre, d’apres (6),
un- prolongement de la fonetion ¢. Enfin, on conelut de (4) que

(7) o9, 9)<<eo
Soit maintenant ¢§ un prolongement donné d’avance d'une
certaine fonction ¢,e<e, ﬂ) En posant

(7, %), quels que soient g, ¢’ e<0, 1%

(8)  ¢¥(p) =701[F (D) + Folp) —Po(p)] pOUT ¢ e<0,1>* et peM,

on obtient une opération qui fait correspondre & toute fonction
@el0,1>* une fonction ¢*e0,1>". Or, ¢* est un prolongement
de g, car, pour tout ped, on a ¢*(p)=ro1[¢(p)]=¢(p). De plus,
la fonction 7 satisfaisant & Dinégalité |ro,1(t)—70,1 ()] < [t—7/]
pour toutes les valeurs de t et ', on conclut que

(9) o(p*, (p’*)gg(ﬁ, @), quels que soient g, q)’e<0,1>A-

La fonetion ¢* étant un prolongement de g, (7) et (9) entrainent
Pégalité (1) et la formule (8) réalise la condition (2).

8. Le lemme qui précéde permet d’établir deux théorémes
suivants:

Théoréme 1. A éiant un sous-ensemble fermé dun espace mé-
trique M et N un rétracte absolu?l), il existe une ope'mtion UNLVOQUE

et continue qui fait cowespondre a toute fonction (peN un pro-

longement @*e N de maniére qu'd une certaine fonction (poeN
vienne correspondre comme @5 un prolongement de @, donné d’avance.

Théoréme 2. A éiant un sous-ensemble fermé dun espace me-
triqgue M et N réiracte absolu de voisinagel), il existe un. nombre po-
sitif ¢ (ne dépendant que de N) et une opération univogue et continue
qus fait correspondre & toute fonetion peN* asujettie & Vinégalite
o(q, @o) <& un de ses prolongements p*e NV de mamidre qu'd une
certaine fonction @ge N 4 vienme correspondre comme @g un prolonge-
ment de ¢, donné d’avance.

1) Un sous-ensemble E d’un espace M s’appelle rélracie de M, lorsqu’il
existe une fonction fe E¥ telle que f(x)=2 pour tout zeE. E s'appelle respec-
tivement rétracte absolu et rétracte absolu de woisinage, suivant que, pour tout es-
pace MOE, Pensemble E est un rétracte de M ou mun rétracte d'un certain en-
tourage de E dans M.
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4. Démonstration des théorémes 1 et 2, On peut ad-
mettre que N est un sous-ensemble du ,cube fondamental” @, *)
de Despace de Hilbert. Toute fonction pe N*C Q. est alors de la
forme o (x)={r=(2)} ou ¢.e<0, 1/n>*. D’aprés le lemme du NO2,
on peut faire correspondre 3 toute fonetion 1w e<0, 1/n>“1 un de
ses prolongements p™7 60, 1/np" de maniére que:

(10)  o(w, wo)=o(p™™, ¢f™"), quels que sofent i, v e<0, 1/my",

. *, .
(11) pour une certaine fonction tpn’oe<0,1/%>’l, (pf,,(,") §0it un

prolongement de ¢, , donné d’avance.
En posant maintenant

7(2) = {p™ ()

on obtient un prolongement Eleﬂ[ de la fonction weQﬁ, défini
d’une maniére univoque. En outre, il résulte de (11) que le prolon-
gement de la fonction @,={p,,} ainsi obtenu est bien de la forme

(%, ny
n,0

pour tout xeM,

donnée d’avance q)::{cp Ve N, Entin, (10) implique que

(12)  ole, ¢')=o(p,¥'), quels que soient o, ¢ e N4

Pour démontrer le théoréme 1, admettons maintenant que N
est un rétracte absolu. Il existe alors une fonction r(y) rétractant
@, on N. On constate facilement qu’en posant

¢*(@) = (7 (@)]

pour tout xeM et @eM*, on obtient une opération de prolon-
gement satisfaisant & la thése du théoréme 1.

Pour démontrer le théoréme 2, admettons que N est un ré-
tracte absolu de voisinage. Il existe alors un >0 ¢t une fonction
7(y) rétractant ’ensemble U=E[yeQ.;0(y, N)<<e] en N. Le pro-

L4

%) Qo désigne le sous-ensemble compact de I'espace de Hilbert, & savoir
composé de points {z;} oit 0<mi<< 1/i pour tout i=1, 2... D’aprés le théordme
connu d’Urysohn, chague espace séparable (et par conséquent, chaque espace
compact) est topologiquement contenu dans Qu.
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longement @, de ¢, étant par définition ¢oeNY, on conclut de (12)
que, pour toute fonction peN* telle que o(7,¢,) <& les valeurs
de la fonction @ appartiennent & U. On obfiendra par conséquent
une opération de prolongement bien définie dans le domaine des

fonctions cpeNA pour lesquelles ¢ (@, o) <&, lorsqu’on posera

p¥x)=rg(x) pour tout reM.

Comme la fonetion »(xz) rétracte U en N et l'opération p esh

continue, lopération de prclongement ainsi définie satisfait & la
thése du théoréme 2.

5. Le théoréme 2 entraine le corollaire suivant:

Corollaire. N dtant un retracte absolu de voisinage et {p,} une

famille (dépendamt d’ume maniére continue du paraméire 1e<0,1>)
de fonctions transformamt un sous-ensemble fermé A d'un espace M
en sous-ensembles de N, on peut faire correspondre d’ume mamiére

continue & tout t (0<CE<X1l) wun prolongement ‘ tp;“eNM tel qu'en

particulier la fonction @, obtienne comme g e N” un de ses pro-
longements, donné en avance.

6. Théoréme 3. A diant un sous-ensemble fermé d’un espace
M et N un réiracte absolu de voisinage, Uespace NY(A, ¢p) est loca-
lement contractile ®) pour tout Poe N2

Démonstration. On peut admettre que N est un sous-en-
semble de @ . Il existe alors une fonction r(x) rétractant un certain
entourage U de N (entourage dans l'espace @) en N et on a 'inclusion

N4, 00) C UY (4, 90) C Q4 (4, 9,),

3) L’ensemble E se laisse contracter dans un ensemble B en un point p, lorsqu’il
existe une fonetion continue f(z,t) transformant le produit cartésien 4x<0,1>
en un sous-ensemble de B, telle que f(x, 0)==z et f(z, 1)=p pour tout zeB.
L'espace N est localement coniractile aw point peM, lorsque toub entourage U
de p contient un entourage U, de p qui se laisse contracter dans U en p. L'es-
pace E est dit localement contractile tout court, lorsqu’il I'est en chacun de ses
points. Les rétractes absolus de voisinage sont caractérisés parmi les espaces
compacts de dimension finie par leur contractilité locale. La contractilité en
soi caractérise les rétractes absolus parmi ceux de voisinage.
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ot UM(4,p,) constitue un entourage de N"(4,q,) dang Pegpace
Q¥(4,9,). En faisant correspondre & toute fonction weUY (A, p,)
1a. fonetion mpeN (4, p,), on obtient une rétraction de ™ (A,q;o)
en N¥(4,9,). En tenant compte de linvariance de la contractilité
locale par rapport aux rétractions, on en conclut qu’il ne reste
3 établir que la contractilité locale de ’espace Q%’(A,q)o)

_ Daprés la définition de @., toute fonctlon PeQ(4 y §o) €8t
de la forme u={w,} ou ,e<0,1/m>". Afin de montrer que
Q¥(4,p,) est localement contractile au point wo={¢o,.}, remar-
quons qu’en posant

0= {p, (W0, )}, quels que soient (a) Qi (A, q0) et 10,1,

on obtient une contraction ) de I'espace QY (4, py) dans lui-méme
en le point ¢y, qui reste immobile pendant cette contraction. L’en-

tourage suffisamment petit de v, est donc contracté par @® en Y,
dans un entourage arbitrairement petit de w, ¢. q. d. f.

7. Le théoréme que nous allons démontrer & présent peut &tre
considérer comme réciproque des théorémes 1 et 2.

Théoréme 4. 8i pour toute fonction ¢, -transformant Sy en sous-
ensemble d*un espace donné N et susceptible dun prolongement ¢ e N
il ewiste une opération continue qui fait correspondre & toute fonction
peN® appartenant & un certain entourage de -qq un_prolongement

H, . . - .
@*e N (coincidant avec pf powr go), alors Vespace N .est localement
eontractile. .

Dans le cas, ot cette. opémtzon de prolongement se laisse définir
dans Pensemble NS" tout entier, Vespace N est contractile en 804

Démonstration. D’aprés nos hypothéses, il existe une opé-
ration continue qui fait correspondre 4 toute fonction ¢ e N5 satis-
faisant & Vinégalité o(p, ) <<e (resp. & toute fonction @ e N™)
unprolongement p*e N™ de fagon que, en particulier, & la fonction
(]JUEN transformant S, en un seul point peN arbitrairement donné,
vienne correspondre comme ¢f la fonction @5 (z) =p. Désignons par
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w(q,t) le prolongement ¢* de la fonction peN* définie par les
formules: '

p(0)=1p et p(l)=g¢,

ol ¢ désigne un point de N satisfaisant & l'inégalité o(p,q) <&
(resp. un point arbitraire de N). La fonction w(g,?) ainsi définie
satisfait aux conditions:

10 w(g,0)=p et w(g1)=g pour toutes les valeurs de g,
20 y(p,t)=p pour tout  0<Ci<1,

30 8 t,—>t, alors (g, t) > (4, 1),

49 8i ¢, —g, alors ¥(q,t) tend uniformément vers (g, t)

Les conditions 3° et 4° montrent que w¥(g,t) est une fonction
continue de deux variables q et ¢ & la fois. D’aprés 1° et 29, cette
fonction effectue une contraction de ’ensemble E[geN; o(p, q) <é&]

q

en point p, qu'elle laisse immobile. Par conséquent, tout entourage
suffisamment petit de p se trouve contracté par ¥ en p dans un
entourage arbitrairement petit de p, ¢. q. f. d.

8. Passons & présent au cas ol espace N n’est pas compact.

Théoréme 5. Soit A un sous-ensemble fermé d’un espace com-
pact M tel que dim (M —A)<<n. Soit N un espace localement con-
nexe en dimensions <<n *). 8i {p}C N* est une famille de fonctions
dépendant d'une maniére continue du pammétre 1e<0,1>, il emwiste
pour tout 1e{0,1> wun prolongement @} e N de P, qui depend
aussi d>une maniére continue du pammétae t, le prolongemmt q)o de @,
dtant donne davance.

Démonstratlon En posant
P, 1) = @, () pour tout wed et oIkl
P(z, 0)= @(x) pour tout ceM,

on obtient une fonction continue dont les valeurs appartiennent
4% N et qui est définie dans l'ensemble E=>M X (0)-+4 x<0,1),

1) Un espace B est dit localement connexe en dimension k au point p, lorsqu’a
chaque entourage U de p correspond un entourage V de p tel que chague fone-
tion continue @eV St admet un prolongement continu transformant H, 41 en
un sous ensemble de T.
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fermé dans Dlespace Mx<0,1>. Comme dim [M X<0,1>—E|<

K dim (M—A)+1<<n+1 et Pespace N est localement connexe en

dimensions <, il existe 5) un entourage U de B dans Mx<0,1> tel

que v admet un prolongement e N”. L’ensemble E étant compact,

il existe un nombre a> 0 tel que tout point (x,t) e M x0,1>—TU

satisfait aux conditions:

oy Ay >a et >

En posant maintenant
a?t

) 670~ )

on obtient une famille {p;} de fonctions définies dans 1’espace
2
Mx<0,1> tout entier, pui A rafne —— 20
<0,1> ; puisque ¢(x,.4) > e entraine ol A S
de sorte que 1 int ( LA artient | 1wt
q e point |z, ¥ o(w, 4) appartient &4 U pour tout

2
(2,t) e M x0,1>. La fonction z/)’<m iy

,W) dépendant de ¢
d'une maniére continue et satisfaisant aux conditions:

, a?t , '

V(o e, Y0 pour =0,

p a?t ,
¥ (wam) =y'(2,1) =9 (2,1) pour tout  weAd,

on .conclut que la famille des fonctions définies par la formule (13)
satisfait & la thése du théoréme 5.

9. En rapprochant le théoréme 5 du théoréme de M. C. Ku-
ratowski®) d’aprés lequel l'espace N4 des transformations conti-
n?es d’un espace compact 4 de dimension <N en sous-engembles
d’un espace N localement connexe en dimensions <{n est locale-
ment connexe en dimension 0, on parvient au théoréme suivant:

t ﬂl{’heoré'me 6 A étant un sous-ensemble fermé d’un espace com-
?p;;w . de dimension <n et N un espace localement connexe en di-
ensons S, celles des fongtions e N4 qui sont susceptibles des

prolongements ¢* e N¥ constituent un so .
' us-ensemble :
et fermé de Vespace N*. & 1a ois ouer

) voir C‘ KllIELt:O[F SkI? :Eﬂnd. ]I&bh. 24 193‘5 > P 2173.
( )
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10. L’hypothése concernant la dimension de M joue un rodle
essentiel dans la démonstration du théoréeme 6. Or, une partie im-
portante de sa thése se laisse obtenir sans aucune hypothése sur
la dimension de l’espace M tout entier, mais seulement avec celle
gur la dimension de M—A:

Théoréme 7. A dant un sous-ensemble fermé dun espace com-
pact M, ot dim (M—A)<<n, et N un espace séparable, localement
connexe en dimensions <<m, celles des fonctions tpe.NA qui sont
susceptibles des prolongements @*e NV constituent un sous-ensemble
ouvert de Vespace N*.

11. Le théoréme 7 est notamment une conséquence immédiate
du lemme suivant:

Lemme"). Soit B un sous-ensemble compact d’un espace N s¢-
parable et localement connexe en dimensions <<n. A chaque nombre
réel >0 correspond alors un mombre positif n=mn(e, B,N) el
que, si A est un sous-ensemble fermé d’un espace compact M assujetti
& Dinégalité dim (M —A)<n et st (poeNA est une fonction susceptible
dun prolongement wo e N assujetti & Vinégalité o[gd(x), B] <7
pour tout xe M, chaque fonction peN* dont la distance de @, est
<n admet un prolongement (p*eNM dont la distance de ¢* est Te.

Démonstration. Le lemme étant évident dans le cas ou
A=0, nous pouvons admettre que I’ensemble A n’est pas vide. Si
n=0, il existe une décomposition de M—A en une suite {Bw
d’ensembles disjoints, & la fois fermés et ouverts dans M—4 et dont
le diamétre tend vers 0 avec leur distance de 4. En faisant cor-
respondre & chaque Ej un point aze A tel que o(ax, By) <20 (4, Ey),
on constate sans peine que les formules

7 () = ap pour tout & € Ey,

r{z)=ua pour tout red

définissent une fonction rétractant M en A. Nous avons ainsi dé-
montré que

7) Comp. le lemme du Nr. 8, p. 95 de mon travail de ce volume, qui con-
cerne Je cas ot Pespace M est séparable et I'espace N compact.
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Chaque sous-ensemble fermé A dun espace séparable M tel que
dim (M—A)=0 est un rétracte de M. ‘

La distance des fonctions () et ¢[r(»)] dans Pensemble A,
et pax suite aussi dans un entourage suffisamment petit U de 4, est <n.
Comme (M-—A)=0, on peut choisir Pentourage U de fagon que
les ensembles U et M —U soient séparés ®). Il en 1ésulte qu’on ob-
tiendra une fonction continue, en posant ¢*(x)=@[r(2)] pour tout
zeU et g*@)=pf(x) pour tout xe M—U. Cette fonction con-
stitue un prolongement de ¢ pour lequel o(¢pf, ¢*) <7, de sorte
que la theése du lemme est remplie par 1=e.

Nous procéderons maintenant par induction, en admettant que
n >0 et qu'il existe pour tout ¢>0 un nombre positit ' (¢, B, N)
remplissant la thése du lemme dans le cas ot dim (M —A)<<n—1.
L'espace N étant localement connexe en dimensions <n, il exigte?)
pour tout peN un entourage U, tel que chaque fonction continue
transformant un sous-ensemble fermé d’un espace séparable X & <<n
dimensions en un sous-ensemble de U, se laisse prolonger sur X
de maniére que ses valeurs constituent un sous-ensemble de N de
diamétre <(¢/3. L’ensemble B étant compact, il en résulte Pexistence
d’un nombre positif 4<Ce si petit que chaque fonction transformant
un sous-ensemble fermé d’un espace séparable de dimension <n
en un sous-ensemble de N dont le diametre et la distance de B sont
<1 admet un prolongement sur l’espace tout entier et dont leg
valeurs constituent un sous-ensemble de N de diamétre < /3,

‘ Nous allons montrer que, pour satisfaire 4 la thése du lemme,
il suffit de prendre comme #(¢, B, N) un nombre positif arbitraire
7 satisfaisant aux conditions: '

(14) : 1<<7'(4/3, B, N),
(15) n<<4/3.

Soif, eal{ effet, @,eN* une fonction admettant un prolonge-
ment goe N© tel que

(}6) P8(M)CE[zeN;o(w, B)<1).

:) c. & d. que O-(M—TU)+U-H—T=0.
) Cf. C. Kuratowski, 1. c., P. 273, Théoréme 1, I et III,
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Soit @eN* une fonction satisfaisant & DPinégalité

(17) o(go, @) < 7.

Comme M—A est un sous-ensemble ouvert de dimension < n
de ’espace compact M, on en conclut sans peine qu’il existe un
gsous-ensemble fermé T de M-—A de dimension <<n—1 et tel
que P’ensemble M—A-—T se laisse décomposer en une suite {Ej)
d’ensembles disjoints, & la fois ouverts et fermés dans leur somme,
dont le diamétre et la distance de A tendent vers 0 et qui satis-
font & la condition:

(18) pour tout B, le diamétre de ¢f(H:) est <4/3.

Nous pouvons admettre en outre que la fermeture de chaque
E, contient des points appartenant & T, car, dans le cas contraire,
nous pourrions ajouter & T tous les Ej, qui sont des ensembles isolés
et un point d’accumulation de chacun des autres E,. En posant

 M'=A-+T, on conclut de (14) qu’il existe un prolongement (p’eN‘w

de ¢ qui différe de ¢¥ dans Pensemble M’ de moins que <<4/3. Les
inégalités (15), (16) et (18) montrent que (p'(M’)CE_[mN;Q(m,B)<l]

et que, pour tout K le diamétre de I’ensemble (B M') est <A.
Vu la détinition du nombre 1, on en conclut que ¢’ se laisse prolonger
sur Pensemble E; de facon que la fonction prolongée soit une trans-
formation continue de E, en un sous-ensemble de M de diamétre
¢/3. De plus, en tenant compte de la compacité de @(4) et de
la- connexité locale de N en dimensions < n, on peut admettre
de la fonction prolongée ¢’ que le diamétre des images qu’elle donne
de B, tend vers 0 avec celui de Ej. Le prolongement ¢* ainsi défini
sera alors une fonction continue dans lespace M tout entier.

La fonetion ¢ coincidant avec ¢’ dans ensemble M’ et, par
conséquent, ne différant de @ dans cet ensemble que de A8 <,
il ne reste qu’s prouver que, pour tout xe M—M’, la distance
entre ¢(x) et gi(x) est e Or, dans la fermeture de I’ensemble E,
contenant 2, il existe un point 2z’ appartenant & 7. On a donc

olg*(x), pi(@)] <elg*(®), ¢' ()] + ol¢' (@), ¢3(z')] + e[@d(2’), pol@)] < .
<3423+ 1/3<¢el3+¢/3+¢el3=e.

La démonstration du lemme est ainsi achevée; le théoreme 7
en est un corollaire immédiat.
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12. Théoréme 8. Si une fonction continue @, transforme un
sous-ensemble fermé A d’un espace compact M tel que dim (M —A)<<n
en sous-ensemble d'un espace N séparable et localement conmexe en
dimensions < 2n, alors Vensemble NY(A, ¢, est localement connewe
en dimensions << N.

Démonstration. Soit / une fonetion continue transformant
8: (ot k<<n) en un sous-ensemble de NY(4,p,). A chaque yesS,
correspond alors, comme valeur de f(y), un prolongement <p”eNM
de la fonction ¢,. En tenant compte de la continuité de f, on ob-
tiendra donc une fonetion continue transformant le sous-ensemble
fermé E=Mx8,+AXH,y de l'espace MXH,is en un sous-en-
semble de N, si I’on pose:

pour tout rxeM et yelSh
pour tout ved et y=Hjp..

v (@ y) = 9,(@)
v(z, y) = ¢o(2)

Soit maintenant ¢f une fonetion appartenant & N™(4, ).
En posant

Yol ¥)=gf (2) pour tout  (z,y)e R,

on obtient une fonction w,eN”. La fonction

vi(@,y)=9i®)  pour tout  (x,y)e MXH

constitue un prolongement de v, sur Pespace M XH,.; tout entier.
Or, dans le cas ol les valeurs de la fonction f sont situées dans un
entourage suffissmment petit de ¢f, la fonction vy différe de Y,
aussi peu que l'on veut. Il en résulte, d’aprés le lemme du Nr. 11,

Vexistence d’un prolongement w*e N MXH de ¥ dont la distance

de v, est plus petite qu’un nombre positif donné d’avance, c. q. f. d.

icm

Sur une décomposition du segment en plus que 2%
ensembles non mesurables et presque disjoints.

Par
W. Sierpinski (Warszawa).

Le but de cette Note est de démontrer & Yaide du théoréme
de M. Zermelo ce

Théoréme. Il existe une famille de puissance > 2% @’ensembles
non mesurables situds dams UVintervalle J=[{0<ax<{1], deux & deux
presque disjoints 1), de mesure extérieure 1 et partout de II-iéme
catégorie dans J.

La démonstration que j’en vais donner ici ne fait pas 'usage
de Phypothése du continu. Or, si 1’on admet cette hypothése, le
théoreme devient une conséquence immédiate d’une proposition que
j'ai démontrée antérieurement 2).

Démonstration. Soit @ le plus petit nombre ordinal de
puissance 2%. Il résulte du théoréme de M. Zermelo l’existence
d’une suite transfinie du type ¢

(1) Bty B2y X3y oevy Loy Tty oy Ty oo (§<‘P)

formée de tous les nombres de l'intervalle J.

1) Deux ensembles A et B sont dits presque disjoints, si 'ensemble A.B
de leurs éléments communs est' de puissance inférieure & celle de A et de B.

2) Fund. Math. t. XIII (1929), p. 195—200. C’est la proposition suivante:
Si 2N=p,, il existe une décomposition de Vintervalle J=[0<z<1] en 228 oy
sembles qui sont de mesure extérieure 1, de II-idme catégorie dans tout sous-inter-
valle de J et qui n'ont deur & deuxs qu'un ensemble au plus dénombrable de points
communs (cf. aussi mon livre ,Hypothése du continu”, Monografje Matematyczne
t. IV, Warszawa—Lwéw 1934, p. 127).
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