196 : C. Kuratowski.

Le théoréme de réduction suivant, dans le domaine des ensembles PO4 1),
est un cas particulier du théoréme de réduction du N° 4: élant donnée une suite
A% 41, . A" ... (n< o) densembles PCA, il existe une suile d’ensembles POA
disjoints BY, BY, ... B", ... tels que B"CA"™ et B+B'+f..=4%+4"+..

En effet, en vertu du théoréme précédent, il existe pour chaque n, une

suite transtinie relativement analytique Af, A7, ... 4%, .. telle que A"= > .
all

La suite double {47} est évidemment ?) aussi une suite relativement analytique,
done une suite de classe P, et C,. Il existe, par conséquent, en vertu du théor. 2
du N° 4, une suite double {B} de classe P, d’ensembles disjoints et telle que

B AT et IS BI=3 4",
. n o« neo

«

Posons B"=)'B2. La suite transfinie B, BY, ... By, ... étant de classe P,,
P ,

pour n fixe, I'ensemble B” 'est également (cf. N° 2).

Le théoréme de réduction pour les ensembles PCA peut &tre déduit aussi
(comme j’ai signalé dans la note précitée p. 188) du fait que, S, désignant la

somme partielle: Sy=A7+...+47, ensemble %—,’és’;——sgl) est de classe POA
o

pour m et n fixes.

Or, la suite A7, A7, ... A, ... étant de classe P, et O, (pour n fixe), il en

est de méme (cf. N°2) de la suite des sommes partielles S, 87, ... 8%, ... done

(pour = et m fixes) de la suite des différences {S7—8™", ¢ < Q. L’ensemble

wi?
a%’g(sg--sg) est donc de classe PCA. ¢. q. f. d.

1) En généralisant quelques théorémes de séparation de M. Novikoff
{Fund. Math. 25, p. 459), j’ai établi le théordme cité dans Fund. Math. 26, p. 187,
%) Une remarque analogue & celle du renvoi 1) p. 189 s’applique aux suites
doubles transfinies: étant donnée pour chagque n une suite transfinie rel. analy-
tique Af, 47, ... A7, ..., la suite double {45}, e< 0, n<o, est aussi rel. analy-
tique. Car-on a dans ce cas
00
(e 8, m)E(me_Af‘)EZ (n=0) (e Al)
n=(
et la fonction propositionnelle v, (c, x)==(xed]) est, pour chaque n, rel. ana-
Iytique.
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Solution d’un probléme de la théorie des relations.
Par
Sophie Piccard (Neuchatel).

Le but de cette Note est de donmer une solution complete
du probléme P suivant, posé récemment par M. Sierpiriskil):

P. Soit E un ensemble indénombrable et B une relation entre
les dléments de H, telle que pour tout élément donné © de E le nombre
déléments y de E pour lesquels on a xRy est fini (ou nul). Ewiste-i-il
towjours un sous-ensemble B, de B, de méme puissance que E et tel
que, x et y étant deux dléments distincts de B, on n'ait jamais wRy?

M. Sierpiniski a démontré (L. c.) que la réponse au probleme
P et affirmative:

1) si FE=2™ olt m est un nombre cardinal quelconque =X,

2) si ﬁ=xa+1 ot @ est un nombre ordinal arbifraire.

Tl existe cependant des ensembles indénombrables E qui ne
satisfont ni & la condition 1) ni & la condition 2), p. ex. tels que
F=x, 2).

Nous prouverons ici que la réponse au probléme P est affirma-
tive, quel que soit Pensemble indénombrable E.

1) 'W. Sierpifiski, Sur un probléme de lo théorie des relations, Fund.
Math. 28, p. 7.

2) En effet, si 'on avait N,=2™, on aurait m>=>Rp et N, <N, pour n=1, 2,y veny
d’on, d’aprés le théeréme connn de J. Konig: RyHRo N3 o <RGRRGes C ad.

N, < ;qff’: g 2™=N,, ce qui est impossible.
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Dans ce but, nous démontrerons d’abord ce

Lemme, Soient: n un entier 1, a un nombre ordinal quel-
conque, B un ensemble de puissamce Nop1, R ume relation telle que
pour tout élement x de B il existe <n dléments y de E pour lesquels
@Ry et enfin M un sous-ensemble de B dont aucun couple d’éléments
distincts n'est lié par la relation R.

Il existe alors un nombre fint (ou nul) d’éléments de M, 21,2, ... 2,

et um sous-ensemble H de E de puissance N1 tel que M— (21,25, ...,2:) CH
et guwaucun couple d’¢éléments distinets de H west lié par la relation R.

Démonstration. Le lemme est évidemment vrai pour n=1.
Admettons qu'il est vrai pour tout nombre naturel n<<m ot m est
un entier quelconque >1. Soient: F un ensemble (de puissance Rqi1),
R une relation et M un sous-ensemble de E, assujettis aux condi-
tions du lemme pour n=m.

Posons pour tout élément x de E:
1) Z(w) =E[tel, tRx].
. t
Nous pouvons évidemment supposer que x <E__’; done que x Rey

puisque pour M==8, 1 le lemme serait vrai pour n=m, en posant H=2D».
Posons pour zeH:

(2) ' V(z)=E[yeE, xRy].
¥

D’aprés hypothése sur R, nous avons

(3) Vi(z)<m
de sorte que l'ensemble

(4) Vo=2V (2)

xeM

pour zekE,

est de .pu;'ssa,nce Re, €N tant que somme de <C8. ensembles finis.
Distinguons maintenant deux cas:

a) Il existe un élément z, de E tel que l'ensemble Z(,) est
de puissance Ryig.

b) Quel que soit I’élément 2 de E, Pensemble Z(r) est de puis-
sance <Rei1, donc de puissance <.

Dans le cas a), posons:
(5) B <[ M +(Z (w5) — Vo) ]— ().

Comme V,<s, Lensemble E* est selon a) de ui s
$380Ce N1
z un élément de E*. ) p a1 Soit
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Bi weM, je dis qu’il n’existe aucun élément y=a de E*, tel
que zRy. En effet, soit y un tel élément. On aurait done, d’aprés (2),
yeV(x) et, d’apres (4), yeV, Or, aucun couple d’éléments distinets
de M n’étant lié par la relation R, on a ynoneM. Mais, d’aprés (5),
les formules yeV, et ynoneM sont incompatibles avec la formule
yeB*, »

Si znone M, on a, d’aprés zeE* et daprés (5), weZ(zy),
done, d’apres (1), xRz, Selon ’hypothése sur la relation R, il existe
done au plus m—2 éléments y de E, distinets de @, et tels que zRy.
1l existe par congéquent moins que m—1 éléments de E*, tels que zRy.

Finalement, quel que soit élément x de E*, il existe <m—1
éléments de E* pour lesquels zRy.

Posons M*=M-—(z,). D’aprés P’hypothése sur M, aucun
couple d’éléments distinects de M™ n’est lié par la relation R. Or,
on a évidemment M*(CE*. Le lemme étant, par hypothése, vrai
pour n=m—1, il existe un sous-ensemble H* de E*, de puissance Rui1,
et un nombre fini (ou nul) d’éléments de M™*, 21, 2, ..., 2, tels que
M*—(21, 22, oy ) CH* et qu’aucun couple d’éléments distincts
de H™* n’est lié par la relation R. Posons H=H*: nous aurons évi-
demment M—(m, 21, 22y ..y 28) =M —(21, 22y ..., 2s) CH*=H(CE et
I’ensemble H répond aux conditions de notre lemme.

" Dans le cas b), on a

(6) (@) <M pour wxekE.
Du fait que < Rz, l’ensemble
(7 T=Z(@)

xeM

est donc une somme de <(8, ensembles dont chacun est de puis-
sance <SRy Vi que X:2=y,, on trouve donc

T < Na.

Soit maintenant ¢ le plus petit nombre ordinal de puissance Ket1.
Soit

(8) Dty B2y vy Loy Loty eey Ly ooe (E<p)

une suite transfinie formée de tous les éléments de l’ensemble E.
Nous définirons par 'induction transfinie une suite transfinie

'(9) pl) pZy b p"” pw"‘l? ey p§7 b (§<‘P)

d’éléments de E comme il suit.
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Comme M<ey Vy<KRe eb T8y, Uensemble H— (M +Vo+T)
est de puissance Ne41, donc non vide. Nous définirons p, comme
le premier terme de la suite (8) appartenant & cet ensemble.

Soit maintenant 2 un nombre ordinal donné, 0<A< ®, et sup-
posons déja définis tous les éléments p; ol £<<4: leur ensemble P,
est donc de puissance <@=Nu1, d’ott P;<N.. Posons:

10 =V,
(10) Ua Vtéwwtéﬂw-

En vertu des relations (3), V,<Cxq, (6) et 1<g, ona Ui<ky
et Pensemble B— (M +T+U,+P;) est de puissance Sqr1, done ==0.
Nous définirons p, comme le premier terme de la suite (8) qui ap-
partient & cet ensemble.

. La suite transfinie (9) est ainsi définie par induction trans-
finie et il est évident qu’elle contient Ret1 termes différents, dont
Pensemble P est un sous-ensemble de E. Posons H=M +P. ,

Je dis que lensemble H répond aux conditions du lemme.

En effet, supposons qu’il n’en soit pas aingi. Soient z et y deux
éléments distinets de H, tels que zRy. :

Si we M, Ihypothése faite sur M exclut lg relation ye M.
Goml?ae yeH=M-+P, on a donc yeP. Soit Y=pu ou pu<<p. Par
consequent zRp,, ol ze M, d’ol, selon (2), p,LeV(w) et d’aprés (4):
p.ueVo,thIlG, d’aprés (10), p.eU,, contrairement i la définition de p,.

’ ?1 znone M, on a xzeP. Soit T=p, ou A<@. Si ye M, on a
flapres.szy et (1): p2eZ(y), done, d’aprés (7): pae T, contrah"emem;
& la définition de p,. Par conséquent ynone M, d’otr yeP. Soit y=n
Comme fa:}:y‘, on a A==p. 8i A<y, on a d’aprés szp,; et (2): pMeV(p;)h
g?;e];ésd a,p;?;s (10): pue U, ce qui est impossible. 8i A>u, on a:
esi:pencof(;z higozt;i}g:ié: Pae gy dono, danta 1o sz T co aui

La formule Ry ne peut done
) , L Pas se présente -
ments distinets » et y de H, c. q. f. d. g " pour deux 46

Le lemme étant ainsi établi, soient: F un engemble indénom-
brable queleconque et R une relation telle qu’il existe pour tout
€lément x de B un nombre fini (ou nul) d’éléments y de B pour les-.
quels zRy. Désignons, pour n=0,1,2,..., par B, Pensemble de tous

les éléments = de B pour les i i
. quels il existe exactement n &léme
de B, tels que 2Ry.. Nous aurons évidemment " fements y

(11) E=FEy+ B +F,+F,+.. .
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Posons E=s, et distinguons deux cas:

1) le nombre ordinal & est de premiére espéce.
2) le nombre ordinal e est de seconde espéce.

Dans le cas 1), il résulte du théoréme de M. Sierpinski que ¥
contient un sous-ensemble H de puissance 8. et dont aucun couple
d’éléments distinets. n’est.lié par-la relation R.

Dans le cas 2), on déduit sans peine de (11) qu'il existe une
suite infinie croissante de nombres naturels <<k,<<ky;<<... et une
suite infinie croissante de nombres ordinaux o;<e,<es<<..,

telles que

(12) lime,=a
n<w

et _

(13) E]an = Nan'

Etant donné un nombre naturel n>>1 quelconque, on a
o1+ 1K n
et, d’aprés (13), il existe un sous-ensemble @, de Ej, de puissance
Ry 41 Posons: o -
pour n=2,3, ..

(14) Sn=0Q>+ Qs+ ... +@n
et
(15) 8= 8,4+ 8+ 8yt

Comme 5,"’:8,1"-1_}_1 et @1 <t +1<en, powr n=2,3,..,

on trouve sans peine, en tenant compte de (12):
(16) Ezzxan_l+l

D’aprés (16) et en vertu du théoréme de M. Sierpinski, il
existe un sous-ensemble H, de S, de puissance 8.1 et dont aucun
couple d’éléments n’est lié par la relation E.

Considérons & présent un entier m>2 et admettons que nous
avons déja défini les ensembles Hy, Hs, ..., Hn— €6 que Hm1(CSm—1,
done aussi Hm1C Smy, aucun couple d’éléments distinets de Hp
n’étant lié par la relation R. D’aprés (16), on a

pour n=2, 3, ... et S=8q.

Enzxam_l_]_1>xam_z+1 et Sam~2+1=3—1n_l>ﬁm_1’ d’ou 8,,>H,, 1.

I’engemble S, satisfait aux conditiong du lemme (pour n=>~kn+1,
=y 66 M=Hpn_y); il existe donc un nombre fini (ou nul) d’élé-
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ments de Hp, 27,27, ..., Zn, ebun sous-ensemble H, de 8,,
de pmssaneg Re  +1) tels que Hpq — (2, 21, ..., z;’l’n)CHm et qu’au-
. cun couple d’éléments distincts de H,, n’est lié par la relation R.

L’ensemble Z de tous les éléments 21,22, ..., 2, 00 m=3,4,... et
au plus dénombrable. Posons

17 H=(H,+ Hy+H,+..)—Z.

Comme Z<<§, et En:xam_l_,_l, Pensemble H est, comme on voit

sans peine, en tenant compte de (12), un sous-ensemble de E

de puissance &.. Montrons qu’aucun couple d’éléments distincts de H
n'est lié par la relation R. En effet, soient # et y4=# deux éléments
de H. D’aprés (17), il existe donc deux indices p>1 et q>1 tels
que zeH, et yeH, Soit p. ex. ¢==p (pour ¢<p le raisonnement
est tout & fait analogue). D’aprés we H et (17 ), ona znoneZ, done
weHy—Z. Or, on voit aisément que H,—Z( H, Ona doncymeH
et yeH, et, d’aprés la définition de H,, les éléments = et Y ne sonz
pas liés par la relation R, e. q. f. d.

Nous avons ainsi démontré que la réponse au probléme de

llﬁ. SEierpiﬁski est affirmative pour tout ensemble indénombra-
e H.
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Sur les transformations des polyédres acycliques
en surfaces sphériques.

Par
Karol Borsuk (Warszawa).

D’aprés un théoréme fondamental dit & M. H. Hopf?), le type
d’homotopie 2) d’une fonction continue f transformant un polyédre P
de dimension <{n en surface sphérique S, (de dimension ») est dé-
fini par les grades avec lesquels 7 transforme en S, les cycles (modu-
laires) n-dimensionnels de P. La situation est bien différente, lorsqu’on
supprime 1’hypothése dim P<Cn, car, d’aprés le résultat bien connu
de M. H. Hopf, la surface sphérique S;, qui est, bien entendu,
acyclique en dimension 2 3), admet des transformations essentielles 2)
en S,. Or, la question s’impose §’il existe, pour un n, des polyedres
acycliques en toutes les dimensions et admettant des transformations
essentielles en 8,. Le but de cet ouvrage est de résoudre cette question
par la démonstration du théoréme suivant:

Théoréme. P, dant un polyédre acyclique en toutes les dimen-
sions, chaque transformation continue de P, en une surface sphérigue
de dimension quelcongue est inessentielle.

1) H. Hopf, Comment. Math. Helv. 5 (1932), p. 39—54.

2) Deux fonetions continues f, et f; transformant un polyédre P en 8,
sont dites homofopes ou du méme type d’homotopie, lorsqu’il existe pour 0<i<]1
une fonetion continue f; transformant P en S, et dépendant du paramétre ¢ d’une
manidre continue. Les transformations de P en S, homotopes avec une trans-
formation de P en un seul point sont dites inessentielles et les autres essenticlles.

8) Un polyédre P est dit acyclique en dimension r, lorsque chaque cycle
r-dimensionnel de P (aux coefficients arbitraires) est homologue & 0 dans P.
Tn polysdre dont tous les groupes de Betti (aux coefficients entiers) disparaissent
est acyclique en toutes les dimensions (Cf. P. Alexandroff et H. Hopf, To-
pologie I, Berlin 1936, p. 228). Cela nous permet de ne considérer dans la suite
que des cycles aux coefficients entiers.
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