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ments de Hp, 27,27, ..., Zn, ebun sous-ensemble H, de 8,,
de pmssaneg Re  +1) tels que Hpq — (2, 21, ..., z;’l’n)CHm et qu’au-
. cun couple d’éléments distincts de H,, n’est lié par la relation R.

L’ensemble Z de tous les éléments 21,22, ..., 2, 00 m=3,4,... et
au plus dénombrable. Posons

17 H=(H,+ Hy+H,+..)—Z.

Comme Z<<§, et En:xam_l_,_l, Pensemble H est, comme on voit

sans peine, en tenant compte de (12), un sous-ensemble de E

de puissance &.. Montrons qu’aucun couple d’éléments distincts de H
n'est lié par la relation R. En effet, soient # et y4=# deux éléments
de H. D’aprés (17), il existe donc deux indices p>1 et q>1 tels
que zeH, et yeH, Soit p. ex. ¢==p (pour ¢<p le raisonnement
est tout & fait analogue). D’aprés we H et (17 ), ona znoneZ, done
weHy—Z. Or, on voit aisément que H,—Z( H, Ona doncymeH
et yeH, et, d’aprés la définition de H,, les éléments = et Y ne sonz
pas liés par la relation R, e. q. f. d.

Nous avons ainsi démontré que la réponse au probléme de

llﬁ. SEierpiﬁski est affirmative pour tout ensemble indénombra-
e H.
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Sur les transformations des polyédres acycliques
en surfaces sphériques.

Par
Karol Borsuk (Warszawa).

D’aprés un théoréme fondamental dit & M. H. Hopf?), le type
d’homotopie 2) d’une fonction continue f transformant un polyédre P
de dimension <{n en surface sphérique S, (de dimension ») est dé-
fini par les grades avec lesquels 7 transforme en S, les cycles (modu-
laires) n-dimensionnels de P. La situation est bien différente, lorsqu’on
supprime 1’hypothése dim P<Cn, car, d’aprés le résultat bien connu
de M. H. Hopf, la surface sphérique S;, qui est, bien entendu,
acyclique en dimension 2 3), admet des transformations essentielles 2)
en S,. Or, la question s’impose §’il existe, pour un n, des polyedres
acycliques en toutes les dimensions et admettant des transformations
essentielles en 8,. Le but de cet ouvrage est de résoudre cette question
par la démonstration du théoréme suivant:

Théoréme. P, dant un polyédre acyclique en toutes les dimen-
sions, chaque transformation continue de P, en une surface sphérigue
de dimension quelcongue est inessentielle.

1) H. Hopf, Comment. Math. Helv. 5 (1932), p. 39—54.

2) Deux fonetions continues f, et f; transformant un polyédre P en 8,
sont dites homofopes ou du méme type d’homotopie, lorsqu’il existe pour 0<i<]1
une fonetion continue f; transformant P en S, et dépendant du paramétre ¢ d’une
manidre continue. Les transformations de P en S, homotopes avec une trans-
formation de P en un seul point sont dites inessentielles et les autres essenticlles.

8) Un polyédre P est dit acyclique en dimension r, lorsque chaque cycle
r-dimensionnel de P (aux coefficients arbitraires) est homologue & 0 dans P.
Tn polysdre dont tous les groupes de Betti (aux coefficients entiers) disparaissent
est acyclique en toutes les dimensions (Cf. P. Alexandroff et H. Hopf, To-
pologie I, Berlin 1936, p. 228). Cela nous permet de ne considérer dans la suite
que des cycles aux coefficients entiers.
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Démonstration. Soit f une transformation continue de P,
en S,. Dans le cas ot n=0, la thése du théoréme est une conséquence
immédiate de la connexité de Py; dans le cas olt n=1, elle résulte
du théoréme, d’aprés lequel le type d’homotopie d’une transforma-
tion de P, en §; est défini par les grades avec lesquels f transforme
les cycles 1-dimensionnels de P, en S;*). Par conséquent, on peut
se borner dans la suite au cas ol n==2.

Or, on sait que:

(1) toute transformation continue en S, d'un polyédre contractile
en soi est inessentielle.

(2) chaque polyédre acyclique en toutes les dimemsions et doni le
groupe fondamental disparait est coniractile en soi5).

. TI ne reste donc & établir que I'existence d’un polyédre Py )P,
qui soit acyelique en toutes les dimensions, dont le groupe fonda-
mental disparaisse et sur lequel f admette un prolongement continu
(transformant P; en S,).

Nous parvenons de P, au polyédre P;, en construisant suec-

cessivement les polyédres & indices intermédiaires par 1’application
convenable de deux opérations suivantes 5):

(a) mulpiphcation cartésienne par un élément euclidien )
(b) addition dun polysdre de dimension <<3.

i Notons que la fonction f satisfait dans le polyédre Py & la con-
0on:

’

(3) la tr.a.nsformation des sous-polyédres de dimension <2 par | en S,
est inessentielle. ' |

En effet, c’est une conséquence du théoréme de M. H. Hopt?

car P, est acyclique et n=2. ’

#) Voir le livre cité de P. Alexandroff et H. ‘. C
aussi H. Hopf, Math. Ann. 104 (1931), p. 641, t]f.[ Vf*f.opf, B UL BV O

5) W. Hurevsficz, Proc. Akad. Amsterdam 38 (1935), p. 522, th. IV

5*) Aprés avoir terminé ce travail, j’ai appris que M. N. ’ .
m’ontré un théoréme général dont il résulte en particulier que I’on peut obtenir
tiu?‘polyedre acyclique en toutes les dimensions un polyédre contractile en soi
&4 I'aide de I'opération (a) toute seule. La démonstration de M. N. Arongz ajn

va paraftre prochainement dans Proceed. Akad. Amsterdam.

euendj:)n Oen ;nt;jnd par élément euclidien un polyddre homéomorphe & une sphére
ne de dimension arhitraire et par une surface sphéri bl
phérique euclidienne u
polyédre homéomorphe 3 une surface sphérique de dimension arbitraire. '

Aronszajn a dé-
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En admettant maintenant que la fonetion f satisfait & la condi-
tion (3) dans un polyedre donné P, nous allons prouver qu’elle admet
un prolongement continu satisfaisant & la condition (3) sur tout
polyédre P* qui s’obtient de P par les opérations (a) ?) et (b).

Remarquons d’abord que pour que f soit inessentielle dans
un ensemble 4 quelconque, il suffit que A soit susceptible (dans
I’ensemble des arguments de f) d’une déformation continue ¢(x,1)
en un ensemble B8) dans lequel f est inessentielle. En effet, la fa-
mille des fonctions fi(z)=f[p(z,?)], 0{t<{1, qui sont alors con-
tinues, définies dans A et dépendent d’une manicre continue du
paramétre ¢, unit la fonetion f(x)=7y(z) & la fonction fu(@)=Flp(z,1)],
qui est inessentielle, les valeurs de @(,1) appartenant & B et f étant
inessentielle dans B.

Ceci dit, congidérons lopération (a). Soit P*=PXFE ou E est
un élément euclidien de dimension arbitraire. Il existe alors une
déformation continue y;(y) de E dans lui-méme en un point arbitraire
a de BE. En posant g:(x, y)=(x, ¥:(y)), on a par conséquent une
déformation continue de tous les polyédres T'(CP* en leurs pro-
jections sur P?), donc en sous-polyédres de P dont la dimension
est <<dim 7. Il s'en suit que tout prolongement de f sur PxE
(p. ex. le prolongement défini par la formule f(z,y)=/(2)) satisfait
4 la condition (3). »

Considérons maintenant 'opération (b). Soit P*=P+4¢ ou @
est un polyédre de dimension <C3. On peut admettre que P* est
donné sous la forme d’un complexe géométrique K dont P et ¢

sont des sous-complexes. Désignons par P*® 1a somme de tous les
simplexes de K de dimension <C2 et par @' la somme de tous les
simplexes de K qui ne sont pas contenus dans P. La fonction 1,

comme inessentielle dans P*@)-P, admet un prolongement continu
sur P*® 4@’ qui est inessentiel dans ce dernier ensemble. Comme

7) Dans le cas ot P* est obtenu de P par I'opération (a), c- ad. P*=PXUE,
ot E est un élément euclidien, nous pouvons traiter P comme un sous-ensemble
de P*, en identifiant, pour un point a arbitrairement choisi dans B, tout point
# de P avec le couple (%, @) e P*. Cela nous permet de parler du prolongement
gur P* d’une fonction définie dans P.

8 ¢. & d. que ¢(z,t) soit une fonction continue, définie pour wed et
0<t<l, dont les valeurs appartiennent 4 ensemble des arguments de f et qui
satisfasse aux conditions: @(x, 0)=2z et ¢(2, 1) e B pour tout x ed.

%) On entend par la projection du point (x,y) e P*=PxE sur P le point
xeP ou, ce qui revient au méme (comp. le renvoi 7)), le point (z, a) de P*.


GUEST


206 K. Borsuk: -

P-Q’CP*‘”, on parvient aingi & une fonection continue f définie dang

P* tout entier et inessentielle dans P*®, Or, chaque sous-polyédre
T de P* de dimension <C2 sa laisse déformer d’une manidre con-

tinue en un sous-polyddre de P*® par les projections successives
sur la frontiére des simplexes de K de dimension >3 des points
de T'situés & Pintérieur de ces simplexes. Par conséquent f est inesgen-
tielle sur 7T, c. & d. que la fonetion prolongée satisfait dans P+
& la condition (3).

Avant d’appliquer les opérations (a) et (b) & la construction
des polyedres Py, Py, ..., Py & l'aide de P,, nous allons établir quel-
ques propositions de nature combinatoire:

Soit P un polyédre décomposé en deux sous-polyddres P’ et Q'
Admettons que P est donné sous la forme d’un complexe géo-
métrique K dont les sous-complexes K' et L’ représentent respe-
ctivement des décompositions simpliciales de P’ et ¢’ Chaque cycle
(r-+1)-dimensionnel ¢ de K (aux coefficients entiers) peut étre
mis sous la forme d’une somme A +B ou A désigne un sous-com-

plexe (algébrique) de K’ et B de L'. Le complexe C"—A——F
est alors un cycle r-dimensionnel dans le complexe K'--L’. Tl est
connu '%) que la classe d’homologie ) de (" (dans P’.Q’) ne dépend
que de celle de O"*' (dans P). En faisant done correspondre 3 la
classe d’homologie de (™' celle de C", on obtient une fonetion (7
qui établit une correspondance entre les éléments du groupe (r--1)-
dimensionnel de Betti BH'I(P) du polyedre P et ceux du groupe
r-dimensionnel de Betti?) B"(P’-Q') du polyedre P’-Q’. Comme
additive, ¢ est une homomorphie qui transforme B (P) en sous-

groupe de B'(P'-Q’) que constituent toutes les classes d’homologie
de P'-Q" composées de cycles r-dimensionnels homologues & zéro
dans P’ et dans Q’. Cette homomorphie a comme noyau ) le sous-
19) Voir le livre cité de P. Alexandroff et H. Hopf, p. 293.
. 1) L’homologie est entendue dans ce travail dans le sens d’homologie forte,
¢. & d. sans division.
12y J ’-entends dans ce travail par groupe de Beiti toujours le groupe de Betti
aux coefficients entiers, non réduit (donc en général non libre) '
%) On entend par noyau d’une homomorphie I’ensemble de tous les argu-
ments de cette homomorphie auxquels correspond la valeur zéro.
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groupe V(P', Q') de B (P) que constituent les classes d’homologie
contenant des eycles de la forme ¢"7'+D"' ot ¢! estun cycle
de K' et D" un eycle de L. L’homomorphie ¢ devient une iso-
morphie, lorsque V(P’,@')=0, ce qui a lieu lorsque la condition
suivante est remplie:

(4) tout cycle de dimension (r+1) situé dans P’ ou dans Q' est
homologue & zéro dans P.

Par conséquent:

() st le polyédre P’ est acyclique en dimension r, la condition (4)
diant remplie, lo fonction ¢ dédtermine wume isomorphie enire le
groupe BT (P) et le sous-groupe de B'(P'-Q’) que constituent

les classes d’homologie composées de cycles homologues & zéro
dans Q’.

Ceci établi, passons a la construction successive des polyédres
Py, Py ..., P;.

Construction de P,. Soient 2, £, ..., £, les parcours poly-
gonaux fermés dans P, avec le point initial commun ¢, qui con-
stituent un systéme de générateurs du groupe fondamental de P,
Le parcours £; (considéré comme un cycle algébrique aux coef-
ficients entiers) étant homologue & zéro dans P,, il existe ) dans
T’espace euclidien & 3 dimensions une surface polyédrique orien-
table F; ayant une courbe simple fermée £; pour frontidre, et une
fonetion o; transformant simplicialement F; en un sous-ensemble
de P de maniére que la courbe £; (avec le point initial a; et 1’orien-
tation choisie d’une maniére convenable) soit transformée en £;.
On voit aisément que l'on peut admettre en outre que toutes les
surfaces F; se trouvent dans un élément euclidien F, & trois di-
mensions et que la. partie commune de F; et F; pour i==j ne con-
tient que le point a=a;=a;

Envisageons le polyédre P,=P,xH;. Les points de la forme
(o1(y); y) avec ye&; constituent un parcours fermé QF dans Py
avec le point initial (¢, a). On constate sans peine que le parcours &F
est homotope dans P, au parcours £; 7), de sorte que les parcours 2fF
constituent un systéme de générateurs du groupe fondamental de P;.
En faisant correspondre & tout yeF: le point (o:(y), y)eP; on

14) Voir H. Seifert et W. Threlfall, Lehrbuch der Topologie, Leipzig—
—Berlin 1934, p. 173, th. IV. . .
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n

obtient done une homéomorphie de l’ensemble Z F; tout entier
I==

qui fait correspondre & tout F; la surface F ayanb le parcours 2}
pour frontiére.

Construction de P, Ajoutons & P; la somme @, des élé-
ments euclidiens E?, Efi, ooy Ei de dimension 2 dont les intérieurs
sont disjoints deux & deux, la frontiére de B} étant formée par
la courbe fermée QF. Les polyédres P, et @, étant acycligues
en toutes les dimensions, la condition (4) est remplie pour tout
r=0,1,2,.... En vertu de (5) et de I'égalité P;-Q;=0f+825+...+QF,
le polyédre Py=P;+Q, est donc acyclique an toute dimension 732,
tandis que le groupe B P,4@,) admat une bage formée de classes
d’homologie correspondant aux cycles C; qui §’obtieunent des com-
plexes Z=F{+E; par Dorientation cohérente de leurs simplexes.
Soit en outre 2* un parcours polygonal fermé avec le point initial
(¢, @) arbitrairement donné dans P,. Une déformation continue,
pendant laquelle ce point initial reste immobile, transforme Q* en
un parcours polygonal fermé contenu dans P;. Il en résulte que Q%
est homotope 4 une combinaison des parcours Qf .QA, .ery £2% et, par
conséquent, homotope & 0 dans P,. En conséquenee Ie groupe fonda,-
mental de P, disparait. o .

Construction de P, Le polytope. Z; est, en vertu de sa
déﬁm’cmn une surface orientable. Soit y; son genre (,.Geschlecht*).
11 existe dona dans Pespace euclidien & 3 dimensions un polytope T;
ayant la forme d’une sphére euehdlenne, muni de y; anses (,,Henkeln®)
et ayant Z; pour frontiére. On peut admettre en outre que la partie
commune de T; et T, ne contient pourkz:ky que le point (¢, a) et
que TyPy=Z; Le polyédre Py=P,+) T; se décompose donc en

I=1
k

deux polyeédres, & savoir P, et Q2= Z T; "dont la partie commune

eomeule avec Z Z;i. Or, le polyedre P, est acyclique en toute di-
mensmn ra4=2 et les cycles C;, qui en constituent une base d’homo-

1og1e de dimension 2 %), sont homologues & 0 dans 7T;. En s ‘appuyant .

1) Les eycles Oy, O, ..., O, constltuent une base d’homologie de dimension r

@un polyédre P, lorsque, pour tout cycle ' de dimension 7 de P; il existe un

systéme unique de nombres entiers ay, a,, ..., @, tels que O est homologue au
cyele a; O+ a, Oy ...+ ay O, . :
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en outre sur le fait connu que tout cycle de dimension 1 de 7T; est
homologue dans 7; & un cycle contenu dans Z;, et en remarquant

k .
que le polyédre Q= 2. T; est acyclique en toute dimension r=1,
=1 :

on en conclut que les polyedres P'=Q, et Q'=P, satisfont & la
condition (4) pour tout r=0,1,2,... Ceci enfraine & son tour,
en vertu de la proposition (5), que le polyédre P, est acyclique en
toute dimension r==2. En tenant compte du fait élémentaire que
toute ligne brisée parcourant dans T; peut é&tre transportée & la
frontitére Z; de T; par une déformation continue (dans T;) laissant
immobiles ses points situés dés le début sur Z;, on constate sans
peine que tout parcours fermé situé dans P est homotope & un
parcours fermé situé dans P,. Ce dernier parcours étant homotope
4 0 dans P,, le groupe fondamental de P; disparait.

Afin d’examiner le groupe B%(P;), envisageons sur la surface Z;
de genrte y; un systéme de lignes polygonales fermées, &; 1, Q, 9, iy Qigs
disjointes deux & deux et telles que: S

1) les cycles.qui s’obtiennent des £;; par Porientation cohé-
rente de ses segments:constituent une base du groupe des cycles
1-dimensionnels de Z; qui sont homologues & 0 dans Ty, ‘

2) il existe dans T; un élément euclidien & 2 dimensions E;; i1
ayant £, pour front1ere

Le groupe fondamental de P2 se rédmsant A zéro, il ex1ste '

d’autre part dang P, un élément singulier E,,, 16) ayant aussi .Q,, j
pour frontiére. Les éléments E;; et B ; pris ensemble, déterminent
une surface sphérique singulidre?) §;; dans P, De.plus, il résulte
de () que, par une orientation cohérente des simplexes des surfaces
sphériques §;;, on obtient les cycles C;; de dimension 2 qui con~
stituent pour P, une base d’homologie de dimension 2. "

Construction de P,. Soit P, le produit cartésien du polyédre
P, et d’un élément euclidien 4 3 dimensions. Le groupe fondamental
et les groupes de Betti de P, coincident alors avec les groupes cor-

18) ¢, 4 d. un transformé simplicial d’un élément euclidien en un sous-
polyédre de P, dans lequel le parcours £2;; correspond & la frontiére de cet élé
ment (Porientation de cette frontidre et le point initial étant choisis d’une

maniére convenable).
) ¢. & d. un transformé simplicial d’une surface sphérique euclidienne

en un sous-ensemble de P;.
Fundamenta Mathematicae T. XXVIIL 14
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respondants de P, et les eycles Oy;, obtenus par I’orientation cohé-
rente des surfaces sphériques singulitres S;;18), constituent une base
du groupe B%(P;). On prouve par un raisonnement analogue % celui
employé pour la construction de P, qu’il existe dans P, des surfaces
sphériques euclidiennes §;; disjointes deux & deux et telles que
tout C;; est homologue dans P, au cycle obtenu de §;; par Iune
des deux orientations cohérentes des simplexes de Si;. Or, ces der-
niers cycles constituent une base d’homologie de dimension 2 pour P,.

Construction de P; Soit B}, un élément euclidien de
dimension 3 dont la frontiére coincide avec S;; En admettant
que tous les éléments E;; sont disjoints deux & deux, désignons
par P; le polyedre-somme P, Z E?:j. Tout parcours fermé £

Ly

contenu dans P, étant év_idemment' déformable dans Py en un par-
cours fermé contenu dans P,, et le groupe fondamental de P, se
réduisant & zéro, on conclut que le groupe fondamental de P dis-

parait. On constate en outre que les polyédres P'=P, et Q'=)] B,
i,J

satisfont & la condition (4) pour tout r=0,1,.... En s’apptiyant
done sur la proposition (5), on conclut que le polyddre Py est acycli-
que en toutes les dimensions, ¢. q. f. d. -

Les problémes suivants restent ouverts:

La thése du théoréme reste-t-elle vraie powr les espaces compacts
arbitraires ?

Le polyédre qui n’admet de transformation essentielle en aucune
surface spheérique est-il acyclique en toutes les dimensions?

') 8;,étant un transformé simplicial d*une surface sphérique euclidienne 8%,
le eycle ?’,, ; est .Ie cycle qui correspond par cette transformation simpliciale au
cycle qu'on obtient de 8}; par I'orientation cohérente de ses simplexes.
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Sur une propriété d’ensembles.
Par
Stefania Braun (Warszawa).

M. Lusin désigne par P, la propriété suivante d’ensembles:

Quel que soit un ensemble parfait II, si Vensemble E posséde
sur 11 une infinité non dénombrable de poinis, le produit EIl contient
un ensemble parfait de points?).

M. Lusin écrit:

07, en reprenant les déductions des idéalistes basées sur Uhypo-
thése du comtinu (c'est-a-dire une énumération des points du continu
au moyen des mombres tramsfinis de seconde classe), on forme sans
aucune difficulté une swite d’ensembles By, By, ... qui possédent tous
la propridié P, sans que leur partie commune la posséde, bien qu'elle
soit mon dénombrable.“ 2)

Je me propose de démontrer dans cette Note (toujours en
admettant Vhypothése du continu) Vexistence de deux ensembles & pro-
priété P, dont la partie. commune n’en jouit pas.

Ma démonstration primitive étant plus compliquée, je donne
ici la démonstration simplifiée par M. Sierpinski.

Lemme. Il existe deux F, linéaires, disjoints et admetiant des
sous-ensembles parfadits non vides dans tout intervalle®).

1) Of. N. Lusin, Sur les ensembles analytiques, Fund. Math. X, p. 42.

2) ibidem, p. 43.

5 Of. W. Sierpinski, O pewnej mnogosci punktowej i jej zastosowaniu
do teorji funkeji zmiennej rzecaywistej, Welbor IV, Warszawa 1914—15, p. 97—9

(en polonais). :
14*


GUEST




