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Da f(Es)=af ein Kontinuum ist, so gibt es mindestens einen

Punkt yCa,B, dessen Urbilder in beiden Gebieten liegen, und
zwar kann der Bogen od 8o gewihlt werden, dass der Punkt y
ein nicht auf dem Rande od liegender Punkt der Membranenstiicke
®,==f(I), Dy=1(T7,) ist. In der Tat, ist die Menge H,, die Gesamt-
urbildmenge des Bogens cd also hat die Bildmenge des Bogens ¢d,
der mit H,; keine gememsame Punkte besitzt, keinen gememsamen
Punkt mit f(Hap) = ap.
~ Wir haben also unsere Aufgabe auf den ersten Fall zuriick-
gefithrt, da wir das Zusammenschmelzen zweier nicht auf od lie-
gender Punkte der Membranenstiicke @,, @,, und folglich auch 7, ¥,,
bewiesen haben. Es existiert also, ebenfalls nach Hilfssatz IV, ein
Verzweigungspunkt der Fliche F, was unméglich ist.
Beide Fille 1° und 2° haben sich als unmoglich erwiesen; also

zerlegt der Bogen 0773 die Fliche F.

Wir wollen jetzt zeigen, dass af die Fliche F in irreduzibler
Weise zerlegt, d. h. dass keine Teilmenge M (ef diese Eigenschaft
besitzt. er entfernen einen beliebigen Punkt yCaﬁ und zeigen,
dass (F—aﬁ)—l—y zusammenhéngend ist. Es seien in der Tat x, 4
zwei Punkte auf zwei verschiedenen Bogen aﬁl, aﬁz des Randes Q*
von F. Wir kénnen zwei Bogen gy und 1y konstruieren, die im In-
nern der Membranenstiicke @; und &, verlaufen und ausser y keinen
Punkt mit dem Bogen af gemein haben, da y sowohl aus &,— ap
a.ls’ auch aus —aﬂ erreichbar ist. Also ist (F—ap)+y wirklich
zusammenhingend.

Alle Forderungen von L. Zippin sind somit fiir die unver-

zwelgtg Membran erfillt. Also ist # einer Kreisscheibe homdomorph,
W. Z w.

Als Korollar erhilt man folgenden

Satz. Jede stetige, zweistufig stetige, unverzweigte Fliche ist eine
geschlossene M annigfaltigheit.

. Wir verstehen dabei die zweistufige Stetigkeit (d. h. den lo-
kalen Zusa.mmenhang in 2 Dimensionen) im Smne von Homotople

icm

Sur les courbes sans noeuds.
Par
Samuel Eilenberg (Warszawa).

Soient @, et @ deux courbes simples fermées sans points com-
muns, situées dans la sphére & 3 dimensions S§° (espace euclidien
avec point & linfini).

Dans un travail récent de M. K. Borsuk et moil), le théo-
réme suivant est établi:

(T) Pour que Q soit wn retracie?) de S*—£,, il fout et il suffit
que B(2, Q)=1

La question de conditions nécessaires et suffisantes pour que Q
soit un rétracte de 83—@Q, par déformation?) y a été posée comme
probléme. Or, il est évident que si @ est un rétracte de 85— &, par
déformation, les groupes fondamentaux 1,(83— Q) et m(L2) sont
isomorphes. Il en résulte que 7,(8%— ;) est alors isomorphe avec
le groupe §, de tous les nombres entiers, ce qui signifie que, dans
le sens de la théorie des noeuds (basée sur la notion de groupe
fondamental), la courbe £, est sans noeud.

Je vais montrer dans le travail présent que c'est 1a la seule
hypothése & ajouter pour pouvoir remplacer dans I’enoncé (T') la
rétraction ordinaire par celle de déformation.

J'obtiens en outre le résultat suivant: pour qu’une courbe
szmple fermée Q,C S® soit sams noeud, il faut et il suffit que Vensemble
§3— Q, se laisse déformer dams lui-méme en un polyédre & 1 dimension.

Les théorémes démontrés seront ensuite étendus aux continus
plus généraux que les courbes simples fermées.

1) X. Borsuk et 8. Eilenberg, Uber stetige Abbildungen der Teilmengen
euklidischer Riume auf die Kreislinie, Fund Math. 26 (1936), p. 215.
-2) 'ibid., p. 215, renvoi 18). -
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L

(1) Pour tout complexe géometrique®) K" de dimension n et tel que
B2(K")=0, on a B"(K")=0.

Démonstration. Soit y®=5=0 un cycle n-dimensionnel dans
K" & coefficients entiers. Soit p le plus grand entier tel qu’il existe
un cycle » pour lequel y™=2"-y. Le cycle y® contient alors un

simplexe 4" de dimension » muni d’un coefficient impair. Il en ré-
sulte que y® nmom=0 mod 2, contrairement & I’hypothése que

B2(E™)=0.

(2) Prémisses: 1° K" est un compleme géometrique de dimension n,
tel que (3(K")=0,
20 K" est un complexe de recouvrement & deux feuillets4) de K.

Thése: ﬂé’(ﬁf"):O.

Démonstration. Soit » la fonction projetant K" sur K.
11 existe alors une homéomorphie % de K" en lui-méme telle que

on a pour tout e K":

hh(z)=u, u(z)=uh(2).

Soit ™ un cycle n-dimensionnel mod 2 dans 1?", tel que
(i) @)=y,

Le complexelgéométrique ly®)] jouit de la propriété suivante:
tout simplexe 4" de dimension n—1 de K" est la frontidre d’un

%) Un compleze géoméirigue K est entendu comme un polyedre avec dé-
composition simpliciale fixe. 8i le compléxe n’est pas supposé fini, le nombre
de ses simplexes peut étre infini et leur dimension non bornde.

) ”Les cycles algébrigues. sont toujours entendus comme appartenant & la
division simpliciale fixe de K. Etant donné un tel cyele n-dimensionnel ¢ dans K,
nous désignerons par |n| le sous-complexe-de K de dimension n composé de
tous ges simplexes de dimension n qui entrent dans ¥ avec un coefficient non nul.

‘Nous entendons respectivement par g"(K) et £3(K) le m-idme groupe d’ho-
mdogl; (non réduit) et le n-idme groupe de Betti mod 2 de XK.

ous écrirons A(K)=0 (ou F}(K)= i ddui
& el Sorivon (K) (ou g3(K)=0) pour dire que ce.groupe ge réduit.

*) Pour tout ce qui concerne la notion de recouvrement voir Seiffert-Threl-

tall, Lehrbuch der Topologie, Leipzig—Berlin, B. G. Teubner, 1934, pp. 181—203.
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nombre pair de simplexes de dimension n de |y™|. D’autre part,
[y est en vertu d= (i) un complexe de recouvrement du complexe
géométrique u(jp™|). Ce dernier jouit donc de la propriété suivante:
tout simplexe A" de dimension n—1 de K" est la frontidre d’un
nombre pair de simplexes de dimension n de u(iy™|). Cette pro-
priété implique existence dans K" d’un cycle mod 2, ¢, tel que
[y®l=u(ly™]). Or, en vertu de 1° on a y{?=0, de sorte que u(|y"|)
est vide. Il en est donc de méme pour |y®|, d’oit y@=0.

Soit maintenant y* un cycle n-dimensionnel arbitraire mod 2
dans K" En posant YP=p® L h(y®), on a

h(y{0)=h(y®)+hh (y®)=h(y®)+ v =y,

d’ott ¥M=0 et par conséquent p@-h(y™)=0. Les coefficients
étant entendus mod 2, on a done y™=h(y®), d’oll y™=0, c. q. f. d.

Soient & présent: Eun complexe de recouyrement d’un complexe
géométrique K et u la fonction projetant H sur K.
Appelons ce recouvrement cyclique infini, lorsqu’il existe une

transformation homéomorphe 7 de K en lui-méme, telle que:

1° ancune des homéomorphies itérées B (k==41, +2,..)
n’admet de point invariant:

20 1égalité u(w)=u(w,) équivaut & l'existence d’un entier k
pour lequal h*(a;)=w,.

La condition 2° exprime que % est une fonction qui identifie
chaque point ze K avee tous les points de la forme h*(2).

Or, lidentification de chaque ze K avec les points de la forme
B*(x) donne un complexe géométrique K, qui est un complexe
de recouvrement & deux feuillets de K et pour lequel K est un
complexe de recouvrement cyclique infini (qui correspond & ’homéo-
morphie %%). En itérant ce procédé, on obtient pour tout p naturel
une suite de complexes géométriques

() K=K, EKi, K, .., Ep

telle que K;.i est un complexe de recouvrement & deux feuillets
de K; (i=0,1,...,p—1) et K est un complexe de recouvrement

cyclique infini de K, (qui correspond & I’homéomorphie th).
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(3) Etant donné un ensemble compact X C K, ) # existe toujours un k,
naturel tel que X-1H(X)=0 pour tout entier % od k| == k.

Démonstration. Il existerait dans le cas contraire une suite
d’entiers différents {k;} et une suite {x,} de points de X, telles que
hk"(m,.)eX. I’ensemble X étant compact, on peut admettre que {x,}
converge vers y,e X et que {h"’(z,)} converge vers z,¢X. Comme
uhkf(a;r):u(mr), on a u(Ly)=wu(yy). Il existe par conséquent un en-
tier s tel que h’(z,)=1y,. Considérons la suite des y = hkf"'s(m). On a

11'511 y=n []i?l hk"(mr)]= ' (z,)=1y,. Nous avons ainsi obtenu deux suites
{g;r} ot {y,} telles que 1° limz=lim y =y, 2°% =y, pour tout r, saut
peut-&tre un, pour lequel % ,+s=0, 3% u(z,)=u(y,). Il en résulte
que la fonction » n’est pas une homéomorphie locale au point Yo
(4) Prémisses: 1° K" est un complexe géométrique de dimension %,
tel que B3(K")=0,
2 K" est un complewe de recouvrement cyclique infini de K"
Thése: B5(E™=0.
Démonstration. Soit y™ un cycle n~diinensionne1 mod 2

dans K". L’ensemble |y®)| étant compact, il existe en vertu de (3)
un p naturel tel que

(i) B () =0 pour K 0,
Considérons la suite (x). En appliquant (2) p fois, on obtient
(i) 85 (Ep)=0.

Le complexi géométrique K, s’obtient de K" par lidentification
de tout e K" avec les points de la forme hk'zp(m). En désignant
par u, la fonction qui projette A" sur Ky, on trouve en vertu de (i)

que u, transfo?:.l.ne [¥®)] en w,(|y™]) par homéomorphie. D’antre part,
en vertu de (iii), on a u,(y™)=0, d’otr ypW=0

(5) Prézm‘sses: I K" est une pseudo-multiplicite & n dimensions,
2 K" est un complexe de recowvrement cyclique infini de K",
3% K1 est un vrai sous-complexe fini de K", tel que p5 (KT)=0.
Thése: g5 (RBY)=p"""(E7)=0.
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Démonstration. Dans le cas olt K1 est de dimension n—I1
au plus, la thése résulte de (4) et de (1). Soit done k> 0 le nombre
des simplexes de dimension # de Ki et admettons la thése pour k—1.

K% étant un vrai sous-complexe de la pseudo-multiplicité K",
il existe dans K% un simplexe n-dimensionnel A" tel qu'une de ses
faces (n—1)-dimensionnelles A" n’appartient & aucun autre sim-
plexe n-dimensionnel de K. Soit N la somme des faces (n—1)-di-
mensionnelles de 4" différentes de 4" '. Le complexe (n—1)-dimen-
sionnel N est évidemment un rétracte de A" par déformation; de
méme Ki—=Ki—A"+N est un rétracte de Ki par déformation.
Pareillement, K3 en est un de 7. Il en résulte que

(iv) B (E3)=p5"" (K1)=0,
(v) prY(K2) est isomorphe & B (KT).
(vi) B (K% est isomorphe & g K,

Le nombre de simplexes de dimension n de K3 étant k—1
il résulte de (iv) que B (B3)y=p"""(K3)=0, d’ol, en vertu de (V)
et (vi), B3 (K7)=p"""(K1)=0, c. q. f. d.

Lemme, Soit X(C 8 un continu qui ne coupe pas S%. Soient:
E=8—X e K° la multiplicité de recouvrement universel de K.

\

St le groupe nl(Ks) est isomorphe & Ty, 0N @
B (EH=0 pour n=1,2,....

Démonstration. 1° n=1. L’égalité BUR*)=0 est alors une
conséquence de I’hypotheése faite sur K.

20 p=2. Soit {K'f.} une suite de complexes géométriques tels que

(vii) SH=E,
(viii) K2,; contient K2 dans son intérieur,
(ix) S*— K est connexe.

En appliquant mod 2 le théoréme de dualité de M. J. W. Ale-
xander, on conclut de (ix) que fa(E3=0. L'hypothése faite sur
n](K3 ) implique que K® est une multiplicité de recouvrement cy-
clique infini de K®; en vertu de (5) on a done

(x) 8 (E%=0.
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Pour tout ensemble compact ¥ K3, il existe en vertu de (vii)
et de (viii) un r tel que ¥ (C K>. Il existe par conséquent pour tout
ensemble compact ¥'C /* un 7 tel que ¥'C Kj. On en tire §%(R*)=0
en vertu de (x).

30 n=3. K’ est une multiplicité non-compacte & 3 dimensions,
Par conséquent ,BH(Kg)zo.

40 n=4, K? ¢étant de dimension 3, il en résulte que ﬁ”(I?a):o.

II.

Un espace X est dit selon M. W. Hurewicz asphérique, lorsque
toute transformation continue de la surface sphérique S" & #>>2
dimensions en un sous-ensemble de X est inessentielle 5).

On sait ®) que l'asphéricité d’un polyédre connexe X équivaut
& Pensemble des égalités

F(X)=0 pour n=1,2,..

o X désigne l’espace de recouvrement universel de X. Le lemme
qui vient d’étre établi prend donc la forme du suivant

Théoréme 1. Soit X(C S® un continu qui me coupe pas S Si
le groupe my(8*—X) est isomorphe & §1, Pensemble S°— X est aspheérique.

Théoréme 2. Soit XC & un continu qui me coupe pas S°. 8i
le groupe n1(6’3———X) est isomorphe & §1, toute courbe simple fermée
QC8—X qui est un rétracte de S*—X en est un retracte par
déformation.

Démonstration. Soit f, la fonetion continue rétractant S*—X
en 2. Choisissons un point #,¢ 2 comme Porigine de tous les par-
cours fermés dans §°— X et dans Q.

En assignant & la courbe simple fermée 2 une orientation, cette
courbe pourra étre considérée comme un parcours fermé W,y Nous
allons démontrer que W, peut étre considéré comme base du groupe
n1(6'3~X). En effet, ce groupe étant isomorphe & G, il existerait
dans le cas contraire un parcours fermé W et un entier n == 41 tel

*) W. Hurewiocz, Beitrige zur Topologie der Deformationen 1V, Aspherische
Riwme, Proceed. Akad. Amsterdam 39 (1936), p. 215.
¢) ibid., p. 216.
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que Wo~W" dans SP—X (c. & d. que le parcours W, serait homotope
avec le parcours W parcouru » fois). On aurait done fi{W,)~[f(W)I"
dans £, ce qui est impossible, puisque f,(W,)=W, constitue une
base de m;(£2).

Soit maintenant W un parcours fermé dans S°— X. Il existe
donc un entier n tel que W~W§ dans §°— 2. On a donc aussi
1(W) = [£(W,)]', mais comme f;(Wo)=W, il vient f,(W)=W
dans §°— X. .

Posons fy(@)== pour tout zeS —X. Les parcours fo(W) et
f1(W) sont donc homotopes entre eux pour tout parcours fermé W
dans §8°—X. Il en résulte que les fonctions f, et f, déterminent la
méme transformation de 7,(8>— X) en n,(8° — X), notamment celle
par lidentité. I’ensemble §°— X étant asphérique d’aprés le th. 1,
on en conclut, en vertu dun théoréme de M. W. Hurewicz 7),
que les transformations f, et f; sont homotopes, c. a. d. qu’il existe
une transformation continue g du produit cartésien (83——X) x<0, 1>
en Sng, telle que g¢(z, 0)=f,(x)=2 et g(z, 1)=Ff(z) pour tout
zeS—X. Or, cela signifie précisément que 2 est un rétracte de
§*— X par déformation.

Théoréme 3. Cing propridids suivantes sont équivalentes pour
toute courbe simple fermée Q,C 8™

() Te groupe ﬂl(S?'-——QO) est isomorphe & ;.

(ay) toute courbe simple ferméde QC 8°—Q, telle que v(2, Q)=1 est
un rétracte de §°— Q, par déformation. ’

(ag) 4l existe une courbe simple fermée QC 8 — Q, qui est un rétracte
de 8°— 9, par déformation.

(ey) UVemsemble 83——90 se laisse déformer (dans S —80,) en un
ensemble compact de dimension 1.

(ag) Vensemble 8 —Q, se laisse déformer (dams i —2y) en un
polyédre fini a 1 dimension.
Démonstration. (¢,)—>(a,). En vertu du théoréme (1), la cour-

be 2 est un rétracte de §*—&,, puisque E(f, y)=1. En vertu tie (ey)
et du th. 2, 2 est donc un rétracte de §°— &, par déformation.

7 L c., p. 217. Ce théordme n’a été énoncé par M. W. Hurgwicz que
pour le cas o les fonctions f, et f, sont définies sur des polyedres finis. Or, sa
démonstration, reconstruite d’aprés 'esquisse quil a donnée, permet de. se rfandre
compte aussitdt que ce théordme subsiste dans le cas des polyddres infinis.
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(2t5)—>{ay) 8). On 2 p1(2,)=19), d’0ou by(8°—Qy)=110), Par con-
séquent l’ensemble S — £, n’est pas unicohérent ). Il contient
done une courbe simple fermée &£ qui est son rétracte®), En vertn
de (T), on a alors »(&, ,)=1, ce qui implique selon (a,) que 2
est un rétracte de S°— 2, par déformation.

(ag) —> (@) —> (a5). Evident.
(a5) = (a;). Soit g(=, ) une fonction continue pour

(my )€ (Ss— ‘Qo) X<O7 1>1

telle que Pon ait g(x, t)e 8 —Q, pour tout (z, t)e (8 —Q o) X<0, 1>,
g(z,0)=a pour tout zeS8®—Q, et que l'ensemble g(&* -—-wQO,l)—P
goit un polyédre fini & 1 dimension. Choisissons un point z, ¢ S — —8,
comme l'origine des parcours fermés dans S°—Q,, et le point
Yo=g (25, 1) e P comme l'origine de ceux dans P. On trouve immé-
diatement que si un parcours ¢(W,1) est homotope a 1, il en est
de méme pour W. Il en résulte que le groupe nl(Sd———qu) est iso-
morphe & un sous-groupe de s (P). Comme le groupe n;(P) est
libre, puisque P est un polyedre fini & 1 dimension, le groupe
m(8°—Q,), en tant que sous-groupe d’'un groupe libre, est lui-
méme un groupe libre %),

Reste & montrer que nl(S?'——Q) n’est pas un groupe libre
4 un nombre >1 de générateurs. Or, cela régulte du fait que
abelisation de (8 — Q,) donne le groupe f1($°— & o)), qui est
isomorphe & .

Nous allons généraliser & présent le th. 3. Remarquons d’abord
que le th. (T) se laisse généraliser comme il suit (sans en modifier
la démonstration):

8) L’existence d’une courbe simple fermée 2 avec ¥(f2, 2,)=1 peut &tre
déduite plus directement & 'aide du théoréme de dualité de M. J. W. Alexander.
La démonstration du texte est plus avantageuse au point de vue de la géné-
ralisation qui sera donnée plus loin.

) p(X) et BW(X) désignent respectivement le n-idme nombre et le
n-itme groupe de Betti de I'ensemble compact X. Ce groupe de Betti s'obtient
en partant des cycles convergents ™, introduits dans 'article cité de K. Bor-
suk et 8. Eilenberg, p. 208, renvoi 8).

10y jbid., p. 212, Satz 1.

1) ibid., p. 217, renvoi 22),

12) K. Borsuk, Fund. Math. 17 (1931), p. 184.

1) 0. Schreier, Abh. Math. Semin. Hamburg. Univ. 5 (1927), p. 161.

1) Seiffert—Threlfall, 1 c., p. 173.
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(") Pour que la courbe simple fermée QC 8"—X soit un rétracte
de Z’eneemble ouvert 8"—X, il faut et il suffit qu’il existe deux cycles:

TP dans Q et I dans X°), pour lesquels v (I, I'f*)=1

Si 'on suppose que p, ,(X)=1, on peut définir le nombre
(2, X) par la formule

5(Q, X)=|o(I'°, TF?),

ot I'!" estun cycle-base de BY(2) et I en est un de B"I(X)9),
La proposition (71”) implique alors la suivante:

(I") Soit XC 8" un ensemble fermé et Dn_o(X)=1. Pour que
la courbe simple fermée 2(C 8"—X soit un rétracte de 8"—X, il faut
et il suffit que v(2, X)=1.

Théoréme 3'. Le th. 3 reste vrai, si on y remplace la courbe
s'meZe fermée Q,C 8° par un continu quelconque X C 8° ne coupant
pas S° et tel que p(X)=1.

On n’a, en effet, qu’s remplacer dans la démonstration du th. 3
(T) par (T") et & modifier légérement la derniére partie du raison-
nement.

Voici cette modification. Il s’agit de prouver que le groupe
m(8°—X) nest pas un groupe libre & un nombre >1 de générateurs.
Or, py(X)=1 implique bl(S — X)=11). 1l suffit done d’appliquer
le théoréme suivant:

Etant donné un polyédre (infini) P, connexe et tel que b(P)=1,
si le groupe n,(P) est libre, il est isomorphe & .

La démonstration de ce théoréme paraitra dans mon article
Sur les espaces multicohérents I1, qui sera publié dans Fund. Math. 29,

Nous avons démontré (th. 1) que, pour toute courbe simple
fermée sans noeud 2, §°, ’ensemble S — 8, est asphérique. Il nous
parait intéressant de savoir: :

19 pour quelles courbes simples fermées 2,C S Densemble S°— 2,
est asphérique?

20 pour quels oouples 0,,9,C 8 de courbes simples fermées
disjointes Vensemble §°— (Q,-+ Q,) est asphérique?

La portée intuitive du deuxiéme probléme s’éclaircit par les

remarques suivantes:
Fundamenta Mathematicae. T. XXVIIL. 16
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1. Soit S*C &°. Choisissons @, et 2, dans deux domaines di-
térents de §*—A&% La sphére §° ne se laisse donc pas contracter
en un point dans l'ensemble 82— (9Q,+2,) et, par conséquent, ce
dernier n’est pas asphérique. :

9. Soient 9, et 2, deux cercles géométrlques, enlacés et situés
dans deux plans orthogonaux 11 existe alors dans §° ——( , -+ 2,) une
surface T, d’un tore, laquelle est un rétracte de s —~(Q +£2,) par
déformation. Or, T, étant asphérique, on en conclut que S —(£,+2,)
Test également.

3. Supposons que le groupe nl[S — (8,4 2,)] soit isomorphe &
(= groupe libre & 2 générateurs). Alors Pensemble §P—(2,+ 2,) nlest
pas asphérigue. En effet, §'il Iétait, il se laisserait déformer dans
lui-méme en un sous-ensemble de dimension 1%%). En particulier,
son deuxiéme groupe de Betti s’annulerait, contrairement au théo-
réme de dualité de M. J. W. Alexander, £+, étant non connexe.

On voit ainsi que Pasphéricité de §°—(2,+4 @,) exprime une
sorte d’,enchainement” de £, et £,.

Remarquons enfin que pour qu’un vrai sous-ensemble ouvert
et connexe X de §° soit asphérique, il faut et il suffit que toute
transtormation continue de S® en un sous-ensemble de X soit ines-
sentielle. Tl est évident que la condlmon est nécessaire; d’autre part,
elle implique®) 'égalité ﬂ°(X) 0, ou X designe P’espace de recouv-
rement universel de X. GOmme on a aussi B(X ) 0 pour n_=3,
X est asphérique.

15) en vertu du théordme: Tout polyédre (méme infini) connexwe, asphé-
rique et dont le groupe fondamental est wun groupe libre & un nombre fini de
générateurs. se laisse déformer en un sous-polyédre fini de dimension 1. (8. Eilen-
berg, Un théoréme sur Phomotopie, & paraitre dans Ann. of Math. 38, (1937)).
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Sur une classe de fonctionnelles linéaires.
Par
E.R.Love et L.C.Young (Cambridge, Angleterre).

1. Introduction. Dans un mémoire récent 1), 'un de nous
& montré le réle important que joue la notion de variation bornée

- d’ordre p dans la théorie des intégrales de Stieltjes et dans des

théorémes nouveaux sur lintégration terme & terme qui n’exigent
plus I'hypothése classique de l'intégrabilité absolue.

Nous démontrons ici des résultats en quelque sorte réciproques
de ceux qui se trouvent .dans le mémoire en question. Nous leur
avons donnés une forme analogue & celle de théorémes classiques
de F. Riesz?) et H. Hahn?), mais légérement plus compliquée.
Par exemple, une fonctionnelle linéaire définie dans la métrique des
fonctions continues qui ont variation bornée d’ordre p se révéle
comme une intégrale de Stieltjes, mais seulement pour une famille

de fonctions plus restreinte que celle qui sert comme point de départ.

2. La famille W,. Soit f une fonction, réelle ou complexe,
définie dans l'intervalle réel (a, b)) que nous supposerons btoujours
fermé. On appelle variation d’ordre p=>1 la borne supérieure V,(f; a, b),
ou simplement V,(f), des expressions

(A fpyP

pour les sommes d’intervalles 4 n’empiétant pas les uns sur les
autres. Iei, comme dans la suite, 47 représente la différence f(8)—7f(a)
de la fonetion f aux extrémités a et § de lintervalle A.

1) Young [9].

%) Banach [1] p. 61 et Riesz [7].

3) Banach [1] p. 80, Théoréme 5, et Hahn [4], p. 6.
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