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converse, let 8’ be a cut set in G'. Since by the proof of the Lemma
the cut set D’ cuts G’ into just two pieces, G itsell must be con-
nected. Therefore 8’ cuts G into two ,pieces’’. Let the first contain
the (re-numbered) vertices pi, ..., pa; the second, the vertices
Ditiy -y Dut1. Then the corresponding circuits in G give a cycle

D=0+ Oy+... Cr=Cp1+ Ozt - Cut (mod 2)

Every arc on D belongs to one of the first & (’s and to one of the
remaining (’s, and so corresponds to an arc in G' connecting the
first set of vertices to the second set. This arc must belong to the
cut set, so that DCS. But the cycle D must contain a subset I
which is a circuit. The corresponding set Dj is, by Lemma 6.1, a cut
set in G, although Di(C#8’. By definition a cut set has no proper
subset which is a cut set, so that § must be identical with the cir-
cuit D,, and cut sets do correspond to cireuits. This shows G to
be a dual of G. ‘

Conversely, let & have a dual G'. To find a 2-fold completo
set of circuits, note first that the non-separability of @ implies?)
that of G'. By the definition of a dual, the nullity » of & is the same
as the rank V(G)—1 of @' (cf. (1)), so that G’ has n-1 vertices
Pty P2y -ory Pnt1. The set Dj of all ares on any one vertex p; is a cub
set in @', for its removal deletes p;,. Consequently the corresponding
set of arcs D; in @ must be a circuit, by the Theorem of Whitney
quoted previously. These circuits Dy, Dy, ..., D, contain each arc
of G exactly twice, so that their sum ig zero (mod 2). No other re-
lation mod 2 is possible. For suppose instead that

Di+Dy+t-...4Dp=0 (mod 2); m << n--1.

Then any arc of G on one of these D’s is on another one, so that
any arc of ¢’ with a first end on one of py, ..., p has a second
end on another one of these vertices, and pi,...,pm are not con-
nected to the remainder of G'. This contradicts the non-separability
of G'. Thus Dy, .., D, are independent (mod 2), are n==N(&)
in number, and so form a 2-fold complete set of circuits. Theorem LT
is established.

1) Whitney I, Theorem 26. The execlusion of isolated vertices is ossen-
tial here.
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Freie Uberdeckungen und freie Abbildungen.

Von
Heinz Hopf (Zirich).

Einleitung.

1. Den Ausgangspunkt fiir unsere Betrachtungen bildet die
folgende Higenschaft der n-dimensionalen Sphéren, die zuerst von
L. Lusternik und L. Schnirelmann, und dann noch einmal
von K. Borsuk entdeckt und bewiesen worden ist?):

Satz A,. Ist die n-dimensionale Sphire 8% mit n--1 abge-
schlossenen Mengen iiberdeckt, so enthdlt wenigstens eine dieser Men-
gen ein antipodisches Punkiepaar der Sphdre.

Die isolierte Stellung dieses interessanten Satzes reizt zu dem
Versuch, ihn in ein System allgemeinerer Uberdeckungssitze ein-
zuordnen. Beginnt man bei einem solchen Versuch mit der Analyse
des Falles n=1, so sieht man sofort, dall der Satz 4; nur ein Ko-
rollar des folgenden viel allgemeineren Satzes ist:

Satz AY. Bilden die abgeschlossenen Mengen F, und F, eine
Uberdeckung des zusammenhingenden topologischen Raumes?) R, und
st f irgend eine stetige Abbildung von R in sich, so enthglt wenigstens
eine der beiden Mengen ein Punktepaar {w, f(w)).

Denn da R zusammenhingend ist, gibt es einen Punkt «eFy-Fy,
und das Punktepaar {z, f(z)} gehort der Menge F; an, wenn diese
den Punkt f(x) enthilt.

1) L. Lusternik et L. Schnirelmann, Méthodes topologiques dans les
problémes variationnels, Moskau 1930 (in russischer Sprache), S. 26, Lemma 1.
K. Borsuk, Drei Sdtze iiber die n-dimensionale Sphére, Fund. Math. XX (1933),
8. 177. Man vergl, auch P. Alexandroff und H. Hopf, Topologie I (Berlin 1936),
§. 486—487. Dieses Buch wird im folgenden als A.-H. zitiert.

?) Unter einem topologischen Roum soll immer ein Raum verstanden wer-
den, der die Kuratowskischen Axiome erfillt; s. A.-H. (cf. Fubnote !)), S. 37 ff.
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Versteht man unter R die Kreiglinie S* und unter f die anti-
podische Abbildung von 8% so geht der Satz Af in 4, iiber.

Kann man auch fir n>1 den Satz A, in einer dem Salz Af
ihnlichen Weise verallgemeinern? Wir werden sehen: dies ist noch
fiir m=2, jedoch nicht mehr — wenigstens nicht bei Wahrung
der Analogie — fiir n =3 moglich. Der Satz 4, nimmt also —
auBer dem nahezu trivialen Satz 4, — eine Sonderstellung im Kreise
der Sitze 4, ein. Diese Sonderstellung bildet das Thema der nach-
stehenden Ausfithrungen.

2. Auf die Richtungen, in denen man Verallgemeinerungen
des Satzes 4, erwarten darf, wird man — auBer durch den Satz
A} — durch zwei bereits bekannte Sitze hingewiesen, von denen
jeder den Satz 4, enthilt; der eine dieser Sitze — Satz As — stammy
von B. Knaster, der andere — Satz 45 — von A. Denjoy und
J. Wolff?):

Satz As. Es sei U ein beliebiges unikohdrentes *) lokal zusammen-
hingendes ®) Kontinuum und f eine involutorische Abbildung ) von U
auf sich; ist U mit drei abgeschlossenen Mengen diberdeckt, so enthdl
wenigstens eine von thnen ein involutorisches Punltepaar (@, f(x)).

3) B. Knaster, Bin Zerlegungssatz tiber unikohdirente Kontinua, Verhandl.
Intern. Math. Kongre8 Ziirich 1932, 2. Bd., 8. 193. — J. Wolff et A. Denjoy,
Sur la division d'une sphére en trois ensembles, 1’ Enseignement Math. XXXII
(1933), p. 66 (Remarque).

%) Ein topologischer Raum B heillt multikohdrent, wenn er die Vereinigungs-
menge zweier abgeschlogsener und zusammenhiingender Teilmengen ist, deren
Durchsehnitt nicht zusammenhéngend ist; ein zusammenhéingender Raum, der
nicht multikohdrent ist, heillt wunikohdrent. Fiir die lokal zusammenhiingenden
Kontinuen (s. FuBinote %)), also z. B. fir alle Polyeder, ist die Unikohiirenz gleich-
bedeutend mit dem Verschwinden der ersten Bettischen Zahl; Beweis von K.
Borsuk, Uber die Abbildungen der metrischen kompakien Riwme auf die Kreis-
linte, Fund. Math, XX (1933), 8. 224 (besonders Nr. 11), und E. Cech, Sur les
continus Péaniens unicohérents, ibidem 8. 282; fir den Speszialfall der Polyeder
vergl. man auch M. Rueff, Uber die Unikohdrenz n-dimensionaler Polyeder,
Comm, Math, Helvet. V' (1935), S. 14. Einen einfachen Beweis der Unikohirenz
der n-dimensionalen Sphire S mit n==2 findet man auch hei C. Kuratowski,
Sur quelques théorémes fondamentauw de U Analysis Situs, Fund. Math. XTV (1929),
S. 804. '

§) Man vergl. z B. F. Hausdorff, Mengenlehre (Berlin-Leipzig 1929),
§§ 29 und 36.

¢) D. h. eine stetige Abbildung mit ff(z)=x fir jeden Punkt a.
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Satz A;. Es sei | eine beliebige stetige Abbildung ") der Kugel-
fliche 8% in sich; ist S* mit drei abgeschlossenen Mengen @berdeckt,

80 enthdlt wenigstens eine von ihnen ein Punktepaar lx, f(z)).

Der erste Satz lehrt, daB fiir unser Problem die Kugeln eine
unndtig enge Klasse von Réumen bilden; der zweite zeigt, daB
der Satz A4, fir viel allgemeinere Punktepaare der Kugel gilt als
tir Antipodenpaare. Die analogen Bemerkungen konnte man beim
Ubergang vom Satz 4, zu dem Satz A¥ machen. Wir werden nun
sogleich einen Satz aussprechen, der 4s und 45 umfaBt und alg
direktes Analogon von Af gelten darf. Dabei entnehmen wir dem
Satz A die Klasse der Rédume, mit der wir uns beschéiftigen werden:
die der unikohéirenten lokal zusammenhingenden Kontinuen; und
der Satz 4; — zusammen mit dem Satz A} — liefert uns denje-
nigen Begriff, den wir in den Mittelpunkt unserer weiteren Uber-
legungen stellen:

Definition. Die Uberdeckung U des topologischen Raumes R
heiBe frei, wenn es eine solche Abbildung f von R in sich gibt, daB
jedes Element E von U zu seinem Bild f(E) fremd ist 8).

Nun lautet das Analogon des Satzes Af folgendermaBen:

Satz ITb. Ein unikohdrentes lokal zusammenhingendes Konti-
nuum gestattet keine freie Uberdeckung mit drei abgeschlossenen Mengen.

Der Satz A; behilt also seine Giiltigkeit fiir wesentlich all-
gemeinere Réume als die Kugelfliche §2 — zum Beispiel fiir alle
Sphiren 8" mit #>2 —, und im Satz Aj ist die Voraussetzung
des involutorischen Charakters der Abbildung f iiberfliissig ®).

?) In der Formulierung des Satzes in der Arbeit von Wolff-Denjoy
wird unnétigerweise die Eineindeutigkeit der Abbildung vorausgesetzt, obwohl
sie auch in dem dortigen Beweise nicht benutzt wird.

8) Wegen der Uberdeckungs-Begriffe wie Hlement, Ordnung, Endlichkeit
vergl. man A.-H., 8. 47.

%) 8. Eilenberg hat in der Arbeit Sur quelgues propriéiés iopologiques
de la surface de sphére, Fund. Math. XXV (1935), S. 267, unter anderem gezeigt,
daB man in dem Satz A5 auf die Voraussetzung der Kompaktheit von U ver-
zichten darf. In dem so werallgemeinerten Knasterschen Satz ist die Voraus-
setzung des involutorischen Charakters von f micht iberflissig, wie folgendes
Beispiel zeigt: U ist die reelle z-Gerade, fiir 1=0, 1, 2 ist F; durch 8k+i<<z <
= 3k+i+1, wobei k alle ganzen Zahlen durchliuft, erklirt, und f ist die Ver-
schiebung der Geraden in sich um die Strecke 3/2.

Wegen der Voraussetzung des lokalen Zusammenhanges beachte man
S. 50, FulBinote 26s),

3%
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8. Der Satz IIb ist lediglich eine spezielle Folgerung aus dem
wesentlich allgemeineren Hauptsatz dieser Arbeit, nédmlich dem

Satz ITa. Ein unskohdrentes lokal zusammenhingendes Kon-
tinwum gestatiet keine freie endliche Uberdeckung der Ordnung 2 mit
abgeschlossenen Mengen ®).

Dieser Satz ist mit einem dritten Satz Aquivalent, dessen
Formulierung wir die folgende Definition vorausschicken:

Definition. Die Abbildung 1) ¢ des topologischen Raumes B
in einen Raum R’ heiBe frei, wenn es eine golche Abbildung f von R
in sich gibt, daB ¢f(»)=Fe(x) fir jeden Punkt @ von R ist; mit
anderen Worten: wenn die Urbilder ¢—*(x’') der Punkte @' von R’
eine freie Uberdeckung von R bilden.

Dann ist, wie man leicht zeigt, Ila mit dem folgenden Satlz
dquivalent:

Satz IXe. Ein wunikohdrenies lokal zusammenhingendes Kon-
tinwum gestattet keine freie Abbildung in einen eindimensionalen Rawm.
Die drei Sitze Il a, b, c werden — im §2 — aus einer Iligen-
schaft beliebiger unikohérenter topologischer Réume 2) abgeleitet:

Satz I. Bin unikohdrenter topologischer Raum gestaitet niemals
eine freie endliche Uberdeckung der Ordmung 2 mit abgeschlossenen
und zusammenhingenden Mengen.

Dieser Satz wird im §1 bewiegen.

4. Die folgende Tatsache, die sich unmittelbar aus einem Satz
von K. Borsuk ergibt (§ 3, Nr. 19), verdient besondere Beachtung:
die drei Eigenschaften, welche laut den Sitzen ILa,b, ¢ notwendige
Bedingungen dafiir sind, daf ein lokal zusammenhingendes Kon-
tinuum unikohérent sei, sind hierfiir auch hinreichend; man erhilt
somit — bei Beschrinkung auf lokal zusammenhingende Kon-
tinuen — drei nene Charakterisierungen der Unikohiirenz (Satz III).
Zugleich erkennt man, daB die im Satz 45 von B. Knaster for-
mulierte Voraussetzung der Unikohdrenz gerade den fiir unsere

Problemstellung — also fiir die Verallgemeinerung des Satzes A4, —

wesentlichen Punkt trifft.

1) Unter einer Abbildung soll durchweg eine eindeutige und stetige Ab-
biliung verstanden werden.
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5. Die Begritfe der freien Uberdeckung und dev freien Abbildung
sowie die im Vorstehenden ausgesprochenen Sitze gehoren in den
Bereich der Fizpunkitheorie. Wenn ndmlich ein Raum R keine
fixpunktfreie Abbildung in sich gestattet, so gestattet er offenbar
weder eine freie Uberdeckung noch irgend eine freie Abbildung;
ist aber R ohne Fixpunkt in sich transformierbar, so ist die Iden-
titit eine freie Abbildung und die Uberdeckung des Raumes R
mit allen seinen einpunktigen Teilmengen eine freie Uberdeckung.
Die Aussage , R kann fixpunktfrei in sich transformiert werden*
wird also wverschdrft durch jede Aussage folgender Natur: ,,R ge-
stattet eine freie Uberdeckung spezieller Art“ (etwa eine freie Uber-
deckung mit 5 Mengen oder eine freie Uberdeckung der Ordnung 3),
gowie durch jede Aussage: ,,R gestattet eine freie Abbildung in
einen Raum wvon vorgegebenem Charakter” (etwa in einen beliebigen
2-dimensionalen Raum oder in den euklidischen Raum R3). Somit
sind die oben in Nr. 4 besprochenen Umkehrungen der Sitze IT a, b, e
(§ 3, Satz III) als Verschirfungen des Satzes von C. Kuratowski
aufzufassen ¥): Jedes multikohdrente lokal zusammenhingende Kon-
tinuum kann ohne Fizpunkt in sich abgebildet werden; und diese
Verschérfungen sind — im Gegensatz zu dem Satz selbst — um-
kehrbar, wie die Sétze ILa, b, ¢ zeigen, welche als ,,abgesehwétehte
Fixpunktsitze” gelten kénnen.

Ubrigens erhiilt man als Korollar des Satzes IIa den bekannten
Fixpunktsatz fiir Baumkurven (§ 2, Nr. 15).

6. Nachdem, analog der Verallgemeinerung des Satzes 4,
durch den Satz Af, auch eine Verallgemeinerung des Satzes A,
in befriedigender Weise gelungen ist, hat man den Wunsch, auch
die Sitze A, fir n =3 4&hnlich zu behandeln. Nun ist es zwar
in der Tat moglich, dem Satz As fir jedes n einen analogen Satz
an die Seite zu stellen, der den Satz A, als Spezialfall enthilt 12);
hierauf will ich an anderer Stelle eingehen. Versucht man aber,
auch den Satz A und die Sitze IIa,b,c auf hohere Dimensionen

1y . Kuratowski, wie unter ¢).

12) Eg gilt der folgende Satz: P sei ein zusammenhingendes Polyeder; es
seien seine r-ten Bettischen Zahlen modulo 2 fir r=1,2, .., k—1 sowie seine
gewdhnliche k-te Bettische Zahl gleich 0; ist P mit k-2 abgeschlossenen Mengen
iiberdeckt und ist | eine Involution von P, so enthilt wenigstens eine dieser Mengen
ein involutorisches Punktepaar. Hierin ist auBler den Sitzen An auch der Satz A2
enthalten, wenn man sich auf Polyeder beschrinkt.
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zu iibertragen, so st0B8t man, selbst wenn man sich in diesen Sétzen
auf die Betrachtung von Sphdren beschrinkt, auf grofe Schwierig-
keiten. Dies soll im §4 durch Beispiele plausibel gemacht werder.
Die Schwierigkeiten scheinen im Wesen der Sache zu liegen, in-
sofern nidmlich unter allen Sphéiren die der niedrigsten Dimensio-
nen tatsichlich eine Sonderstellung einnehmen. Zum Beispiel wird
bemerkt (§4, Nr. 23, 24): zwischen den Urysohnschen Konsgtan-
ten d, und den Durchmessern 0 der m-dimensionalen Sphéren S§*
bestehen die folgenden Beziehungen:

y(8") = 0(8")
d" (Sn) < (5(8‘:1)

fir n=1 und n=2,
fir n=3.

Und es zeigt sich insbesondere (Nr. 21): der Satz ,Die Sphdire 8¢
gestattet keine freie Uberdeckuny mit m--1 abgeschlossenen Mengen®
gilt nur fiir n=0,1, 2, jedoch fiir keine einzige Dimensionszahl
n = 3. Der Verdacht, der angesichts der Sitze A¥ und 4i auf-
tauchen koénnte, daf der Begriff des Amntipoden fir den Satz 4,
ganz iiberfliissig sei, ist also unbegriindet.

§ 1.

7. In diesem Paragraphen brauchen wir einige einfache Higen-
schaften der Graphen; unter einem Graphen verstehen wir einen
Komplex, der hichsiens eindimensional ist3).

Die eindimensionalen Simplexe eines Komplexes nennen wir Kanten. Zwei
Eckpunkte heiflen benachbart, wenn sie auf einer Kante Hegen, d. h. entweder
eine Kante aufspannen oder miteinander identisch sind. Die von den Rekpunkten
p und ¢ aufgespannte Kante bezeichnen wir mit (pg). Eine endliche Folge
(P1D2)s (P2 Ps)s «vs (Pr—1pn) heilbt ein Kantenzug, der py mit p, verbindet; kommt in
einem Kantenzug keine Strecke mehr als einmal vor, so heiBt der Kantenzug
einfach; ein einfacher Kantenzug, in dem pn=1p, ist, heibt einfach geschlossen.
Wenn zwei Eckpunkte p und ¢ eines Komplexes durch einen Kantenzug verbind-
bar sind, so sind sie offenbar auch durch einen einfachen Kantenzug verbindbar,

Ein Komplex heiBt zusammenhingend, wenn je zwei seiner Eckpunkte
durch einen Kantenzug verbindbar sind. Ein zusammenhingender Graph heiflt
mehrfach zusammenhingend, wenn es in ihm zwei Eckpunkte gibt, die man durch
zwei verschiedene einfache Kantenziige verbinden kann; er enthilt dann, wie
man leicht sieht, einen einfach geschlossenen Kantenzug.

1) Wegen der hier benutzten Grundbegriffe aus der Theorie der Kom-
plexe vergl. man A.-H,, 8. 155—157.
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Ein endlicher Graph, der einfach zusammenhingend, d, L. zusammenhin-
gend, aber nicht mehrfach zusammenhingend ist, heillt ein Baum. In einem
Baum kann man je zwei Eckpunkte p und ¢ durch einen und nur einen einfachen
Kantenzug verbinden; diesen hbezeichnen wir durch (pg); er ist, wenn p und ¢
eine Strecke aufspannen, mit dieser identisch; ist p=g, so ist unter (pq) der
nur aus dem Punkt p=gq bestehende Komplex zu verstehen. Offenbar ist jeder
zusammenhingende Teilkomplex eines Baumes selbst ein Baum.

Neben den hiermit schon ausgesprochenen Tatsachen werden wir noch
diejenigen Eigenschaften der Graphen benutzen, die in den nachstehenden Hilfs-
sitzen o, 8, y enthalten sind.

Hilfssatz a. Der Graph G sei mehrfach zusammenhingend;
dann enthdlt er zwei Teilgraphen P und @ mit folgenden Eigenschaften:
1) jeder EHcokpunkt von G gehdrt zu einem und nur einem von
thnen;
2) jeder der Graphen P und @ ist zuseammenhingend;
) es gibt wenigstens zwei Kanten von G, von denen je ein Eck-
punkt zu P, der andere zu Q gehort 14).

L

Beweis. Bs sei p ein Eckpunkt eines in G enthaltenen ein-
fach geschlossenen Kantenzuges Z; die beiden von p verschiedenen
und mit p benachbarten Eckpunkte von Z seien ¢ und ¢'. Unter
verstehen wir die Eckpunktmenge, die aus ¢ sowie aus denjenigen
Eckpunkten von G besteht, welche mit ¢ durch Kantenzlige ver-
bindbar sind, -die p nicht enthalten; z. B. !ist ¢'¢Q; die Menge
aller iibrigen Eckpuvnkte heisse P. Die von den Hckpunkten der
Mengen R bezw. Q aufgespannten Teilgraphen von G seien P
bezw. Q.

Die Behauptung 1 ist richtig infolge der Definition von .

Beweis von 2: @ ist zusammenhingend, da infolge der Defi-
nition von 9 jeder Eckpunkt von @ mit dem Punkt ¢ durch einen
Kantenzug verbindbar ist, dessen Eckpunkte selbst zu £ gehoren.
Ist p’ irgend ein von p verschiedener Eckpunkt von P, so kann
man ihn, da @ zusammenhingend ist, mit dem Punkt p durch einen
einfachen Kantenzug verbinden; kein Bckpunkt dieses Kantenzuges
gehort zu 9, da sonst auch p’ zu £ gehdren wiirde; folglich ist p’
in P mit p verbindbar. Daraus folgt der Zusammenhang von P.

Die Behauptung 3 ist richtig, da die Strecken (pg) und (pq’)
die gewiinschte Eigenschaft haben.

14) Dieser Hilfssatz ist der kombinatorische Ausdruck der Multikohiirenz
der mehrfach zusammenhéngenden Polygone.
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Hilfssatz p. Der Graph G sei einfach zusammenhdngend, wnd
es seien p und q voneinander verschiedene, benachbarte Eekpunlkte
von @; danmn enthilt G zwei Teilgraphen P und € mit folgenden Eigen-
schaften: den Bigenschaften 1 und 2 wie im Hilfssalz e, sowic

3") es ist p Eckpunkt von P, q Eekpunkt von @, und (pq) 4st

die einzige Kante, von welcher ein Helpunkt zu P, der an-
dere zu @ gehort.

Beweis. Man definiere P und ¢ genau so wie im Beweis des
Hilfssatzes «. Dann ergibt sich die Richtigkeit der Behauptungen
1 und 2 wortlich ebenso wie frither.

Beweis von 3': Dafl p Eckpunkt von P und ¢ Bekpunkt von @
ist, folgt unmittelbar aus der Definition von P und ¢. Gibe es noch
eine zweite Strecke (p'¢’') mit p’'e P, ¢'¢@), so kinnte man infolge
des Zusammenhanges von P und von ¢ (Rigenschaft 2) leicht einen
einfachen Kantenzug konstruieren, der p mit ¢ verbiinde und von
der Strecke (pg) verschieden wire — ontgegen der Rinfachheit des
Zusammenhanges von @.

Hilfssatz y. G sei ein Bawm; jedem Hekpunkt ¢ von & sei ein
Eckpunkt ¢(e) von G zugeordnet. Damn gibt es zwei benachbarte Fek-
punkte p und g, so daB (pq) ein Teil von (@(p) g (q)) ist. (Dabei darf
p=g¢ sein.)15)

Beweis. Gibt es einen Eckpunkt e mit ¢(e)=e¢, so erfiills
p=g=e die Behauptung. Es sei also ¢(¢) = ¢ fiir jeden Bekpunkt e.
Dann gibt es zu jedem Eckpunkt ¢ einen eindeutig bestimmben
einfachen Kantenzug (e¢(e)) und auf ihm genau einen von e ver-
schiedenen Nachbarpunkt von e; diesen nennen wir ¢’(e). Die Be-
hauptung des Hilfssatzes y wird offenbar von zwei Punkten p und ¢
erfillt, wenn ¢'(p)=¢ und ¢'(¢)=p ist. Die Existenz eines solchen
Punktepaares ist also nachzuweisen.

¢, sei ein beliebiger Eckpunkt; die unendliche Folge ey, ¢, ¢4, ...
definieren wir durch die Festsetzung e.;=@’(¢;). Da & nur endlich
viele Eckpunkte besitzt, gibt es zwei solche Indizes ¢ und k, 1<k,
daB ex=e;, aber ¢=Fe fiir ¢ <<j <k ist. Infolge der Definition
von @' ist k>4i41; wire k>144-2, so wiirden die Eckpunkte
€y €it1) Cit2y -y € einen einfach geschlossenen Kantenzug aufspan-
nen — entgegen der Tatsache, daf @ ein Baum ist. Bs ist also o= P2
die Punkte p=e, g=¢.; haben daher die gewiinschte Higenschads.

%) Dieser Hilfssatz ist der kombinatorische Ausdruck des Fixpunktsatzes
fiir Baumpolygone.
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Bei den nachstehenden Anwendungen der Graphen auf to-
pologische Ridume werden die Graphen als Nerven ) von Uber-
deckungen auftreten. Wir werden folgende Bezeichnungsweise be-
nutzen: ist § eine Uberdeckung des Raumes R und ist ¢ der Nerv
von §, so bezeichnen wir diejenigen Mengen aus §, die den Eck-
punkten p, ¢, ... von G entsprechen, mit I, Fy, ...; allgemeiner:
ist P ein Teilkomplex von @, so verstehen wir unter §p immer die
Vereinigungsmenge derjenigen Mengen aus dem System §, welche
den Eckpunkten von P enftsprechen.

8. Zunichst leiten wir aus dem Hilfssatz « einen topologischen
Satz her:

Satz I'. Der topologische Raum R besitze eine solche Uberdeckuny
& mit abgeschlossenen und zusammenhingenden Mengen, daf der
Nerv @ von § ein endlicher, mehrfach zusammenhingender Graph ist.
Dann ist B multikohdrent.

Beweis. Teilgraphen P und ¢ von G seien gemif dem Hilfs-
satz o gewihlt; die Eckpunkte von P seien pi, ps, ..., pr, die Eck-

r 3
punkte von @ seien qi, g, ...,gs. Dann ist Fp=2 F), und Fg::k;;l?’qk..

i=1
Infolge der Eigenschaft 1 im Hilfssatz ¢ ist R=Fp{Fq.
Da die einzelnen Mengen F7’f und Fqk abgeschlossen sind, sind

auch Fp und Fy abgeschlossen. Da sowohl die Komplexe P und ¢
(nach Hilfssatz ¢, Rigenschaft 2) als auch die Mengen FT’f und FQ/:
zusammenhéingend sind, sind auch Fp und F¢ zusammenhingend.
Um die Multikohéirenz von B in Evidenz zu setzen, bleibt daher
nur zu zeigen: die Menge FP'FQ=Z!; Fy-Fy, ist nicht leer und nicht

zusammenhdngend.

Unter den r-s Mengen FP{Fqk gibt es infolge der Eigenschaft 3

im Hilfssatz « wenigstens zwei, die nicht leer sind; daraus sieht
man erstens, dafl Fp-Fq nicht leer ist, und zweitens, daf die Be-
hauptung, Fp-Fg sei nicht zusammenhéngend, bewiesen ist, sobald
man gezeigt hat: je zwei der r-s Mengen FP,-'F‘Ik sind zueinander

fremd.

1) A..H., §. 152.
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Die Richtigkeit dieser letzten Behauptung ergibt sich folgender-
maBen: wenn nicht gleichzeitig 4=’ und k== ist, 0 besteht

das Mengensystem {FP,’FGIJ .Fpi,,lf’qk,} aus wenigstens drei voneinander

verschiedenen Elementen von §; da die Uberdeckung §, deren
Nerv ein eindimensionaler Komplex ist, die Ordnung 2 hat, ist
daher Fpi-Fqk-Fpi,-Fqk,:O, w. z. b. w.

9. Jetzt ziehen wir eine Folgerung aus dem Hilfssatz g:

Hilfssatz 1. § sei eine Uberdeckuny des topologischen Rawmes
B mit abgeschlossenen und eusammenhingenden Mengen; der Nerv @
von § sei ein Baum; a und b seien zwei Hekpunkten von @, ferner p
und g 2wei benachbarte Eckpunkie des einfachen K antenzuges (ab).
Ist damn @ eine zusammenhingende Punkimenge von R, die sowohl
mit B als auch mit Fy, Punkte gemeinsam hat, so ist O-F, F,==0.
(Dabei darf auch p=g¢ sein; ist a=>b, so ist der Satz trivial).

Beweis. Unter § verstehen wir das System derjenigen Men-
gen aus §§, welche Punkte mit @ gemeinsam haben, unter &' den
Nerven von §'; da sowohl @ als auch jedes Element von § zZusammen-
héngend ist, ist auch die Menge F zusammenhsingend. Hieraus
folgt, da die Elemente von §’ abgeschlossen sind, daB &' ein zu-
sammenhéngender Komplex ist. Da P-F,=3=0 und P-F,==0 ist,
sind @ und b Eckpunkte von @'; infolge des Zusammenhanges von G
enthilt G' daher den ganzen Kantenzug (ab) und insbesondere die
Punkte p und ¢. Mithin ist @-F,==0 und @.F,3=0.

Fir den Fall p=g ist damit der Satz schon bewiesen. Hs sei
P+

G' ist als zusammenhingender Teilkomplex des Baumes @
selbst ein Baum. Daher gibt es zwei Teilkomplexe P und @ von G,
welche die im Hilfssatz § ausgesprochenen Rigenschaften haben
(wobei man den Baum @ des Hilfssatzes § durch @' zu ergetzen hait).
Aus der Rigenschaft 1 folgt OC Fp+Fq, also D=0-Fp-+0-Fy;
hierin ist, wie wir schon. sahen, keiner der beiden Summanden leer;
da @ zusammenhingend ist und Fp und Fg abgeschlossen sind, ist
daher O-Fp-Fgo0.

Bezeichnen wir die Eckpunkte von P und € mit p; bezw. g,
so ist Fp=%: Fp, FQ:Z'Fqk, also Fp-.lf’q:%,:Fpi-Fqk. Infolge der
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Eigenschaft 3" aus dem Hilfssatz f# ist nur eine unter den Mengen
Fm'F.‘ha nicht leer, némlich die Menge F,-F,; folglich ist

Fp-Fe=FyF,.

Bs ist also D-Fy-F,=P-Fp-Fy, und von dieser Menge haben
wir schon gesehen, daB sie nicht leer ist. Damit ist der Hilfssatz 1
hewiesen.

10. Aus dem Hilfssatz v und dem Hilfssatz 1 ergibt sich nun
der folgende Satz:

Satz I'. R sei ein beliebiger topologischer Raum, § eine solche
Uberdeckuny von R mit abgeschlossenen wnd zusammenhingenden
Mengen, dap der Nerv G von § ein Baum ist. Dann ist die Uberdeckung.
& nicht frei.

Beweis. s sei f eine Abbildung von E in sich; wir haben
zu zeigen, daB es ein Blement F von § gibt, fiir welches f(F)-F == 0 ist.

Fiir jeden Eckpunkt ¢ von ¢ bezeichne ¢.(e) einen solchen Eck-
punkt von @, daB f(Fe)-Fyn=0 ist. Nach dem Hilfssatz y gibt es zwei
benachbarte Eckpunkte p und ¢ von @, fiir welche (pq) in (¢(p) ¢ (4))
enthalten ist. Da p und ¢ benachbart sind, ist F,-F,=+0, und
daher folgt aus dem Zusammenhang von F, und von Fy, daf auch
F,+F, rzusammenhiingend ist; folglich ist auch @ = f(F,+Fy)
zusammenhéingend.

Setzen wir ¢ (p)=a, @(g)==b, 50 ist f(F,,)-F,,:k:O,. also auch
@-F,=0; ebenso ist @-F,=40; da ferner p und ¢ zwel Nachbax-
punkte in (ab) sind, sind die Voraussetzungen des Hilfssatzes 1 er-
fills. Folglich ist @-F,-Fq==0, also ]‘(Fp)-F,,~Fq-l-f(]!’q)-Fq-F,,:.I:0;
mithin ist wenigstens eine der Mengen f(F,)-F, und f(Fq)-Fy nicht
leer. Damit ist der Satz bewiesen.

11. In den Sitzen I’ und I ist offenbar der in er Einleitux'x.g
(N1. 3) ausgesprochene Satz I enthalten: denn ist__R ein unikohé-
renter topologischer Raum und § eine endliche Uberdec}':ung der
Ordnung 2 von R mit abgeschlossenen und zusammenha&ngenden
Mengen, so ist der Nerv G von § ein endlicher zusamm?nha;ngender
Graph; nach Satz I’ ist er nicht mehrfach zusa,mmel}ha,ngend, also
ist er ein Baum; dann ist § nach Satz 1" nicht frei.
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12. Unser nichstes Ziel ist der Beweis des Satzes ILa (¢f. Nr.3
der Einleitung). Wir schicken ihm einen Hilfssatz voraus:

Hilfssatz 2. K sei ein lokal zusammenhingendes Kontinwum
und § eine endliche Uberdeckung von K mit abgeschlossenen Mengen
By, By, ..., By die Ovdnung von § sei 4; eine positive Zahl y sei gege-
ben. Dann gibt es eine endliche Uberdeckung §' von K mit abyeschlosse-
nen Mengen Dy, B, ..., B, welche die folgenden Figenschaften besitzen:

10 jede Memge 0 ist zusammenhdingend;
20 jede Menge Dy liegt in der y-Umgebung *%) einer Menge s
30 die Ordnung von §' ist ebenfalls 4.

Beweis. y’ sel eine positive Zahl, die <y und kleiner aly die
Hilfte der Lebesgueschen Zahl'?) von  ist; die letztere Bedin-
gung bedeutet: wenn eine Punktmenge aus £ vom Durchmesser
=2y’ mit jeder Menge eines Teilgystems {F,,;l, 'F’b’y very If’,b-h‘, von, §
einen Punkt gemeinsam hat, so ist lﬂ'i,‘F@'g'---'Fz:h# 0.

Wegen des lokalen Zusammenhanges von [ besitzt jeder
Punkt 2 von K eine Umgebung U(z), welche zusammenhingend
und in der yp’-Umgebung von « enthalten ist5); wegen der Kom-
paktheit von K wird K bereits durch ein endliches System solcher
U(x) tberdeckt; es sei (Ui, U, ..., Ux) ein derartiges endliches
System. Wir verstehen fir ¢=1, 2, ...,7 unter G; die Vereinigungs-
menge derjenigen Uj;, die mit F; Punkte gemeinsam haben; @ ist
eine offene Menge, die — infolge des Zusammenhanges der U; —
nur endlich viele Komponenten besitzt; daher besitzt auch die ab-
geschlossene Hiille 6 nur endlich viele Komponenten; diese Kom-
ponenten seien @;, D;o,..., P, . Die Gesamtheit aller 0;; (i=1, 2, ..., r;
j=1,2, ..., &) ist eine Uberdeekung § von K; wir beh&upten, dafB
sie die gewunsehten Eigenschaften hat.

DaB die Mengen @,; ; abgeschlossen sind und die Rigenschaften
19 und 2° besitzen, erglbt sich unmittelbar aus ihrer Definition.

Ebenso ist klar, daB die Ordnung x von §' nicht kleiner als 4 ist;
zu beweisen bleibt: u=sA.

1“‘) D1e y-Umgebung U(F,y) einer Menge F' in einem wetrisehen Rawm
ist die Menge aller Punkte # mit o (x, F) < 7. Durch ¢ wird immer die Entfer
nungsfunktion bezeichnet.

) A.-H., S. 101—102.
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By gei {(IW’ sz,

@;; bestehendes Teilsystem von &', tiir welches !I)

[’i i b ein aus 1 versehiedenen Blementen

1’ 72 e !pi[uj,u:‘: 0

ist. Dann sind die Indizes 4, %, ..., % panhrwe,hsg VOIlell'lELnder ver-
schieden; denn wire etwa 4;==1, S0 wiren (DW} und @@.27.2 zwei

verschiedene Komponenten der Menge 67;-], was unmoglich ist,
da (D’b‘ljl.ﬁq’Zh:! 0 ist. Folglich bilden die Mengen F;,F;,..,F

i
i
ein aus g verschiedenen Elementen bestehendes Teilsystem von §.
Jede dieser Mengen hat, wenn & ein Punkt des Durchschnittes

D, ;D ;... D, ; ist, von x einen Abstand, der =y’ ist, und jede
Tl T %l Yulp

von ihnen hat daher mit der abgeschlossenen Hiille der y’-Umgebung
von x, also mit einer Menge vom Durchmesser =2y', einen Punkt
gemeingam. Somit ist, wie am Anfang des Beweises festgestellt
wurde, .If’iI-.Zf’izo...-f]f“’q;ﬂzlz(), und daher ¢ =A4. Damit ist die Eigen-

schaft 3° bewiesen.

13. Beweis des Satzes Ila. U sei ein unikohirentes lokal
zusammenhiingendes Kontinuum, § eine endliche Uberdeckung der
Ordnung 2 von U mit abgeschlossenen Mengen und f eine Abbildung
von U in sich; es soll gezeigt werden, daB es ein Element F von §§
gibt, fiir welches f(#)-F==0 ist. Da § nur endlich viele Elemente
enthilt, geniigt es hlerfur, das folgende zu beweisen: zu einem
willkiirlichen positiven & gibt es ein Element ¥ von §, fiir welches
die Entfernung o (f(F), I)<<e ist.

Zun dem gegebenen & existierti infolge der gleichmiBigen Stetig-
keit von f eine solche positive Zahl d, daB fiir je zwei Punkte x und y
mit ¢(x, y) <<d immer ¢(f(z), f(y)) <<e&/2 ist. Unter y verstehen
wir die kleinere der Zahlen &2 und d. Auf § und v wenden wir den
Hilfssatz 2 an und konstruieren also eine Uberdeckung § von U,
welche die im Hilfssatz 2 genannten Eigenschaften besitzt und
daher inshesondere die Ordnung 2 hat. Nach Satz I ist §' nicht
frei; es gibt also ein Element @ von §', fiir das f(P)- @40 ist.
Diese Menge @ ist — entsprechend dem Hilfssatz 2 — in der y-Um-
gebung einer zu § gehorigen Menge F enthalten. Da y =¢/2 ist,
ist also PCU(F, ¢/2). Da y=0 ist, ist PC U(F d), und hieraus folgt
nach der Definition von d: f(@)CU(f(F), ¢/2). Aus den drei Rela-
tionen
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(Df(di):I_—(), (pCU(F7 E/2>7
ergibt sich o(f (¥, I') <e,

K@Y U (I, ef2)

w. z. h. w.

14. Aus dem damit bewiesenen Satz ILa folgt leicht eine Higen-
schaft einer der Urysohnschen Konstanten *8) von U.

Wir erinnern an deren Definition und einfachsten Eigenschaften: unter
der k-ten Urysohnschen Konstanten dp(R) des kowpakten metrischen Raumes B
versteht man die untere Grenze derjenigen Zahlen 2, fir welche & meﬂeckungen
von Ordnungen =% mit endlich vielen abgeschlossenen Mengen, deren Durch-
messer - ¢ sind, gestattet (k=1,2,..). BEs ist immer dp(R)=z det1(B) und,
wenn 6(R) den Durchmesser von R bezeichnet, d(R) .2z dip(R); ist I zusammen-
hiingend, 8o ivt dy(R) = &(R); ist R n-dimensional. so isb  da(R) dyt1(R)=0.

Satz I1a'. Bs sei U ein unikohdrentes lokal zusammenhdngendes
Kontinuuwm, das mit einer Meirik versehen ist, und f eine beliebige
stetige Abbildung von U in sich. Dann gibl es einen Punlkt @ von U mit

o(f(w), ©) = dy(U).

Beweis. ¢ gel eine Zahl, die > d,(U) ist. Dann gibt es eine
endliche Uberdeckung § der Ordnung 2 von U mit abgeschlossenen
Mengen, von denen jede einen Durchmesser <& hat. Nach Satz Ila
ist § nicht frei; fiir ein gewisses Element F von § ist also f(F)-F == 0;
diese Menge F enthiilt ein Punktepaar {x, f(x)}, und fix dieses
Paar ist o(f(x), ) <e. Da es zu jedem &> dy(U) einen derartigen
Punkt z gibt und da U kompakt ist, existiert auch ein Punkt x
mit o (f(x), 2) = dy( U).

15. Wir machen zwei Anwendungen des Satzes Ila’. Hrstens:

wenn U eindimensional ist, 80 ist dy(U)=0, und wir erhalten den
bekannten Fixpunktsatz 1%):

%) P. Urysohn, Mémoire sur les multiplicitds Oantoriennes (suite), Fund,
Math. VIIT (1927), 8. 225 (Notes supplémentaires).
1) Zuerst fiir topologische Abbildungen bewiesen von W. Scherrer,
Uber ungeschlossene stetige Kurven, Math. Zeitschrift 24 (1926), S. 125; fiix be-
liehige Abbildungen von G. Nébeling, Ergebnisse eines math. Kolloquiums 2
(Wien 1932), 8. 19 (cf. K. Menger, Kurventheorie (Berlin-Leipzig 1932), S. 313),
und auf einem anderen Wege von K. Borsuk, Einige Sitze iiber slatige Strecken-
bilder, Fund. Math. XVIII (1932), S. 108 (Hauptsatz 1, Korollar 1). Ausserdem
ist der Satz ein Spezialfall eines viel allgemeineren Fixpunktsatzes von 8. Lef-
schetz in dem Buch Topology (New York 1930), S. 359,
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Koroltlar I. Bei jeder Abbildung einer Bawmkwrve — d. h.
eines eindimensionalen, unikohdrenten, lokal zusammenhingenden Kon-
tinuums — in Sich existiert cin Fixpunki.

Zweiteng: U sei die n-dimensionale Sphire §" und f die anti-
podische Abbildung von 8" auf sich; dann ist o (f(x), )= (8"
fiir jeden Punkt @ von 8% da fix n=2 die 8" unikohérent ist,
ergibt sich:

Korollar LI Fir die n-dimenstonalen Sphédren S* mit n=2 ist

dz(Sn) —_ 6(&11) 20).

16. Beweis des Satzes ITb (Einleitung, Nr. 2). Das uni-
kohirente lokal zusammenhingende Kontinuum U sei mit den
abgeschlossenen Mengen Iy, 'y, Iy iiberdeckt. Wenn F,-Fy Fy=0
ist, so hat die Uberdeckung die Ordnung 2 und ist daher nicht frei
nach Satz ITa. Wenn es einen Punkt wel,.F,-F; gibt, so gehort
fiir jede Abbildung f von U in sich das Punktepaar (@, f(z)} einer
der drei Mengen an. Die Uberdeckung ist also in keinem Fall frei.

Mit dem Satz IIb sind auch die in der Einleitung zitierten
Sitze As und 45 noch einmal bewiesen, sowie die folgende Verall-
gemeinerung des Satzes As:

Korollar IIIL. Ist n=2, so gestattet die Sphire S" keine
freie Uberdeckung mit drei abgeschlossenen Mengen.

17. DaB der Satz IIc (Binleitung, Nr.3) mit dem Satz Ila
dquivalent und somit giiltig ist, ist eine unmittelbare Konsequen:
des folgenden Hilfssatzes: ‘

Hilfssatz 3. Der kompakte metrische Roum R gestattet dann
und nur dann eine freie endliche Uberdeckung einer Ordnung =4+ 1
mit abgeschlossenen Mengen, wenn er eine freie Abbildung in einen
hichstens A-dimensionalen Raum gestattet **).

Beweis. Erstens: f sei’eine Abbildung von R in sich und ¢
eine solche Abbildung von R in den hochstens A-dimensionalen
Raum R’, daB @f(s) == @(z) fir jeden Punkt  von R ist. Da J(R)

2) Far n>2 wird eine Verallgemeinerung dieser (Hleichheit aunf efnem
anderen Wege durch die Formeln (9a) und (10) in Nr. 23 und Nr. 24 bewiesen
werden. '

#1) Dieger Hilfssatz ist im wesentlichen in Nr. 2 der Arbeit von O.‘Ku-
ratowski und 8. Ulam, Sur un coefficient lié auw transformations continues
d’ensembles, Fund, Math. XX (1933), 8. 244, enthalten.
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kompakt ist, gibt es eine solche Zahl ¢, daBl o(gf(@), ¢ (k) >e>0
fir alle Punkte « ist. Nun gibt es abgeschlossene Mengen I, I, ..., Fy,
deren Durchmesser <<& sind und die eine Uberdeckung einer Ordnung
<1+1 von f(R) bilden. Dann bilden die abgeschlossenen Mengen
Fi== @~ Y(F), t=1,2,..,m, eine Uberdeckung derselben Ordnung
< 1+ 1 von R. Diese Uberdeckung ist frei; denn ist we Iy, so ist
¢ (x)eF; und, da o(@f(x), p(x)) grofer als der Durchmesser von F;
ist, @f(x)nicht e Fi, also f(x) nicht e Fy, und mithin ist f(F)-Fi=0,

Zweitens: Bs sei wieder f eine Abbildung von K in sich, und
ferner seien Wi, F, ..., I abgeschlossene Mengen, die eine Uber-
deckung einer Ordnung =4--1 von £ bilden und fiir die f(F;)-F=0,
i=1, 2, .., m, gilt. Fir jedes hinreichend kleine positive & hat,
wie man leicht sieht, die Uherdeckung, die von den offenen Mengen
G=U Iy, &), 1=1,2, ..., m, gebildet wird, dieselbe Ordnung 5 i1
und ebenfalls die Higenschaft: f(G4)-G==0 fir alle <. Nun kann
man bekanntlich 2), nach einem Verfahren von Kuratowski, den
Raum R durch eine solche Abbildung ¢ in den Nerven N der (Jher-
deckung %) abbilden, dal folgendes gilt: hezeichnet ¢; den Eckpunkt
von N, der der Menge G; entgpricht, so liegt der Punkt ¢(x) dann
und nur dann im Inneren eines Simplexes von N, zu dessen Hck-
punkten ¢; gehort, wenn ze@; ist. Da nun # und f(«) niemals
zugleich einer Menge G; angehdren, ish gewill niemals ¢ (2)=¢f(2);
die Abbildung ist also frei. Da N héchstens 4-dimengional ist, ist
damit der Hilfssatz bewiesen.

Aus dem Beweis igt ersichtlich, daf man noch einen Zusatz
ma,c]gen kann: ist f eine feste Abbildung von R in sich, so moge
die Uberdeckung § von R frei in bezug auf f heillen, falls f(F).F=10
fiir jedes Element F von § ist; und die Abbildung ¢ von R heiBle
frei in bezug auf f, wenn ¢f(z) =@ (x) fir alle Punkte » von R ist.
Dann gilt, wie der obige Beweis zeigt:

Zusatz zum Hilfssatz 3. R sei ein kompakter metrischer
Eawm und f eine Abbildung von R in sich. Der Raum R gestattet dann
und nur dann eine in bezug auf f freie endliche Uberdeckung einer
Ordnung =A+1 mit abgeschlossenen Mengen, wenn er eine in

bezug auf f freie Abbildung auf einen hochstens A-dimensionalen
Rowm gestaitter.

2’3) C. Kuratowski, Sur un théoréme fondamental concernant le nerf d'un sy-
stéme d’ensembles, Fund. Math. XX (1933), S, 191. Man vgl. auch A.-H., 8. 366--368,
) Der Nerv N wird als euklidisches Polyeder realisiert gedacht.
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18. Als Spezialfall des Satzes Ilc heben wir hervor:

Korollar IV. Ist n=2 und ¢ eine Abbildung der Sphire 8"
auf einen eindimensionalen Raum, so ist ¢ micht frei; insbesondere
gibt es ein amtipodisches Punktepaar {z, y} von S* mit p(@)=p(y).

§ 3.

19. Satz II1. Dafiir, dof das lokal zusammenhingende Kon-
tinuwm K multikohdrent sei, ist jede einzelne der folgenden drei Be-
dingungen (a), (b), (¢) sowohl notwendig als auch hinreichend:

(a) K gestattet eine freie endliche Uberdeckung der Ordnung 2
mit abgeschlossenen Mengen;

(b) K gestattet eine freie Uberdeckung mit drei abgeschlossenen
Mengen;

(¢) K gestattet eine freie Abbildung ouf eine eindimensionale
Menge.

Beweis. DaB jede der drei Bedingungen fiir die Multikohfirenz
hinreichend ist, ist der Inhalt der Sitze ILa,b, c. Die Notwendigkeit
werden wir aus dem folgenden Satz von K. Borsuk ) schliefen
konnen:

Satz B. Jedes multikohérente lokal zusammenhingende Kon-
tinuum K enthdlt eine einfach geschlossene Linie L, die ein Retraki *)
von K 1ist.

Wir verstehen nun unter ¢ eine Abbildung, welche K auf L
retrahiert, unter ¢ die antipodische Abbildung von L auf sich
— ,antipodisch“ in dem Sinn, daB man L als Kreislinie auffalt —
und unter f die Abbildung f=e@ von K in sich. Dann ist fiir jeden
Punkt £ von K

¢ {(z) = pag () = ap (@) F ¢ (2),

also ist die Abbildung ¢ frei; K besitzt somit die Eigenschaft (e).
Ferner verstehen wir unter Fi, Fy, F3 drei abgeschlossene Teil-
mengen von L, die entstehen, wenn man L — wieder bei Auffas-

2y K, Borsuk, Quelques théorémes sur les ensembles unicohérents, Fund.
Math. XVII (1931), S. 171 (besonders Nr. 30).

%) D,h.: es gibt eine solche Abbildung ¢ von K auf L, daB p(z)=x far
jeden Punkt z von L ist; ¢ heift eine retrahierende Abbildung. Cf. K. Borsuk,
Sur les rétractes, Fund. Math. XVII (1931), 8. 152.

Tundamenta Mathematicae, T. XXVIIL 4
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sung von L als Kreiglinie — in drei gleichlange Bogen einteilt, und
unter F; die Mengen Fi=¢ '(F}), i=1, 2, 3. Die drei abgeschlosge-
nen Mengen F; bilden eine Uberdeckung der Ordnung 2 von K;
diese Uberdeckung ist frei; denn es ist f(F)=a(I)C.L, also
f(F)=L-f(F;) und Fp-f(F)=L-Fpf(F)=F;{(F))=Fra(F})=0, Folglich
besitzt K auch die Eigenschaften (a) und (b).

20. In den Sitzen I a,b,c haben wir von dem betrachteten Kontinuwum U
zweierlei vorausgesetzt: 12 den lokalen Zusommenhang, 2% die Unikohdrenz. Der
Satz III lehrt, daB die Voraussetzung 2° fiir die Gultigkeit der Sitze Ila,b,c
unentbehrlich ist. Man wird fragen: Kann man, bei Beibehaltung der Voraus-
setzung 2%, auf die Voraussetzung 1° verzichten? Diese Frage ist zu verneinen,
wie das folgende Beispiel ) zeigt: U sei das ebene Kontinuum, das aus einer
Kreislinie K und aus einer Linie besteht, die in einem Punkt des AuBengebietes
von K beginnt und sich agymptotisch in Form einer Spirale dem Kreis K niihert;
dieses Kontinuum U ist unikohirent, aber nicht lokal zusammenhingend; es
besitzt, wie man leicht bestitigt, die Eigensehaften (a), (b), (¢) aus dem Satz I1I;
die Behauptungen der Sitze IIa,b,¢ treffen also fir dieses unikohiirente Kon-
tinuum U nicht zu.

Jedoch ist es zweckmiBig, unsere Frage anders zu wenden. Fir lokal
zusammenhingende Kontinuen ist ja die Unikohdrenz gleichbedeutend mit dem
Verschwinden der ersten Bettischen Zahl4), und man darf daher in den S#izen
I1a,b,c die obige Voraussetzung 2° auch so formulieren: 2/ die erste Beitische
Zahl von U ist 0. Jetzt lautet die Frage: Bleiben die Sdtze II a,b, ¢ giiltig, wenn
man nur die Voraussetzung 2° macht, auf die Voraussetzung 1° aber verzichtet?

Die Antwort hierauf ist mir nicht bekannt 2+). Falls die Frage fir den SatzIla
zu bejahen wire, so wiirde man ~— analog wie das Korollar I in Nr. 15 — den
folgenden Fixpunktsatz erhalten: Bei jeder Abbildung eines eindimensionalen
Kontinuums, dessen erste Bettische Zahl 0 ist, in sich existiert ein Fixpunlkt.

Soviel ich wei, ist die Grilltiglkeit dieses Satzes bis jetzt — sogar fiir ebene
Kontinuen — unentschieden.

§ 4.

21. Dieser Paragraph handelt von einigen Fragen, welche die
n-dimensionalen Sphiren betreffen und durch die im Vorstehenden
bewiesenen Sitze angeregt sind.

Wir kniipfen an den Satz A; (Nr. 2) und das Korollar IIL
(Nr. 16), das ihn verallgemeinert, an und fragen: wie grof ist bes
gegebenem w die kleinste Zahl v, fir welche eine freie Uberdeckung
der Sphére 8" mit v abgeschlossenen Mengen existiert?

Diese Minimaleahl heipe »(n).

%) Cf. K. Borsuk, 1. c.%), Nr. 36.

%) Fiir den Satz ITb ist die Frage inzwischen durch Herm S, Eilenberg,
S. 58 dieses Bandes, bejaht worden.
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Erstens ist gewil

(1) v(n)=n+2 fir n=0,1,2, ... ad inf.;

denn projiziert man die n-+2 (n—I1)-dimensionalen Seiten eines
reguliren (n-+1)-dimensionalen Simplexes, das der 8" einbeschrieben
ist, vom Mittelpunkt aus auf die 87, so erhiilt man eine Uberdeckung
der 8" mit n-+2 abgeschlossenen Mengen, welche frei in bezug
auf die antipodische Abbildung der S» ist.

Ziweitens wissen wir: es st
(2) _ v(n)=mn-+2 fiir n=0,1, 2;
denn fiir n=1 und n=2 folgt (2) aus den Sitzen AF (Nr. 1) und
A; (Nr. 2), und auch fir n=0 ist (2) offenbar richtig.
Wir behaupten nun, daf im Gegensatz zu (2)
(3) r(n)=nt+1 filr n=3,4, ...

ist, daf es also fiir jedes n=3 eine freie Uberdeckung der S" mit
n-+1 abgeschlossenen Mengen gibt.

. 13
Beweis. Die 8" gei durch “Zga;%=1 gegeben; die folgenden Gleichungen
=

definieren fir n = 3 eine Abbildung f von 8" auf sich:

7

’
Lo=—=—1%xp ZTy— +9;1

fir k=4, ..,n (falls n=4).

wy=-}-2 @y =— %3

.
Bp=—%p,

®

Ferner bestimmen die folgenden Formeln eine Abbildung y der S” in einen
euklidischen Raum R", in dem ¥, ¥, .- ¥, rechtwinklige Koordinaten sind:

= Yy = 2 (g 2y 2, %3) Yo= 2 (&, % — % %3) Y= wlz)"' mf—xg—mg
‘%U Yp=2, fir k=4, ..., n (falls n=4).
Dann ist
(4) PAYHy iy = et a - aiad) s

folglich gelitirt der Nullpunkt o des E® nicht zu dem Bilde (8™). Ferner ist
(5) Y (@)= —1 (@)

fir jeden Punkt & von §”; dabei bezeichnen wir, wenn y ein Punkd des B" ist,
mit —y den Punkt, der aus y durch Spiegelung an o hervorgeht.
4*
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Nun sei ¥ ein n-dimensionales Simplex des B", dag o im Inneren enthilt,
und fir jeden von o verschiedenen Punkt y des R" sei a(y) der Schnittpunkt

—> -
des Strahles oy mit dem Rande Y™ von ¥".Dann ist, da o nieht zu yp(8") gehort,

p=myp eine eindeutige und stetige Abbildung von S§" auf . Die (---1)-di-
mensionalen Seiten von ¥” seien ¥, ¥y, ..., ¥} 3 wir setzen Xp=97 (X)) b
i=1, 2, ..,n+1; dann bilden die n--1 abgeschlossenen Mengen X, eine Uher-
deckung von 8”. Sie ist frei; denn aus (5) ist ersichtlich, dafl die Punkte p(z) und
of(x) niemals derselben Menge ¥, also die Punkte © und f(x) niemals derselben
Menge X; angehoren. Damit ist (3) bewiesen.

Aus dem Korollar IIT (Nr. 16) folgt ferner
(6) »(n) =4 fiir m=2.
Aus (3) und (6) ergibt sich speziell
v (3) =4,

Dagegen bleibt fiir beliebiges n die Frage, wie grof v(n) isi, offen.
Bereits fir n=4 wissen wir — aus (3) und (6) — nur, da8 »(4)
entweder gleich 4 oder gleich 5 ist.

22. Die in Nr. 21 konstruierte Abbildung ¢ der Sphire S
n=3, auf den (n—I1)-dimengionalen Rand des Simplexes ¥ ist,
wie aus (5) folgt, frei in bezug auf f. Andererseits gilt das Korollar IV
(Nr. 18), und auBerdem ist eine Abbildung ¢ der Kreislinie §* auf
einen nulldimensionalen Raum niemals frei, da das Bild ¢(8!) nur
aus einem Punkt besteht. Somit sehen wir:

' Fir jede Dimensionszahl nz==3, jedoch micht fir n<=2, ewi-
stieren freie Abbildungen der Sphdare S*, welche die Dimension
erntedrigen.

pie folgende Frage erhebt sich: Wie stark kamn man die Di-
mension der Sphire 8" durch eine freie Abbildung erniedrigen?

23. Wir werden hier nicht auf diese allgemeine Frage, sondern
nur auf ihren Spezialfall eingehen, der sich bei Beschrinkung auf
antipodenfreie Abbildungen der S ergibt, d. h. solche Abhildungen ¢,
daB ¢(@)s=@(y) fir jedes Antipodenpaar {w, 4} ist. Fir jedes n
bezeichme A(n) die Kleinste Zahl A mit folgender Eigemschaft: S* 1ift
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sich antipodenfres auf eine A-dimensionale Mengye abbilden. Dann
wissen wir (vgl. Nr. 22): ‘

) Aln)=mn fir n=0,1,2;
jedoch ist, wie wir sehen werden,

(7 Amysn—1  fir =34, ...

Wir behaupten aber mehr als (7’), namlich:

(8a) A(n) = @j,;‘_l fiir ungerades m,
(8b) A(n) =7—§ oder = __ﬁn—‘{)—Z fiir gerades n.

Gem#B (7) trifft in (8b) fiir n=0 die erste, fir n=2 die zweite
der beiden Moglichkeiten zu; fiir jedes gerade n=4 bleibt die Frage
_fn,—i—2
T2

unbeantwortet, ob A(n) =g oder A(n) ist.

Die Behauptungen (8a) und (8b) werden in Nr. 24 bewiesen
werden. Jetzt sei auf eine zweite Deutung der Zahl 4(n) hingewiesen,
die sich unmittelbar aus dem Zusatz zum Hilfssatz 3 (Nr. 17)
ergibt:

Jede endliche Uberdeckung der S* mit abgeschlossenen Mengen,
von denen keine ein Antipodenpaar enthilt, hat eine Ordnung =24 (n)+1,
und andererseits gibt es derartige Uberdeckungen, deren Ordnung gleich
A(n)41 st

Man kann dies auch durch die Urysohnschen Konstanten dx
(vgl. Nr.14) und den Durchmesser J der 8" aunsdriicken: es ist

fir k= A(n),
fix k> A(n).

(92) dx(8") = d(8")
(9b) dp(87) < 6(8™)
In (9a), (9b), (7), (7') ist insbesondere enthalten:
d.(8") = 6(87)

d"(Sn) < 6(Sn)

fir n=1 und n=2,

fir n=3,4,....
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24. Beweis von (8a) und (8h). Es gibt eine antipodenfreie Abbildung
der 8" auf eine A(n)-dimensionale Menge; diese Menge darf man nach dem
Menger-Nobelingschen Einbettungssatz*) als Teilmenge des euklidisclien
Raumes der Dimension 24(n)-4-1 annehmen. Nun gilt aber der folgende Satz
von Borsuk-Ulam %):

Satz Cn. Die Sphire S" gestattet keine antipodenfreie Abbildung in den
n-dimensionalen euklidischen Roum R".

Folglich ist 24(n)-+1>n, das heildt:
(10) A=
Um (8a) und (8b) zu beweisen, haben wir daher nur zu zeigen:

fir ungerades n,

fiir gerades n;

wir haben also antipodentreie Abbildungen der 8" aut Méngen der Dimensionen
1
L ew ”i;:ﬁ

3 zu kongtruieren.

Wir geben eine solche Konstruktion zunichst fur die ungeraden # an,
und zwar der Reihe nach fir n=1, 3, 5,.... Zum Zwecke der Induktion ver-
schiirfen wir unsere Aufgabe zu der folgenden: die 8" soll antipodenfrei auf ein

1., A .
L; -dimensionales Polyeder abgebildet werden, welches sternférmig ist, d. h.
welches eine solche Simplizialzerlegung besitzt, daB in ihr alle Grundsimplexe
einen gemeinsamen Eckpunkt haben. In einem sternférmigen Polyeder ist offern-
bar jede Punktmenge stetig auf einen Punkt zusammenziehbar; hieraus folgt
‘in bekannter Weise: jede Abbildung der Randsphiire eines Elementes B in P
148t sich zu einer Abbildung von B in P erweitern 2),

P sei ein Polygon, das aus drei Strecken |a’ b, la’ by, [a' by mit dem
gemeinsamen Eckpunkt o’ besteht. Auf einer Kreiglinie S geien Gy, Qy, 0 drei
Punkte, die 8* in gleichlange Bigen zerlegen, und by, by, b, die Mittelpunkte
dieser Bégen. Wir definieren eine Abbildung ¢ von 8! auf P!, indem wir fest-
getzen: ¢(qi)=a’ fir i=1, 2, 8; @(b,)="b}, fir k=1, 2, 3; jeder der sechs Bégen
b,a; (wobei b, und a; benachbarte unter den sechs Punkten sind) wird propor-

tional auf die Strecke [b)a’| abgebildet. Diese Abbildung ¢ ist offenbar anti-
podenfrei.

27) Cf. z. B. A.-H., 8. 369. ; .

) K. Borsuk, wie unter 1), sowie A.-H., wie unter 1,

) Cf. z.B. A.-H., 8. 502, Hilfssatz II. Unter einem Rlement verstehen
wir das topologische Bild eines euklidischen Simplexes.
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B sel jetzt bereits eine antipodentreie Abbildung ¢ der Sphiire "> auf
n—1
ein sternférmiges Polyeder P 2 bekannt; eine antipodenfreie Abbildung der S”
ntl

auf ein sternformiges Polyeder P 2 soll konstruiert werden. Die 8" sei durch
n+1 ;
; 2'1 ao?: 1 gegeben; durch o,=m,=0 wird auf 8" eine Sphiire 872 hestimmt;
i . et nt
diese sei durch ¢ antipodenfrei auf P 2 abgebildet, wobei P 2 sternférmig ist.

Setzen wir ®,=rcose, xy=rsine, so bilden die Punkte der S”, fiir welche o einen

fegten Wert hat, eine (n—1)-dimensionale Halbkugel, die von 8§72 perandet wird.
Entsprechend unserer obigen Bemerkung iiber die Erweiterbarkeit von Ab-
bildungen kann man die auf §"% gegebene Abbildung ¢ zu einer Abbildung jeder
n—1
derartigen Halbkugel auf P ? erweitern; wir tun dies fir die drei Halbkugeln,
die zu den Werten a::q;-z—;-r, i=0, 1, 2, gehiren. Auf der Vereinigungsmenge H
dieser drei (abgeschlossenen) Halbkugeln gibt es keine anderen Antipodenpaare
der 9" als diejenigen, die auf 8§72 liegen; folglich ist die Abbildung » von H auf
n—1

P? antipodenfrei.
8" wird durch H in die drei Gebiete G, zerlegt, die durch

5

(]G_l) .gfé @ (k'-{—%) 2

g k=1,23,
2)"3 /73

bestimmt sind. Man bestitigt leicht die folgenden beiden Eigenschaften der G_’S :
erstens gehort der Antipode eines Punktes z von G, immer 8" —@, (wobei G,

die abgeschlossene Hille von @, ist); zweitens: ist xe@y, ye@—G,, 8o l.iegt
der Grofkreisbogen, der ¢ mit y verbindet und <z ist, mit Ausnahme seines
Endpunktes y ganz in G,
, : n+1
Nun konstruieren wir ein Polyeder P 2 , indem wir mit drei Punkten
atl a1l atl n+l
b1, b2, b3 als Spitzen drei Kegel P;T s P22 5 P32 iiber P 2 errichten, von de-
n—1
nen je zwei auler den Punkten von P 2 keinen Punkt gemeinsam haben, und
n+1 n+1 n+1 n+1 n—1

P2 +P,> +P,? —P % setzen. Aus der Sternformigkeit von P'*  folgt, daB
1

nti

auch P 2 sternformig ist. '
ntl

Jetzt definieren wir die Abbildung ¢ von S” auf P 2 : die Abbildungge
' n—1 n-+1
von H auf den Teil P 2 von P 2 ist bereits erklirt, in jedem der drei Gebiete Gr
wiihlen wir einen Punkt b, und setzen @ (by)="b}; und schlieBlich besﬁmmc?n
wir: ist ¢ ein Punkt der Begrenzung von Gq (also geH), 80 goll der (?rroBk:els_-
bogen, der b, mit ¢ verbindet und <= igb, durch ¢ proportional auf die Strecke
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[0’ @(g)| abgebildet werden. DaB ¢ hiermit eindeutig und stetig definiert ist,

folgh aus der zweiten der oben ausgesprochenen Eigenschaften der (f,. Aus der

ersten dieser Eigenschaften ergibt sich die Antipodenfreiheit von ¢: denn ist

etwa ze@y, so besagt diese Eigenschaft, da der Antipode von » zu 8",

gehort; es ist aber g (G4)=P 2 —P %2 =P % —(P,% +P% ) und p(8"— @)=
atl ndd

=P22 ~]—P32 .

Damit ist unsere Aufgabe fir alle ungeraden n gelost. Nun sei % gerade.

¢, ¢ sefen zwei antipodische Punkte von 8", und §" 1 sei die zu ihnen gehérige
Aquatorsphiire. Da n—1 ungerade ist, existiert eine antipodenfreie Abbildung ¢

. n -2
von 877! auf ein Polyeder PZ. Wir konstruieren ein Polyeder P 2 , indem wir
n n--2 n-+2

tther P2 zwei solche Kegel I’Tf und PZ—Z— it Spitzen o1, 62 errichten, daf sio
n
anfer den Punkten von P2 keinen Punkt gemeinsan haben. Dann sei pley)==0|,
¢ (¢y)=2¢}, und fiir jeden GroBkreishogen (der Liinge #/2), der ¢, mit einem Punkt ¢
von 8" verbindet, sei ¢ die proportionale Abbildung auf die Strecke |¢j¢ (g).
n4-2 n-4-2 n+4-2
Dann ist ¢ eine antipodenfreie Abbildung von §” auf I’TaPr'r +1’;'T .

25. Analog der Verallgemeinerung des Satzes 4, durch den
Satz 4f (Nr. 1) gibt es auch von dem Satz ¢, (Nr. 24) eine starke
Verallgemeinerung, die zugleich ein — nahezu triviales — Gegen-
stiick zn unserem Satz Ile (Nr. 3) ist:

Satz Ct. Ein kompakter und zusammenhingender topologischer
Raum E gestatiet niemals eine freic Abbildung in die Gerade R.

Beweis. Bine Abbildung ¢ von R in R! kann man als reelle
stetige Funktion auffassen. Sie besitzt, da B kompakt ist, ein Maxi-
munm und ein Minimum, das sie in den Punkten & bezw. b von R
erreichen moge. Ist f irgend eine Abbildung von R in sich, so ist
p(a)=9f(a), ¢()=<¢pf(b). Dann folgt aus der Stetigkeit von ¢
und f sowie aus dem Zusammenhang von E: es gibt einen Punkt ¢
von B, in dem @(c)=pf(c) ist.

M.a,n wird nun — analog unserer Fragestellung in Nr. 1 —
auch _hler fragen, ob der Satz 0¥ in irgend einer Form auf die Di-
mensionszahlen n>>1 tibertragen werden kann, und ingbesondere, ob
der Satz O (Nr.24) auch fiir n>>1 giiltig bleibt, wenn man, in ihm
dep Bpgriff der Antipodenfreiheit durch den allgemeineren der Frei-
ﬁe@f emgr Abbildung Qrsetz?. In der Tat ist eine solche Vermutung

icm

Uberdeckungen und Abbildungen 57

oder Behauptung gelegentlich ausgesprochen worden ®0); sie ist aber
falsch; denn die Abbildung v, die wir in Nr. 21 angegeben haben,
ist fiir jedes m = 3 eine freie Abbildung der 8" in den euklidischen
Raum R Diese Konstruktion versagt zwar fir n=2, und daher
lagsen die Ergebnisse dieser Arbeit die Frage offen, ob man die
Kugelfliiche 82 frei in die Ebene R? abbilden kann. Jedoch ist auch
diese Frage zu bejahen; Friulein E. Pannwitz hat mir ein Beispiel
einer solchen freien Abbildung mitgeteilt. Somit darf man zwar fir
n=1, jedoch fiir keine einzige Dimensionszahl n = 2, in dem Satz Cy
das Wort antipodenfrei durch ,frei” ersetzen.

Auch hier bleiben manche Fragen unbeantwortet; zum Beispiel:
Fiir welche Zahlen u kann man die Sphire 8" frei in den euklidischen
Raum R* abbilden? Ich weiB nicht einmal, ob es Sphéren §" gibt,
die sich nicht frei in die Ebene R? abbilden lassen.

30) M. H. A. Newman, On Abelian continuous groups, Proc. Cambridge
Philos. Soc. XXVII (19381), 8. 387, Theorem 5.
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