Sur les fonctions indépendantes.
Par
J. Marcinkiewicz et A, Zygmund (Wilno).

§ 1. Introduction. Nous démontrons dans ce travail quelques
théorémes sur les fonctions indépendantes. Nous commengons par
rappeler les définitions et quelques propriétés des fonctions indé-
pendantes. »

Soit  f,(2), fy(), ..., f4(t), une suite finie de fonctions réelles,
mesurables, définies presque partout dans lintervalle 0<{t<{1. On
dit que ces fonctions sont indépendantes dans lintervalle considéré,
si, quelle que soit la suite d’intervalles Iy, Iy, ..., Iy, on a 1’égalité 1)

A1) BHEOL, 0L, o fyl) e L) =[] B0 1),

Dans cette relation, E{P} désigne 1’ensemble des points jouigsant
t

de la propriété P, et |E| désigne la mesure lebesguienne de 1'en-
semble E.

Les fonetions fy, f,, ... d’une suite infinie de fonctions sont
appelées indépendantes, si les fonctions de toute suite partielle
fis fyy ooy [, sont indépendantes.

La notion de fonctions indépendantes s’étend immédiatement
au cas ou fy, f, ... sont des fonctions de plusieurs variables. Il suffit
de considérer dans ’égalité (1.1) la variable ¢ comme point variable
de ’espace & & dimensions et de traiter |E| comme la mesure %-di-
mensionnelle. De méme, les fonctions fis for ... peuvent &tre
complexes. On suppose alors que les intervalles Iy, Iy, ... dans (1.1)
sont des rectangles & cotés paralldles aux axes de coordonnées.

1) Cf. Kolmogoroff [3], p. 50, Steinhaus [1], (2], Kac [1].
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En partant de I’égalité (1.1) et en Dbrenant des sommes et des
produits d’ensembles, on voit que, si les fonctions fis oy ooy fp sODE
indépendantes, on a 1’égalité

(12) (B, (e, 1,(t) eR,, .y f,(1)e | =J_f71 B0 e,

quels que soient les ensembles boreliens Fy, By ..., Fy. Cette relation

cesse d’8tre vraie, lorsque Fy, F,,... sont des ensembles mesurables I

absolument quelconques, car méme si la fonction f(t) et I'ensem-

ble ' sont mesurables, I’ensemble E{f(t)eF} peut ne pas létre 1.
: t

Soit /() une fonction mesurable L, définie dans l'intervalle
0<I<{1. On appelle la fonetion,

(13) ?l) = B(H<y)

fonetion distribuante (ou fonction de répartition) de j(t). Deux fone-
tions f(¢) et g(f) sont appelées éguimesurables quand elles possédent
la méme fonction distribuante.

Htamt donnée une suite quelconque f,(t), fy(t), ... de fonctions
mesurables, il existe une suite g¢,(t), gy(t), ... de fomctions indépen-
dantes telles que g,(t) et f,(t) sont équimesurables pour tout i=1,2,....

Dans le cas oli ’ensemble des valeurs que prennent les fonetions
f; est tout au plus dénombrable, la construction de la suite {g.} est
bien connue. Nous la rappelons briévement, car nous en profiterons
dans la suite.

Soit A(z) une fonction quelconque définie dans lintervalle (0,1).
Nous dirons qu'une fonction u(z) définie dans un intervalle (o, b)

est semblable & A(z), si u(x)= A(OZ:Z

) pour a<Kr<h.

1) En voici un exemple. Soit h(x) une fonction croissante au sens strict
dans lintervalle (0,1) et telle que A'(z)=0 presque partout dans cet intervalle.
Soit H l'ensemble des points ol h’(x)=0. L’ensemble H est transformé par la
fonction h(x) en un ensemble de mesure nulle G, situé sur l'axe des y (cf.
8. Saks [1], p. 156). La fonction g(x) définie par les conditions: g(x)=h(z) pour
xeH ot g(x)=h(0) ailleurs, est donc mesurable. Soit H, un ensemble non me-
surable ne contenant pas le point 0 et contenu dans H, et G, Iimage de H, sur
Paxe des y. I’ensemble G,, contenu dans I’ensemble G de mesure nulle, est
lui méme de mesure nulle, done mesurable. En méme temps l’ensemble
H;=E{g(x)e@,} est non mesurable.

X
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Soit {w,}fk_; 5. la suite des valeurs de la fonetion f,(#). Nous

désngnons par €, la mesure de I'ensemble D {f,(t)=w} et nous posons
Bi=el+el+...+¢,.

On peut admettre que les fonctions f, sont non croissantes
dans P’intervalle (0,1), car 8’il n’en est pas ainsi, on peut remplacer
les fonetions f, par des fonctions f;' équimesurables respectivement
avec les f, et non ecroissantes. (Si notamment ¢, (y) est la fonction
distribuante de 7,(t), on peut définir fi (1) comme la fonetion inverse
& ¢,(y)). Les fonctions f, sont done constantes par intervalles (fone-
tions en escalier). .

Posons maintenant g,(t)=/,(t) et admettons que les fonctions
g,(1) soient déja définies pour h=l,2,.., k—1. Soit 8y, 6yy... la
suite des intervalles ol g, ,(f) est constante. Nous définissons g,(t),
en la supposant semblable & f,(f) dans chacun des intervalles d;.
La fonction g,(t) est manifestement équimesurable avec f,(¢). Pour
démontrer que les fonctions g,, ¢y ..., g, sont indépendantes, re-
marquons que la formule (1.2), appliquée & la suite {g}, est stirement
vraie, si les ensembles F; se réduisent chacun & un seul point. Elle
restera donc vraie dans le cas général, car il suffit de se borner
aux ensembles F; tout au plus dénombrables.

Si toutes les fonctions f, sont égales & 1 pour 0<¢<<} et & —1
pour l<i<1, alors, en posant g, égale & 0 dans tous les points
de discontinuité, on obtient la formule

(1.4) g,(t) = sign sin (2" wt).
- Ces fonctions sont souvent appelées fonctions de Rwdemacher

La construction que nous venons d’envisager ne peut pas étre
appliquée, quand lensemble des valeurs des fonctions f, est in-
dénombrable. Dans ce cas, on peut procéder comme suit (en nous
bornant, pour simplifier, au cas de deux fonctions f,(f) et fy(?)).
fll@,y)=f(®) et fol@,y)=Fa(y)-

On voit aisément que les fonetions f, (2, y) et f,(», y) sont indé-
pendantes dans le carré @ (0<<z<1, 0<<y<l). Transformons le
carré @ en lintervalle I (0<<¢t<{1) de fagon que les deux conditions
suivantes soient satisfaites:

(¢) la transformation est biunivoque, en négligeant deux en-
sembles de mesure nulle, l'un gitué dans @ et lautre dans I.

(b) la transformation conserve la mesure de 1’ensemble, c.ad.
que la mesure plane de D’engemble mesurable EC Q est égale & la
mesure linéaire de ’image de F, contenue dans l’intervalle I.

Posons:
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La transformation en question transforme 1,(t) en une fonetion
g,(8) (0<i<1; 4=1,2). On voit immédiatement que la fonction 7.(%)
est équimesurable avee g,(f) et que les fonctions g.(t) et go(t) sont
indépendantes. Si les fonctions f, et f, admettent un nombre fini
ou dénombrable de valeurs, cette construction embrasse comme cas
particulier la construction précédente.

‘ Le méme raisonnement s’étend immédiatement au cas d’un
nombre fini quelconque de fonctions f;- Il peut aussi étre appliqué
aux suites {f} infinies, mais alors on doit se servir de la notion et
des propriétés de la mesure dans lespace 0<w<<1 (1=1, 2, ..))
& une infinité de dimensions.

Pour éviter cette difficulté, on peut employer le raisonnement
smva,nt, provenant de M. H. Stemhaus 1). Soit 1=0,0,0903... le
développement diadique d’un nombre arbitraire ¢ de 1’1nterva]le (0 1).
Pour fixer les idées, supposons que ce développement est essentiel-
lement infini. Nous définissons une suite de points 9(t), 9a(£), ..., Falt)e..
par les formules

(1.5) Py =0,0 ag 0g tzg .-, Py=0,a505 0y ..., P3=0,04 ag ...

Inversement, & toute suite de points &, @,,.. aux déve-
loppements diadiques de la forme (1.5), nous assignons le point
t=0,0;0505..., desorte que t=1(d, Iy, F5,...) 6t F=0:(t) (i=1,2,...).
Comme l'a démontré M. Steinhaus?), les fonctions @ (t), F5(t), ..
sont indépendantes et de plus, quel que soit 'ensemble mesurable H
contenu dans Pintervalle (0,1), on a [|E{d(t)e H}|=|H|. Par con-
séquent, si I'on pose !

gz(t) = fg(ﬁi(t))y

les fonctions f, et g, sont équimesurables et les fonctions g, sont
toutes indépendantes. (On voit aisément que les g, sont mesurables,
si les f, le sont; si les f, sont non croissantes, ce que nous pouvons
toujours supposer, ce fait est immédiat.)

On peut montrer facilement que si f(t) et g(f) sont deux fone-
tions indépendantes définies dans l'intervalle (0,1) et si @(y) et p(y)
sont respectivement leur fonctions distribuantes, la fonction dis-

1) Steinhaus [2].
%) Steinhaus [1].
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stribuante yx(y) de la somme f(¢)-+g(f) est donnée par la formule

o0

»

(1.6) 1 )= py—u) dy(w),
valable pour tous les y olt y est continue. ‘

Ces remarques permettent d’identifier la notion de fonectiong
indépendantes avec celle de variables aléatoires indépendantes du
caleul des probabilités. Tout théoréme démontré pour l'une de ces
notions peut étre traduit immédiatement en langage de l’autre.
En particulier, tous les résultats du travail présent peuvent étre
formulés en termes de la théorie des probabilités. Nous ne le faisons
qu’exceptionnellement, car cela ne présente aucune difficulté. Ce-
pendant nous devons remarquer que pour la démonstration de
certaing théorémes du caleul des probabilités, en particulier pour le
th.1 (§2) du travail présent, la notion de fonctions indépendantes
nous parait avantageuse.

La notion de fonctions indépendantes peut 8tre utilisée pour I’arithmétisa-
tion de celle de variables aléatoires, Toutefois, pour que l'identification men-
tionnée soit légitime, il faut démontrer au préalable la proposition suivante:

Soient {wi(t)}i=1,2,m’n et {y((t)}1=m,m’ n Geum suites de fonctions indé-
pendantes, telles que @,(t) et y,(t) sont équimesurables powr i=1, 2, ..., n. Alors les
fonctions X (8)=um ()4, (t)+ wotx, () et Y (t)=y @)+ yy () .y, () sont
édquimesurables.

Cette proposition est une conséquence immédiate de la formule (1.6). Voiei
une démonstration indépendante, qui peut d’ailleurs servir & démontrer (1.6).
Supposons d’abord que chacune des fonctions ®; (donc aussi chacune des y,)

admette un nombre tout au plus dénombrable de valeurs différentes w!, wh,y e
Soit By 4..,x, ensemble des points ¢ ol ”1‘_"“’11:1’ wz.—;wiz, o Bp=wp , b
Fkl’k% <k, Lensemble correspondant pour les fonetions y,. En vertu de l'indé-
pendance des %, et de celle des Y;, ON &

n n
By, by .y =i_UI I]} o=y | =1Q |F Y=, | =|Fp s, . ]

ce qui prouve notre assertion dans le cas considérd.
Dans le cas généra;l, nous ghoisissons un ¢>0 et remplagons les suites {x;}
ot {y; par les suites {x,} et {yh, ont

’

wy(t)="Fe, s ke<w/(t)<(k+1)e (B=0, +1, +2,...; i=1, 2, ..),

la définition des y; étant analogue. Les fonctions “"Iz sont indépendantes et il
en est de méme des y,. De plus, les fonctions m; et y; sont équimesurables. Les

icm

Fonctions indépendantes 65

fonctions X'=m;+ m’2+ +a::l et ¥ '=y’1+y'2+...+y'" sont donc aussi équi-
mesurables. En faisant tendre ¢ vers 0, on voit que X est équimesurable avec Y.
La proposition subsiste pour n=co.

Ce raisonnement donne aussi le résultat suivant, dont nous ferons Pusage
dans la suite:
m m
Soit X*(t)=Max | &,(t)], T*(t)=Max | y,@)]; alors X*(t) est équi-
K<mn 1 1I<m<n 1
mesurable avec Y *(1).
De ce résultat, on peut déduire le théordme suivant:
Btant données dewn swites infinies {w; (D)2, ... € Wi izy,s, .. composées de
fonctions indépendantes et ol x;(t) est équimesurable avec Yy,(t), si la série 2 z ()
' 14
converge presque pariout, il en est de méme de la série _iz’ Y (t)

k
Posons, en effet, X*  (t)= Max ] 2 wj(t)\, ol m<n, et définissons 1’;';1’ o)
’ mh<ln j==m

d’une fagon analogue. Soit: Xh)=lim Xmn@), Y T (f) = lim Tomn(t); il est
n—co n-»0o .
évident que les limites en question existent. La condition nécessaire et suffisante

pour que la série ;‘ x,(f) converge presque partout, est que Ton ait ,,1,1_?;0 Xm(t)=0

presque pa.rtout. Les fonctions Xm n(f) et Yo, n(t) sont équimesurables. Les
fonctions Xm(f) et Ym(t) sont done éguimesurables pour tout m=L, 2, ...
. . *
8i Xm(f) > 0 presque partout, lim ¥ w(i) existe, car la suite {¥m(t)} est non
m-»o0

croissante. Done, Y*(f) -0 presque partout, ce qui achdve la démonstration.

Mentionnons encore la propriété suivante des fonctions indé-
pendantes: |

Si les fonctions f,(t), fo(2)y vy (1) sOME indépen@m_ztes et inte-
grables L dans Vintervalle (0,1), lewr produit est aussi intégrable e,
en outre,

1 1 1
(1.7) flflfz...fkdt.—_—ffl dt-offgdtn..-ffkdt.
0 0 0,

Cette formule & été démontrée par M. M. Kac?), dans 1’1’1§rp0-
thése superflue que le produit f, f,...f, est intégr.able. Or, l'inté-
grabilité de ce produit s’obtient facilement, en considérant les som-

1
mes approchées lebesguiennes pour les intégrales f f,dt et en for-
0

1) Kac [1].
Fundamenta Mathematicae. T. XXIX,
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mant le produit de ces sommes. On aura aussi & tenir compte de
1"égalité (1.1) et du fait que le produit d’un nombre fini de séries
absolument convergentes converge absolument.

En particulier, si les valeurs moyennes de toutes les fonctions
7,(t) sont égales & 0, c.ad. que si

‘/Ifidtz
0

le systéme des fonctions f, est orthogonal sur (0,1).
1

(1=1, 2, )

Comme les

intégrales f ]‘f dt peuvent &tre infinies, le systéme en question n’est

0
pas néeessairement normalisable.

Ajoutons que si les fonctions f,, 7, ..., f, sont indépendantes
et la somme s=f,+f,+...+f, est intégrable, toutes les fonctions f,
sont intégrables (de méme, si sel”, on a feL’ pour i=1,2,..).
Si p. ex. k=2, lintégrabilité de f, s’obtient facilement, en consi-
dérant la somme ¢ sur I’ensemble I:]{agfz(t)<ﬁ}, ol les nombres
a et f sont tels que ce dernier ensemble soit de mesure positive;
on doit aussi tenir compte de (1.1). D'une maniére analogue, si
aucune des fonctions f,f, ...,f, ne g’évanouit presque partout

dans (0,1), 'intégrabilité du produit fy -+ f, entraine celle de tous
les facteurs f,.

_ § 2. Théoréme 1. Soit (1), 22(t), ..., @u(t) une suite finie de
fonctions indépendantes dans (0,1), telles que

1
(2.1) [ty dt=0 | (i=1,2,...,n).
0

Alors, en posant

O)=Yat),  X'()=Max [Sa),
=1 . 1<mn =1
on a pour tout p>1
(2.2) f (XY dt<2( ) f X P a1

1) Cf. aussi Paley et Zygmund [L,], p.351 et suivantes. Le th. 1, avec
une constante absolue au lieu du coefficient 2(202 ) de méme que le th. 13

(cf. p%us loin, p. 87), subsistent aussi pour p=1. Nous y reviendrons dansg un autre
travail. (Remarque ajoutée pendant la correction des épreuves).
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Fixons un nombre >0 et soit

. 1
gi(t)=ck pour ek<w(t)<e(k-+1), of (t)=ai(t)— [wi(t)dt,
0
ot i=1,2,... et k=0,41,42,... Les fonctions x(t) étant indé-
pendantes, il en est de méme des xk(f), donc des (). Les fonctions
z% (1) admettent au plus une infinité dénombrable de valeurs et la
valeur moyenne de tout z(f) est égale & 0
En partant des fonctions xk(t) et en appliquant la construction
décrite au §1, on obtient une suite de fonetions y, (), ¥,(2), ..., ¥, (%),
constantes par intervalles, indépendantes et éguimesurables respec-
tivement avee (1), @, (), ..., 4, (t). De plus, si 6 est un intervalle
de constance de y,(f), on &

/ Ypps (8) A= f Yo (1) 8
§ 3

En méme temps, toutes les fonections y,(£), ¥,(t), ...y ¥,(t) sont
constantes dans 8. Pour tout point ¢ intérieur & 4, nous avons ainsi

6/[@/ W)t Yy () . +yk(u1du~5f17 ) du,

=..= [y, () d=0.
d

Yy () Yo (8) + .o +Y, (B)

ol Y= yl—l—yg—}— .+y,. Désignons par X'*(f) et Y*(t) les fonctions
analogues % X*(t), mais formées respectivement pour les suites {=)
t {y,;. La derniére égalité montre que

Y* <Max—— Y (t)| dt,
()<Max = f‘ )|

excepté peut-&tre les extrémités des mterva]les de constance.
D’aprés le théoréme de M. M. Hardy et Littlewood?), on a

(2.3) f{y* }”dt<2( )let)l”dt

Tes fonctions Y et Y* sont respectivement équimesurables
avee X" et X'* ot X' =af +o5+...+a,. La derniére inégalité
peut done étre écrite sous la forme

(2.4) f [X'7%(t) ]"dt<2( ) f | X ()P dt.

1) Hardy et Littlewood [1], Hardy, Littlewood et Pélya [1], p. 291.
5#
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Les fonctions «, et @, dépendent de e. Faisons tendre & vers 0.
Alors «,(t) tend vers z,(t) uniformément par rapport & f. Par con-

séquent /1 e (£) dt—+/1 () @=0. On en déduit les relations suivantes,
aussi uni%ormes pa,l(“) rapport & ¢:
), () =, (%)
X'(8) - X (1), X (i) — X*(B),

et linégalité (2.4) se transforme en (2.2). Le théoréme est ainsi
démontré. 11 est évident qu’il subsiste pour n=co. Il résulte du th. 1
que 'on a pour tout R >0

(k=1,2, ..., n),

» 1
(2.5) [B{X*(1) > B)| < 2B (5—_%’3} [1X @) as
0

(p=>1).
En particulier, si p=2, il vient
1
[B{X*0)>R)| < 8B [ |X°()] dr.
0

La derniére inégalité a été obtenue pour la premiére fois par
M. Kolmogoroff?!), méme sous une forme plus précise, & savoir
gans le coefficient 8 dans le second membre. Cette indgalité & été
formulée par M. Kolmogoroff en termes de variables aléatoires
indépendantes. Si =, @,, ..., , sont de telles variables, & valeurs
moyennes nulles, et si
8=38p,

m
Sm=k£ T, t= MHEILX l$1m|,

linégalité (2.2) peut &tre écrite dans la forme
p p \
M7} < 2 (27:1> M{sl™},

ol M{z} désigne Pespérance mathématique de la variable .
Remarquons que I’hypothése (2.1) est indispensable pour la

validité du théoréme. Soit, en effet n=2; posons o (f)==z(t)+a

et @y(t)=2y(t) —a, ol # et 2, sont deux fonctions indépendantes

4 valeurs moyennes nulles. Alors By +®y=2+2, et l'on vérifie que

linégalité (2.2) est en défaut (méme si on y remplace 2p°/(p —1)°

par un coefficient quelconque), pourvu que o soit suffisamment grand.
1). Kolmogoroff [1].
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11 est peu vraisemblable que le coefficient 2p”/(p —1)° dans
(2.2) soit le plus petit possible, ce qui d’ailleurs n’a pas d’importance.
I1 gerait intéressant de savoir si I'inégalite (2.2) subsiste pour p=1
lorsqu’on y modifie convenablement le coefficient numérique dans le

‘second membre. Nous ignorons la réponse & cetite question (cf. aussi

le th. 3 plus loin) *). Ajoutons seulement que 1’on a les inégalités
suivantes:

1 1 1 1
[Ty ar<4 [|X ) logt| X (W] dt+4, [(X*B)ar<d,|[1Xw)a,
0 0 0 0

qui peuvent étre considérées comme des cas-limites de (2.2) pour p=1.
(A désigne ici une constante absolue et A, ne dépend que de u.)
Les démongtrations en gont les mémes que celle de (2.2), pourvu
qu’au lieu de (2.3) on applique d’autres inégalités analogues, dues
aussi & MM. Hardy et Littlewood ?).

§ 3. Soient xi(t), #a(t), ..., x4() des fonctions indépendantes,

de carré intégrable dans (0,1). Supposons que
! !

(3.1) [y dt=0,  [at)at=1

0 0

C(v=1,2,..., 1)

et soit X (8)=by@1(t) -+ bswa(t)+... +bua(t), ol by, by, ..., by sont des
constantes arbitraires. L’application de I’inégalité de Schwarz nous

! 1 112
donne f |X]| dt<( f X dt> ", Dans certains cas, on. a besoin de ’inéga-
0 0

lité inverse, a savoir de

1 1 172
(3.2) [1x] dt;A(sz dt) ,

0 0
ol 4 est une constante indépendante de n et des b,. Cette inégalité
est vraie dans le cas ol les #, sont de fonetions de Rademacher 2)
et dans certains autres cas?). Nous allons démontrer la proposi-
tion suivante: ’

*) (e probldme vient d’&tre résolu; cf. p. 66, renvoi?). (Remarque ajou-
tée pendant la correction des épreuves).

1) Hardy et Littlewood [1].

2) Cf. p. ex., Zygmund [1], 129 (5,7, 8).

3) Cf. Kac ¢t Steinhaus [1].
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Théoréme 2. Sl existe une constante A telle que Uon ait powr
tout v

! 1 1/2
(3.3) [lo)ai=a([aa) =4,
0 0

il emiste une constante A=A (4) indépendante de n et des by, telle que
Pon ait (3.2).

‘Remarquons en. passant que la condition (3.3) est satisfaite,
8i toutes les fonctions m, @, ... sont également intégrables. 11 suffit
méme de supposer qu %1 existe un 8, 0<<d<1, et un nombre R>0
tels que on ait / %y dt<d pour. v=1,2,..., B, désignant I'ensemble

des points ol |g,(t |>R.

En effet, on a alors

f|wy| dt > f]xuldt >5 jm,, at > :ﬁé

ce qui donne (3.3) avec 4=(1—d)/R. Ajoutons encore que (8.3) est
non seulement une condition suffisante, mais aussi nécessaire pour
la validité de (3.2). Pour g’en convaincre, il suffit de poser b,=1
et b,=0 pour u=». Alors (3.2) se transforme en (3.3), avec A=A4.

La démonstration du théordme 2 sera basée sur le suivant

Lemme o 1), Soit f( ), ol 0t 1, une fonction mon mégative
de carré intégrable. Soit b° la valeur de Vintégrale de f*. Bn suppo-
sant que

(3.4) fl par=a f1 7 dt)m,
0 0

la mesure de Vensemble B{3Ab<<f(1)} est au moins égale & A%/16.
t

Pour le prouver, désignons par E,;, E,, E; les ensembles des
points ol ’on a respectivement

FO<iba,  LbA<f(ty<4dld,  f(t)=4b/A.

1) ¢f. Paley et Zygmund [1;], p. 192, ou Zygmund [2]. '
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Alors
I S 166 _ fo _ faa o
Jra<imigea<gpa, Bl Ze <[P as [fasy,
A 0

ce qui donne |H,<<A?/16. Par conséquent
N CRR
[ra<([ra) m< b
A A
Ab

Des inégalités pour [fdt, [fdt et de (3.4), on déduit que [ #>
| - E, Eq E,
done )

B 154>

ce qui achéve la démonstration du lemme.
Passons & la démonstration du th. 2. Soit 4 un nombre positif
qui sera fixé plus tard. Considérons l’ensemble
1 n
E=E{X|>1B}, ou = [X at=2},
t e 1
et remarquons qu'en tout cas |E|<1/A’. Définissons le nombre i

par Pequation 1//1?:412/32. Alors, pour A>4, on aura toujours
|B|<4%/32. D’autre part:

1.
(3.5) AB[1X| at> 2B [1X| @ > [ X*
0 CE CE
/X‘dt_Zb‘fmvdt—}~‘)2b,bkfmlmkdt>
(3.6) ve==1 1<i<k<n CE
>Z‘b%fmidt~22 bibkfwimkdt‘=P—Q.

v=1 CE 1Li<k<ln CE

On voit de la relation (3.1) que les fonctions @ixs OU i==k,
forment un systéme orthogonal et normal dans (0,1). De plus,
Pintégrale de zix, étendue sur (0,1), est égale & 0 (cf. (1. 7)). Done,

en appliquant les inégalités de Schwarz et de Bessel, il vient

Q=2 bibif w1 8 <2(2‘ b2b,,> > ( / m;mkdt) V<

(3.7) 1<k 1< IR £

<2B|E|""<2B*/A.
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Désignons par B, Uensemble E{|z,|>$4}. En vertu du lemme a,
1
on a |B:|>4[16. Par conséquent |B,-CE|>4%/32, done
Vo

(3.8) [ > [B a5 =155

CE E,-CE

De cette inégalité, ainsi que des inégalités (3.5), (

3.6) et (3.7), on
obtient

1 4
4 2\ B 4 ;
J1x = 7535 ,1) 2986 45
en posant A=>512/4* et 4=A"[/312-256.
Le nombre A ainsi fixé satisfait & Iinégalité A>4,.
est done démontré.

Le th.2

Théoréme 3. Les conditions (3.1) et (3.3) supposées satisfailes,
soit:
m

X*(t) =Max |3 brwa(t).
1Km<n =1

)=2 brwa(t),
k=1
Alors

1 1
(3.9) [x*at<A(4) [|X] i,
0 0

A(4) est une constamte qui ne dépend que de A.

Ce théoréme compléte le Théoreme 1 dans le cas p=1. Pour
Détablir, il suffit de remarquer que

1 1
b/ X*d< (b/'x*‘z dt)mg & (6/1':{2 dt>1/2< 1’%“) L/{|Xl dt,
0

olt 4(4) est la méme constante que dans le th. 2. L’inégalité (3.9)
subsiste, quand on y remplace X* par X*” et |X| par |X|P, pourva
que 1<p<<2. La constante 4 ne dépend pas de p.

Théoréeme 4. La swite {x,(t)} de fonctions indépendanies satis-

faisant aux conditions (3 1) et (3.3), si la série Zby @u(t) converge pres-

que partout, la série Z,b,, converge.
v=]
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(e théoréme est connu dans le cas o les #, sont uniformément
bornées 1) ou, plus généralement, les #2 également intégrables?).
Rappelons encore que I’ensemble des points de convergence d’une
série de fonctions indépendantes est soit de mesure 1, soit de mesure 0.

Daprés le théoréme de Egoroff, il existe un ensemble F de
mesure aussi petite que I’on veut et tel que dans 1’ensemble complé-

mentaire CE les sommes partielles s(f)=2 b,a,(t) convergent uni-
1

formément. En particulier |s,(t)| <M pour teCE et n=1,2,... Par
conséquent

|CE|- M >fs,,dt>2 bzfm,,dt—22 blkawlmkdtl
1< k0 ‘

>3 [ ot a—2B; B,
1

CE

ot Bi=B B4 .. b
que si |B|<4%/32, on a

En raisonnant comme dans (3.8), on voit

n

2 n 44
vafmud»uszi
1 CE
donc

Ad:
2 1/2 2
OB| > B 5 o )>Bnﬁ,

128
pourvu que |E| soit suffisamment petit. Nous obtenons ainsi
B <256 |CE|-M*/4* pour n=L,2,.., ce qui prouve le théoréme.

Il est facile de voir que si la condition (3.3) est en défaut, ¢.dd.
1

st lim j || dt=0, alors on peut comstruire une suite {b,} telle que

Zb., oo et cependamt Dby Tu(t)
peut chomr alors une suite d’mdlees < Ny <<

converge presque partout. Car on
... telle que la série

Zl/— f |wny| dt  soit finie. Cette derniére condition implique que

Zﬁw"k converge presque partout, bien que 2 —V=) ==00.

1) Khintchine et Kolmogoroff [1]
2) Kac et Steinhaus [1].
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§ 4. Nous allons étudier dans ce § la convergence des séries
de la forme

o 0y (¢
(4.1) > —w—;(—)’

=]

ol les z, sont des fonctions indépendantes & valeurs moyennes nulles.
La convergence de telles séries est étroitement lide avec la loi forte
des grands nombres. Car, d’aprés le théoréme bien connu et utilisé

(=]
4 des occasions semblables, si une série numérique Du, converge,
w=] .

on a %(u]-l—wg—l—...—}—fn wn)—>-0. En appliquant ce théoréme, on voit

que, si la série (4.1) converge presque partout, on a pour presque
tout ¢ '

(4.2) %I(wl(t)—}—mz(t)—}—...—i—wn(t))—>0. -

Théoréme 5. Soit 1<p<L2 et admettons que les fonctions in-
dépendantes x,(t) satisfont auw conditions:

1
[lf? dt= 1.

1
(4.3) [ dt=0,
0 0

oo
(P

Alors, si la série 2 —- converge, la série (4.1) converge pres-
v

=]

que partout.
En particulier, on a presque partout la relation (4.2).
Inversement, si la série 2 Miv™" diverge, on peul trowver ume

suite {x,} de fonctions indépendantes satisfaisant & (4.3) et telles que lo
série (4.1) diverge presque partout.

Pour p=2, ce théoréme a été démontré par M. Kolmogoroff1).
Les nombres MY sont les p-iémes moments des variables aléatoires x.
représentées par les fonctions #.(f). On voit en particulier que si
les p-idmes moments (1<<p<2) des variables aléatoires indépendantes
sont bornés, ces variables satisfont & la loi forte des grands nombres.

Nous ferons souvent dans la suite ’'usage de la proposition suivante:

') Kolmogoroff [1].
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Lemme B. Soit {2.(t)} une suite de fonciions indépendantes, de
1
carré intégrables et & valeurs moyennes nulles. Si 2‘ f 2(1) dt < oo, la
sdrie Dz, (1) converge presque partout?l). "

En admettant ce lemme, posons:

B =EBi<ln|<i+1), e =|E),
13
_, 1 1 > _ 1=1,2, ..,
E1=1«3(m<|m4<5], & =|E;
y,()=a,t), si |z)]<y, y,(t)=0  ailleurs;

1
3= [y, (), 2,(0)=1,() ~ 2,
0

On vérifie aigément que les fonctions y,(t) sont indépendantes,
Les 2,(t) sont donc des fonctions indépendantes & valeurs moyennes
nulles. Nous allons établir 1a convergence presque partout de la série

(4.4) Sa).

»=1

1 1 1
Observons & ce but que 0< f 2 dt= f o di —B< f y% dt et que
0 0 0

o 1 (== v—1 oo oo
Y ‘ v 1 R 2 v 1l
Z;‘z‘fﬁ‘KZ SO+ D 5 > R
v=1 0 v=1 i=1 v=] i==1
oo ] o o)
1l o, v 1l
(4.5) <D= D+ +21'v— 5
w=1 =1 p= fe=]

=]

oo »—1 o0 o 00 o)
. 1 v 1 —v -Mi
ANE S Pl 0P > — 5<2 > ——-
<2 211 vp%"” (7] + Zl‘vpi - (?:_]_1)17 1= 2 »P
p= i= v= = )

L’application du lemme f nous donne ainsi la com.rergenee
presque partout de la série (4.4). Nous allons prouver maintenant
que \A|fr<<oo, ce qui entrainera la convergence presque partout

de 3y,(?) .

1) Khintchine et Kolmogoroff [1].
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1
Comme f (1) (Zt——/ @t )dt:—/ Xy df, nous avons

b Jxy |<‘ I\LI
< 2] o1 o' L
(4.6) < ; wl@t< 2 > i+
=1 w=1 Xl >v v=1 J=v

M(P)

<3t Nig<e 31 S

p=1 j=v v=] J=v =1

La convergence presque partout de , y.(t)/» entraine celle de
2 @ (1), pourvu que la gérie & termes un,= IE {Z (&) F ¥ (1)) soib

finie. Or, m<26 Z (j+1)e et, daprés 46 2 u» est finie.

Ceci acheve la démonstra.tlon de la premiére partie du th. 5.

La seconde partie se démontre exactement comme dans le cas
de. p=2 1). Soit MP, MY, ... une suite de nombres tels que
2 MY v P=oco. Soit @,(t), £,(t), ... une suite de fonctions indépen-
dantes satisfaisant aux conditions:

Si MP)P<1, la fonction z,(t) admet trois valeurs, & savoir
v, —v et 0 respectivement dans des ensembles de mesure M (”)/21;
MP2P et 1— MPpP.

Si MP )/v”>1 la fonction ,(t) admet chacune des valeurs
+ (MP)” dans des ensembles de mesure 1/2.

Remarquons que dans ce dernier cas on a (M%)'P>y.

Or, dans les deux cas la valeur moyenne de &, est égale & 0
et Lintégrale de |z.(t)]" est égale 5 M. Soit B, l'ensemble des
points on [mp(t{>w Soit  e,=| B, | La série }e, étant divergente,

le produit H 1~—eu) diverge vers 0, quel que soit n. Les fonctions

v=n

2»(t) étant indépendantes, il en résulte que hm:vy (t)/»=1 pour

Dpresque tout f. Par conséquent, la série (4. 4) dlverge presque
partout, c.q.f.d.

Nous avons considéré dans le th. 5 les séries de la forme
2 x(t)fr, cette forme étant la plus commode pour les applications
& la loi des grands nombres. Il est cependant évident que le th. 5
peut &tre formulé aussi pour les séries Y .,(f), ce qui donne le
résultat suivant (cf. lemme f):

1) Kolmogoroff [2].
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Théoréme 5'. Si les fonctions indépendantes x, satisfont aux
conditions (4.3) et si X MP <oo (1<p<2), la série D x.(t) converge
presque partout.

Nous allons considérer maintenant des cas spéciaux olt toutes
les fonctions .(t) ont la méme fonction distribuante o(y).

Théoréme 6. Soient w(t), (1), ... des fonctions indépendantes
@ valeurs moyennes nulles et ayant la méme fonction distribuante; de-
signons par x(t) Vune quelconque des fonctions @y (t). Alors:

(a) lolb série (4.1) converge presque partout, pourvu que Uon ait
/ o] Tog* [#] dt < oo
(b) st la distribution des valeurs de x(t) est syméirique, c¢. & d.
que |E {z(t) >y‘]_[E @) <—yl| pour tout y>0, et si
de plus, / le(®) di<oco, la série (4.1) comverge presque
0

partout;
1
() st f[w(t)] dt<<co, om a (4.2) pour presque tout t. 1)
0

Conservons les notations précédentes, en supprimant I’indice
v da,ns les symboles eX. Pour démontrer la convergence de la série
PN’ 2 f zvdl, ce qui nous donnera la convergence presque partout

de la série (4.4), observons que

o 1 oo »—1
O 1
ﬁf?/ dt\Z'sz 1)
v=1 0 =]
ol v, 1
<3o2 §~I—2 (i-+1)2e <2 0—}-2 ’b+ ) i<2-|—4:f|az(t)[ d.
p=1 =1 v=i+1 i=1

Pour démontrer I’inégalité 2 |i|/»<co, remarquons que

© oo oo 00 7 b
217 2% /) (+1)ey=_D(+1) 6 > 3< Const. e (j-+1) log (j+1)

j=1 v=1 j=1

1) La partie (c) du théoréme 6 n’est pas nouvelle. Elle se trouve énoncée,
sans démonstration, chez Kolmogoroff [3], p. 59, et démontrée dans le livre
récent de Fréchet [1], p. 257. (Remarque ajoutée pendant la correction
des épreuves).
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et que la convergence de la derniére série équivaut & l'intégrabilité
de la fonction |z (1) logt|z(t)]. Enfin, dans notre cas,

o 1
S <y Yo= 2] < [lwi)] dt<oo.
J= 0

v=1 v=] je=v

La partie (a) du théoréme est ainsi démontrée.

Dans cette démonstration, nous n’avons fait l'usage de I’in-
tégrabilité de |z|logTlel que pour établir la convergence de la
série ), A/v. Si la distribution des valeurs de x(¢) est symétrique,
on & A4=A,=..=0 et la dernidre série converge. Geqi prouve la.
partie (b).

Enfin, remarquons que sous les hypothéses de la partie (c),
la série (4.4) est sGrement presque partout convergente. En parti-

culier L S (y,—4,)—-0 presque partout. Mais comme 4,—-0, on obtient
n
n 1

%Z%—m presque partout. Comme la série & termes |]33 {m, ==y}
1

converge, nous obtenons (4.2) pour presque tout ?, ce qui achéve
la démonstration du théoréme.

On peut aussi se demander & quel degré lintégrabilité de la
fonetion |z|logtx| est indispensable pour que la série (4.1) converge
presque partout. Supposons que |z(f)| soit intégrable. Alors, si la
série Yz, (t)/v converge presque pa,rtoutl, il en est de méme de la

série Yy, (t)/». D’autre part, 'inégalité f |z dt<<co implique que la

0
série 'z, (1)[v=21[y,(t)—24,]/» converge presque partout. En com-
parant ces deux résultats, on voit que, sous la condition
1

f l#|dt<<co, la convergence presque partout de (4.1) implique la.

0 .
. conyergence de la série 3 ./

Soit f(f) une fonction positive et intégrable sur (0, 1). Ad-
mettons, pour fixer les idées, que la valeur de lintégrale de f est
égale & 1 et que toutes les fonetions x,(f) ont la méme fonction dis-
tribuante que la fonction f(f)—1. Il n’est pas difficile de voir que
la, convergence de la série Y A./v équivaut & celle de la série
Yeilogd, donc & Dintégrabilité de |f|log*|fl. Il en résulte que le
2
th. 6 (b) ne peut pas étre améliors.
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‘ §5 Théoréme 7. Soit 1<p<<2 et supposons que les fone-
ttons indépendantes x, satisfassent & (4.3). Posons

34

Alors si 3] MP [P <oo, on a4 X*eIP ety en outre,

1 co
~ Yy
(5.1) fX*”dtgoz M7
0 =]

X*(t) = Max

yP

ou C est une constante absolue. En particulier
1 n D [eS] 1
~ 15 up Y
5.2 [ (Max2 Sa) ar<oro U,
(5.2) 0 ( ?X”‘gm(t)} at <2°¢ 5

Si les sommes partielles d’une série Uy +uy+... ne dépassent
pas M en valeur absolue, on montre, en appliquant p.ex. la trans-
formation d’Abel, que les expressions U1+2us ... +nu, ne dépas-
sent pas 2M. Par conséquent, I'inégalité (5.2) résulte de (5.1).

Posons @, (t)=y, () +w.(f), ot ., (t)=w.(t), si o (B)| v, et
¥»(t)=0 ailleurs. Par conséquent, 1w, ({)=0, si 2. ()| < v, et w, (8) =, (1)
ailleurs. Les fonctions y,(¢) sont indépendantes et il en est de méme
des fonctions w.(f). Soient Y*(t) et W*() les fonctions analogues
& X*(t), formées respectivement pour les suites {y,) et {w.}. Alors
X< Y*)+W*(#), et il suffit de démontrer (5.1) avec- X* rem-
placé par Y* et par W*. Les y, définis tout & I’heure sont identiques
aux fonctions y, employées dans la démonstration du th.5. Dé-
signons la somme de la série ZM,‘,”’/w” par o, en assignant & A,
et 2, la méme signification qu’au § 4. Alors y,=z2,+1 et

].' 1 n P 0 p
Jrrase [ (vax| 350 aver 32
1 =]
1 2 _p2 © p
p—1 zv(t) 1 12_,]
<2 [[ (MI?:X )dt] +2F” (2 " ) .

0 v=}1

AN
e »
1

Appliquons & la derniére intégrale le th. 1 et les inégalités (4.5);

appliquons (4.6) & la derniére somme. Nous obtiendrons

1) Les th. 5 et 7 subsistent pour 0<p<1 (cf. p. ex. les démonstrations
des th. 9 et 10).
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1 2 | p/2
(5.3) f Y*”dt<"”_l( f (Zz) dt) +2 1 P
oo 1 1 pr2
=2 (8 ’;,; zgdt) +27 0 <64 (0™ + o).
p==1 0

D’autre part, si p=1+446, ot 01, on a

(8.4) fW*"dt <f2(|w) it = f(Z‘lva) (2!@%)
<f( lw)( )dt.

Les fonctions |w, et |w,’ sont indépendantes pour u==v.
La derniére intégrale ne dépasse donc pas

[ (Saef (25 ) (2T

=1

w,,
v

)dt P+QR.

Les valeurs non nulles de la fonection |w,| dépassent ». On en

déduit que
1 1
P=} vfpf]'wvlpdt<2v‘pf )" di=w,
b 0

1 1
Q=31 [|w| @t<Iv[ ) di=o,
0 0
1 1
R=3 v“’f]wy["dt<2w‘ f]'wy|p di=ow.
0 0
En combinant les résultats obtenus, il vient

f X @ 2P f Y*P gt 427 f W dt <
<128(w”"+w )+ 2( -{—w)<Aw + A4,

ol 4 est une constante absolue. En appliquant cette inégalité aux
fonetions uw, au lieu de :alu, ol u>0 est un facteur numérique quel-

congue, nous obtenons f XY <A’ "+ AP, En posant @f=w"

0
la derniere inégalité se transforme en (5.1) avee C=24 et le th.7
est aingi démontré.
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Ce théoréme peut aussi étre enoncé sous la forme analogue
au théoréme 5'.

Dans le cas ol toutes les fonctions 2, ont la méme fonction
distribuante, on a le suivant

Théoréme 8. Dans les hypothéses du théoréme b(a), on a
1

1
[X*at< A [|aflogHe ai+A.
0

0

La démonstration consiste & combiner celles des th. 5(a) et 7.

§ 6. Théoréme 9. Soit x,(t), Z,(t), ... une suite de fonctions
indépendantes ayant la méme fonction distribuanie @(y) telle que

1 oo
[l dt=[ " do (y)<oo,
0

—c0

{6.1) /y do(y)—0 pour w—-o0,

ol p satisfait & Vinégalité 0<2<p. Alors pour presque tout ¢ et pour
tout p=+1 la serie

> (1)
{6.2) >, —p
=1
converge el, en particulier,
1 o
(6.3) WZ ., (t) = 0.
=1

Cette derniére relation subsiste pour p=1.

Si p>1, la premiére des conditions (6.1) équivaut & celle que
les valeurs moyennes des ,(¢) soient nulles. Pour p=1, le théoréme
se réduit au th. 5(c). Pour p=>2 il est en défaut en vertu du théoréme
de Laplace-Liapounoff.

Nous pouvons nous restreindre & établir la convergence de la
série (6.2), car la relation (6.3) en est une conséquence immédiate.
Posons:

y,(B)=2,), si |z, {0)<P y,(1)=0 ailleurs

1
o,(=y,()+w,t),  2O)=y,0— 1,0 d=y, 2.
0

Fundamenta Mathematicae. T. XXIX. 6
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Nous démontrerons d’abord que la série 3»~"Pz,(t) converge
presque partout. Il suffit & ce but de prouver que la somme S de

la série 21}*21" f 22(t) dt est finie. En employant la méme notation

v=1 h
quwau § 4, nous pouvons écrire

i

S<2 “2/Pfyidt<2 —24’(2 (4+1) 61—{—2 )

=1

\\;Su+a>m;2-4m+;2‘—W;E*—%

=1 2P =]

v 1
on montre facilement que S<<0p f " dt, ot Cp ne dépend que de p
(plus précisement, (2—p) C, ne dépasse pas une constante absolue).
Supposons maintenant que 1<<p<<2. Alors

—pljp

<fly|d<p +f?/d<py

Y
et, en raisonnant comme dans (4.6), on montre que la somme 3|A,jv—1r
1
ne dépasse pas Cp f lzl°dt. Si 0<p<1l, alors, en observant que
W1/p 0

4] f lv| dp(y), on prouve comme tout & ’heure que
—lip

1
I[P P< 0, [laf dt.
0

La convergence presque partout de la série } 2, (t)»"P est
aingi établie.

Soit ,uu—IE{w,, t)# 0}]. On voit aisément que D <O / || dt,

ce qui achéve la, démonstration du théoréme.

Théoréme 10. Si les fonctions indépendantes x,, @, ... ont o
méme fonction de répartition et satisfont & (6.3) pour presque tout i,
avec 0<p<2, alors ces fonctions appartiennent & LP 1).

) Pour le cas p=1 cf. Kolmogoroff [3].
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En effet, on déduit de (6.3) que pour presque tout ¢ et pour
»2v,(t) on a |v.(8)|<<v'P. Les fonctions x, étant indépendantes, on
en conclut que la série & termes p,= |B{lx, (f)[>v"?}| converge, ce qui

t

revient & dire que la série 5.’|E{Iar:(t |>»17}| converge. Ce dernier

fait équivaut & l’mtégrabﬂlté de la fonection |z(t)f, e. q. £. d.

Le th. 9 peut &tre étendu au cas de fonctions non néeessairement équi-
mesurables:

Théoréme 9’. Si les fonctions indépendantes z,(f), zs(t),
premiére des relations (6.1) et si on a pour tout 4>0

... satisfont & la

(6.4) Il*tl {lee,, (8)] = A} <IE {l=@)] = A},
ol % (1) est une fonction appartenant & LP (0<p<2), alors ces fonctions remplissent
la relation (6.3) pour presque tout t.

Si p=*1, la série (6.2) converge presque partout.

La condition (6.4) revient & dire que si #*(t), z}(t), #3({), ... sont des fonc-
tions non croissantes et équimesurables respectivement avee |z(t)], | #:,(2)], |@e(D)], ---s
alors on a x*(f)=ax¥(f) pour »=1,2, ..

Supposons d’abord que les fonctions distribuantes de toutes les fonctions
x,(t) soient continues et désignons par u,, le plus petit nombre satisfaisant & 'égalité

IB oy = ] = [ fll = 5P}
Posons y,(t) ==,(), si |z, @) <u, o6 y,()=0 aillewrs.

2, =Yy,—4,. On voit facilement que

f"‘dt fy,,dt faz;zdt.

[x]<.v1 p

1
Soit 4,=[y,dt
0

Par conséquent, » —2/p f 2dt< Jv 2P f x*df, ce qui prouve que la

0 lxl<stlp
série Ezv(t)/,,l,’p converge presque partout. De plus, des inégalités

1
|4, = fyvd‘t = fa:,,dt = f L, dH < flm[dt (1<p<2),
0 1yl <y eyl >uy fx|>vl/p
4 < < [ 0<p<1),
va[<ﬂ,, [xl(ull’p

6*
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on déduit que la série X |l,,|/v1/f’ converge pour 0<p<1 et 1<p<2. Nous avons

donc démontré la convergence presque partout de la série Dy, o= e, 42,
11 suffit maintenant d’utiliser le fait que la série & termes

<> 2V
=B,y = IE {le,| > wyi| = [E{jel >» !

converge. Lia seconde partie du théordme est ainsi établie, dans I'hypothése que
les fonctions distribuantes des w, soient continues. Pour démontrer la premiére

partie, il suffit de se borner au cas p=1. On vérifie alors que la série . pX @,[/v con-
n

1 .
verge presque partout, done que ;sz(t)—m presque partout, Comme 1,0,
1

n
on voit que ,'172‘1/,,(15) — 0 presque partout. De plus, Zg:l,((oo.
1
Pour nous débarasser de I'hypothése superflue concernant la continuité
des fonctions de distribution, nous pouvons appliquer l'artifice bien connu
suivant. Si #(f) et y(¢) sont deux fonctions indépendantes dont 'une au moins
admet la fonction distribuante continue, la distribution des valeurs de la somme
@(f)+y(t) est aussi continue. Cela résulte de la formule (1.6). Soit maintenant
x(f) une fonction bornée, 4 valeur moyenne nulle et & distribuante continue.
Soit ) (t), =] (1), wy(t), (), ... une suite de fonctions indépendantes, équime-
surables respectivement avec (1), (f), @,(1), x(1), .... Les sommes x;+z; sont
done indépendantes et leur fonctions distribuantes sont continues. Supposons que
0<p<2 et p+1. D'aprés le cas déja envisagé, la série > (m;-i—w;’)/ful/” converge
presque partout. D’aprés le th. 9, la série Ew}’/vl/p converge presque partout.
1l en est donc de méme de la série Ywj/»'P. Par conséquent la série. Yaz,/»'P
converge presque partout ).
La démonstration de la relation (6.3) dans le cas général est analogue.

Ajoutons encore, sans démonstration, que dans les hypothéses du th.9,
n

1 (1)
21 k4

que soit e>0. 8i |z,|Plogt ]mn]eL; alors X*eILP. 8i, enfin, #,eL, alors
n

8l 0<p<2 et p*1, 'expression X*=Max appartient & LP™*, quel

n

Max 1 @, () e L',
n T
. 1 ‘

1y Cf. p. 64.
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§ 7. Nous allons déduire maintenant un résultat sur la loi or-
dinaire des grands nombres, qui a été obtenu par M. Plessner
par la méthode des fonctions caractéristiques?).

Théoréme 11. Soit (1), Zo(t), ... une suite de fonctions in-

\

dépendantes & valeurs moyennes nulles. Soit:

o, (w)=lm.(t)| &,

Prlu)=p,(u)+o,(w)+...+ e, (%).
|xpl>u :

N
(1.1) 1 a0
. 7';2 b/ n b3

la swite %{ml(t)ﬁ—mz(t)-l—...—l—mn(t)} converge en mesure vers 0 sur (0,1).
Posons:

Yon (t)=2,(8), sl lmy(t)[<n7 yv,n(t)z() ailleurs;

1
Ayp = f Yyn Oty By =Y — o
0

1 n n 1 n n—1
1y, \ 1 2 1 e s
Alors f(%zwzm) dt:qﬁ sz:’ndtg—%—z SZ(@—{—l)" 6, Ol
0 y==1 =1 0 v=1 =0
¢! = |Bli<|z,|<i+1)|. Si la derniére somme tend vers 0 avec 1/n, la
t
n

. 1
suite 7 _SJ 2, tend en mesure vers 0. D’autre part,

v=1

@2) 5| S <3 [lnla g}ZZZ(H—i) .
r=1

v=1 |x,|>n v=1 i=n

U [

v=1 |xy|>n

n
. 1
Si cette derniére somme tend aussi vers 0, la suite %Zyy,,,
v=1
tend en mesure vers 0 en vertu de l'égalité y, =z, +4,,- La

1) Plessner [1]; voir aussi Khintchine [1]. M. Plessner remplace la
nu

condition (7.1) par la suivante: n~2 f P,t) di=0 pour tout u>0; cof. aussi le
0

travail récent de Kolmogoroff [4]. (Remarque ajoutée pendant la cor-
rection des épreuves). :
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. . - 1 n‘ 1 n
mesure de I’ensemble des points ou q—@Z %,H:;LZ 2, mne dépasse

v=] ve=1
n [=2] n o]
1 . -
pas 22 e <%22(@+1)e;’. Il est ainsi démontré que si
v=1 i=n v=1 i=n
) 1 n n—1 1 n oo
T\, 2 N N, - y
(13) dn=r5 O D1 60, Ba=7 3 D(i+1)e—0,
v=1 =0 p=1 v=n

1w
la suite HZ‘% tend en mesure vers 0; il suffit maintenant de
1

montrer que ces deux conditions sont équivalentes & (7.1). A cet

effet, désignons par p,(y) la fonction distribuante de |z,(t)]. Alors

L[ ma=d f (> [uas, ()] au
0 [
=%§(fdu<jyd%(y)>+;Z1—2§0jldu(nfmyd%(y))
=2 [ an)+x Z f.; dp, (y)=As+ By,

v=1 0 v=1 n

. Les texpressions A} et B, étant non-négatives, la relation (7.1)
éqmva:ut & A,—0, B,—0. On voit aisément que ces deux conditions
sont, & leur tour, équivalentes & A,—0, B,—~0 (en se basant sur

le fait que les fonctions y,(y) sont continues & droite). Le théoréme
est ainsi établi.

o Théoréme 12. Soit x,(t), 2,(t), ... une suite de fonctions indépendantes sa-
tisfaisant powr »=1,2,... aus conditions:

S 1 n

) B .

Jm [ ydg,(y)=0, f lo, 1P dt= M, = EMS,P)-»O,
0

- p=]
n

ol 0<<p<2 et ¢, est la fonction distribuante de x,. Alors la suite l211161,@) tend
n

en mesure vers 0. !

Ce théoréme est bien connu pour p=2.
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Supposons d’abord que 1<p<2. Pour les expressions 4, et B, (cf.(7.3)),
nous obtenons les inégalités:

n n—1 n n—1

n
1 ¥ . M 1 . 2 P
Ao D) DR ey ' D i1p <o+ DU o),
=1

w=1 i=1 v=1 j==1

n o n
1 \ 2P
; P o () _
Bn\<np E 5(1,—1—1) elgnp SM,, =o0(1).

v=1 v=n y=1

La démonstration pour 0<p<C1 est analogue; seulement, au lieu de (7.2),
on appliquera les inégalités

n n n n—1 n n—i
1 1 1 Y\, , 1 Y\, )
ﬂ-@l Slv,n <ﬁ 5 /[w,,] dt<ﬁ 5 S(z-}-l) e;sﬁz 2(@ +1)P ¢/ = o(L).
=1 v=1 |x,|<n v=1 =0 v=1 i=0

Ajoutons encore qu’en utilisant les fonctions ¢,(u), on peut énoncer dans
une forme un peu plus générale certains résultats demontrés plus haut. P. ex.,
au lienu du th.5’, on a ce

Théor2me 5. Si les fonctions indépendantes w, salisfont & la premiére
des conditions (4.3), la série Z%(f) converge presque partout, pourvu que

1

o
X fgu(u) du<co.
=1 g

§ 8. Théoréme 13. Soit @i, %, ..., T une suite finie de fone-
tions indépendantes appartenant a IF (p>1)1) et & valeurs moyennes
nulles. Alors

[

p/?

,Iv n p/2 1 n P 1 n

81 4 [ ({2l dtgflz,‘lmu(t)l dth,,f()jlm‘g) &,
0 == 0 V= ) Y=

ot les constantes positives Ap et B, ne dépendent que de p.

Commencgons par la cas le plus simple, & savoir ol toutes les
fonctions z, sont constantes par intervalles. Soit w}, wi, ... la suite
des valeurs que prend la fonction z, dans les intervalles de lon-
gueur &, &, ... (v=L1,2,...,n) respectivement. Admettons aussi que
tous les nombres 8, sont des multiples de 27" ot m est un entier
positif. En utilisant la construction de fonctions indépendantes
constantes par intervalles (cf. § 1), nous pouvons remplacer la suite
de fonctions i, @3, ..., T par une autre suite Zs, T ..., Tn de fone-
tions indépendantes. Nous pouvons notamment supposer que T,

1) Pour p=1 cf. le renvoi au th. 1, p. 66.
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est semblable & », dans tous les intervalles k2 "<i<<(k-1)27™"
ot k=1,2,...,,2"—1. La fonetion Z, étant donc constante dans les
intervalles de la forme k2 >"<¢<(k-1)2""", nous pouvons définir Ty
comme semblable & x, dans ces intervalles, et ainsi de suite. Pour
simplifier, nous allons désigner par a, @3, ..., %, les fonctions
T, B3y ooy T

Soit maintenant wy(t), wy(t), ... la suite des fonetions de Walsh 1),
Ces fonctions forment un systéme orthogonal et normal dans P’in-
tervalle (0, 1) et peuvent aussi &tre définies de la maniére suivante 2).,
On pose wy(t)=1 et, si k=2%4-2%4 .. olt ky>k,>... est un entier
positif, on définit w(t) par la formule wi(t)="7x(t) 74(t) ..., ol
7o(t), 1 (), ... est la suite des fonetions de Rademacher (de sorte
que 7 coincide avec la fonction g, , de (1.4)).

Considérons les développement D aw,(t) des fonctions z, (1)
]

suivant les w;(f). La fonction ,(¢) étant constante dansg tous les
intervalles (k27", (k+1)2™"), on voit facilement que al=0 pour
E>2". Les intervalles de constance de z,(f) sont de la forme
(k27" &' 27°™) et de longueur comprise entre 2°" et 2~™. Par con-
séquent, en tenant compte du fait que la valeur moyenne de w,(t)
est égale & 0, il vient a?=0 pour k>2"" et pour k<2™. Parejllement,
on a ai=0 pour k>2"" et pour k<<2"™, et ainsi de suite. On voit
done que les développements des fonctions z, n’ont pas de termes
communs et l'on obtient le développement >Ya;w; de la fonetion

=21+®+...+%n, en écrivant formellement ceux des fonctions .,
Pun apres P’autre. Nous nous appuyerons maintenant sur la pro-
position suivante:

[~}
Lemme y. Soit f(t)~ T)"az'wl(t), feL”. Soient: s, la n-iéme somme
partielle de la série 3w, 24<<Ap<<... ume suite d'entiers positifs
tels que Aip1[Ai=2 e 8;=sy—8;, , (A,=0). Alors

1 /2 1 1 ¥
(8.2) A,,f(za?)p @< [|ff it < B, /(Zé?)pzdt (p>1),
0 1 0 [

ou A, et By, ne dépendent que de p 3).

1) Walsh [1].
2) Paley [1].

3) Paley [1], p. 259. Le lemme y est un cas assez spécial du th. VIII du
travail de M. Paley. '
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En posant f=X, 4=2""—1 et a=24;, nous déduisons (3.1)
de (8.2). i

Maintenant, il est facile de compléter la démonstration du th.13.
Supposons d’abord que les fonctions z, n’admettent qu’un nombre
fini de valeurs mais sont d’ailleurs tout-a-fait arbitraires. Nous
pouvons alors remplacer les x, par des fonetions indépendantes y»,
constantes par intervalles et respectivement équimesurables avee ..
Soient w}, wj, ... les valeurs que prend la fonetion y, respectivement
dans des ensembles Ej, E»,... de longueur i, &3, ... Désignons par
8%, 03, ... des multiples positifs de 27™ et dont la somme est égale & 1.
Si Pentier m est suffisamment grand, les valeurs absolues de toutes
les différences 0;—0; peuvent étre aussi petites que Ion veut.

Désignons par 7,9, ..., ¥, les fonctions indépendantes, con-
stantes par intervalles et telles que 7, admette la valeur w; dans
un ensemble E; de mesure §; (v=1,2,..n; i=1,2,..). Observons
que ’ensemble des points ol Pon a yl(t)=wl§1, yz(t)=wl?;,...,yn(t)=w;’n

est de mesure |E;|-|E;

-...:|Ei|. Pareillement, I’ensemble des points
ol 7, (t)="L, ()=, ..., J,(t)="0, est de mesure \BL- | B ... | B
Si m est suffisamment grand, on a les inégalités approximatives
\Bi||BY-... | BL |=| B -| B} .. | B,| avec des erveurs aussi petites que
Pon veut. L’égalité (8.1), comme vraie pour les fonctions 7,, sub-
siste pour les y,, donc aussi pour les z,.

Si 2, sont des fonections arbitraires appartenant & I7, elles
peuvent &tre approchées par des fonctions z, n’admettant qu’un
1

nombre fini de valeurs et telles que les intégrales [ lzo— 2" di

0
goient trés petites. Cela prouve que la relation (8.1) reste vraie dans
le cas général.
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Sur le rapport de la propriété (C) a la théorie générale
des ensembles.

Par
W. Sierpifiski (Varsovie).

Par une application de 'ensemble de M. Lusin (dont ’existence
a été démontrée par lui 4 l'aide de I'hypothése du continu), j’ai
résolul) un probléme de M. E. Szpilrajn, en démontrant qu’il
existe un ensemble lindaire N de puissance du continu et qui jouit
de la propriété (C) suivante:

(C) Pour chaque swite infinie de nombres réels posilifs ay, s, %, ...
donnéde d’avance, Vensemble N peut étre cowvert par une suite infinie
dintervalles 8y, 0q, Oy, ..., tels que la longueur de Dintervalle 6, est égale
& an, pour n=1,2,3, ...

Les ensembles jouissant de la propriété (C) coincident avec ceux que M.
E. Borel appelle ,.ensembles qui ont une mesure asymptotique inférieure & toute
série donnée & I'avance” (Bull. Soc. Math. de France 47, 1919, p. 123)%).

1) Fund. Math. 11 (1928), p. 304.
%) La propriété () a été traitée en outre dans les travaux suivants:
A. 8. Besicoviteh, Acta Mathematica 62 (1934), p. 289.
8. Mazurkiewicz et E. Szpilrajn, Fund. Math. 28 (1937), p. 308.
W. Sierpifiski, Fund. Math. 11 (1928), p. 302.
— C. R. Soe. Sc. Varsovie 27 (1934), p. 1.
— Ann. Se. Norm. Sup. Pisa (2) 4 (1935), p. 43.
— C. R. Soc. Sc. Varsovie 28 (1935), p. 134.
— Fund. Math. 24 (1935), p. 48.
— Publ. Math. Univ. Belgrade 4 (1935), p. 223.
E. Szpilrajn, Fund. Math. 15 (1930), p. 126.
— C. R. Soc. Sc. Varsovie 22 (1929), p. 179.
—— Fund. Math. 22 (1934), p. 303.
— Fund. Math. 24 (1935), p. 17.
Cf. aussi:
C.Kuratowski, Topologie I, Monogr. Matem. III, Warszawa-Lwéw 1933, p. 274.
W. Sierpifiski, Hypothése du continu, Monogr. Matem. IV, Warszawa-Lwow 1934,
pp. 37—38, 49 et 68. :
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