~ Le théoréme de M. Lusin comme une proposition
de la Theorie générale des ensembles.

Par
W. Sierpifnski (Warszawa).

Le but de cette Note est de démontrer (sans faire appel a Ihy-
pothése du continu) ce

Théoréme?r), L'existence dun ensemble (linéaire) de Lusin
(c. & d. d’un ensemble linéaire de puissance du continu ne contenant
aucun sous-ensemble indénombrable non-dense) dguivaut & Vexistence
d'un corps dénombrable @ d'ensembles #) (formés d’éléments quel-
conques), tel que:

19 41 existe une famille F de puissance du coniinu d’ensembles
de la famille ©; 3) deux & deux disjoinis,

29 tout ensemble de la famille @5 ne différe que par un ensemble
au plus dénombrable d’un ensemble de la famille Oy 4)5).

1) C’est M. C. Kuratowski qui a démontré le premier (Fund. Math. 22,
p. 315—318) que la proposition selon laquelle il existe un ensemble de Lusin
(proposition déduite de I’hypothése du continu par N. Lusin en 1914, C. R.
Paris 158, p. 1259) équivaut & un énoncé de la Théorie générale des ensembles.
L’équivalence & un autre énoncé de ce genre a 6té démontrée récemment par
moi dans C. R. Soc. Sc. Varsovie 30 (1937,) p. 70.

*) Une famille d’ensembles est dite (d’aprés M. F. Hausdorff) un corps
d’ensembles, si elle contient les ensembles 7, 4 B, et B;— E, (done aussi Pensemble
E,Ey,=E,—(E,~—B,)) dés quelle contient les ensembles B, et H,.

%) Do (resp. @s) désigne la famille de tous les ensembles qui sont sommes
(vesp. produits) d’une infinité dénombrable d’ensembles de la famille @.

*) On voit ainsi que I’ensemble de Lusin joue un role essentiel dans certaines
questions coneernant l'existence des classes boreliennes d’ensembles abstraits.
Or, jai utilisé déja l'ensemble de Lusin, en résolvant un probléme de ce genre,
posé par M. A. Kolmogoroff (voir ma Note dans le Recueil Math. Moscou 1
(43), p. 303).

%) Ilest facile de donner un exemple d'un corps de puissance 2% d’ensembles,

Jouissant des propriétés 1° ef 20: p. ex. la famille & de tous les ensermbles lindaires
mesurables B constitue un tel corps.
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Démonstration: I. L désignant un ensemble de Lusin formé
de nombres irrationnels de l'intervalle J=<0,1>, soit I" la famille
de tous les ensembles linéaires qui sont des sommes d’un nombre
fini de sous-intervalles de J & extrémités rationnelles (contenant
ces extrémités ou non) et pouvant se réduire & un point (rationnel).
On voit sans peine que la famille I” est un corps dénombrable d’en-
sembles. La famille @ de tous les ensembles de 1a forme EL, ot Eel,
est done aussi un corps dénombrable d’ensembles et on constate
aisément que tout ensemble formé d’un seul point (quelconque)
de L appartient & la famille @s;. La famille @ jouit ainsi de la pro-
priété 10.

De plus, les ensembles de la famille I étant évidemment me-
surables B, tout ensemble E de la famille @5 est de la forme

(1) E=LM,

ou M est un ensemble mesurable B contenu dans J. Les ensembles
mesurables B jouissant comme on sait, de la propriété de Baire, on a -

(2) M=(G—K,)+K,, ,

oll @ est un ensemble ouvert et K, et K, sont des ensemble de I-e ca-
tégorie de Baire ). Or, I'ensemble @ étant ouvert (et contenu dans J),
on voit facilement que Gel,, d’ot LG e®P,. D’aprés (1) et (2), on
trouve

(3) E=(LG —LK,)+LK,.

L étant, un ensemble de Lusin et K; et K, étant des ensembles
de I-e catégorie, les ensembles LK, et LK, sont au plus dénom-
brables. La formule (3) prouve donc que l’ensemble E ne différe
que par un ensemble au plus dénombrable d’un ensemble de la
famille @,. La famille @ jouit donc aussi de la propriété 20,

Aingi Dexistence d’un ensemble (linéaire) de Lusin entraine
celle d’un corps dénombrable @ d’ensembles jouissant des pro-
priétés 10 et 20,

II. Soit maintenant @=(E,E,, B, ...) un corps d’ensembles
(formés d’éléments quelconques) dénombrable et jouissant des pro- ‘
priétés 19 et 2°. Posons

(4) S=E1‘“|'E2‘|‘E3+---J

1) Voir p. ex. ¢. Kuratowski, Topologie I (Monografie Matematyczne 3,
Warszawa—Lwdw 1933), § 11.
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et désignons, pour n=1,2,3,..., par f,(p) la fonction caractéristique
de Tensemble Ey,, c. & d. définie par les conditions:

1 pour pelk,
(5) f"(p)z{o pour peS—E,.
Posons pour peld
(6) fo)=22:37"1,(p) ).

Bn vertu de 19 et de I’axiome du choix, il existe un ensemble 7'
contenant un seul élément de chacun des ensembles de la famille I

et 'on a T=F=2% Je vais montrer que

(7) f@h#+f(ps)  pour pieT, pyel €6 py=py.

En effet, si p,e T et pyeT, il existe dans la famille F' deux
ensembles disjoints H; et H, tels que p,eH; et pyeH, Comme
H, e FC®;, il existe une suite infinie de nombres naturels ny,n,,ns, ...,
telle que H,=By By, EBn,.... Comme p,eH;, on a p,ekby, pour
k=1,2,3,.... Or, si Pon avait aussi pyeBp, pour k=1,2,3,..., on
aurait p,eH;, ce qui est impossible, vu que p,eH, et H,H,==0.

Il existe donc un nombre naturel s pour lequel p,eBn, et
pa1one By, 0N fu(py)=1 &b fn,(p5)=0, done, A’aprés (6), f(py)==f(ps).
La formule (7) est ainsi établie.

La fonction f(p) transforme par conséquent ’ensemble I'CS
en Pensemble f(T) (dont les éléments sont des nombres réels) d’une
facon biunivoque. Soit ¢(#) la fonction inverse de f(p) (fonction
qui transforme d'une fagon biunivoque l'ensemble f(T') en Den-
semble T'). Soit N l’ensemble de tous les points de ’ensemble (liné-
aire) f(T) qui _sont des points de condensation de f(T). Comme
T=2% on a f(T)=2% et N=2%. Posons K=¢(N).

Nous allons démontrer & présent deux lemmes.

Lemme 1. Si @ est un sous-ensemble de N, ouvert dans N, il
existe un ensemble B de lo famille @, pour lequel ¢(Q)=KE.

Démonstration. Soit p, un élément de l'ensemble ¢(@).
On a done zy=f(p,) €@ et, ’ensemble @ étant ouvert dans N, il
existe un intervalle § entourant ,, tel que la formule xedN entraine
ze@, donc p=g(2)ep(Q)Cop(N)=KCS et selon (6)

®) o=32-87",(p).

1) Cf. E. Szpilrajn, Fund. Math. 26, p. 308, La fonction j(p) s’appelle
fonction caractéristique de la suite d’ensembles H,,H,,Hy,....
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Or, on a d’aprés, (6)
(9) wo=f(790)=§2-3“"fn(po)-
L’intervalle 6 entourant z,, il résulte de (8) et (9) et des pro-

priétés des fractions ternaires qu'il existe un nombre naturel % tel
que, pour pe K, les égalités

(10) fuP)=Fulpo) pour w=1,2,..,k
entra,inentr‘
(11) z€d,

oul o est le nombre défini par la formule (8).

Soient: 41,%...,%- les nombres conséeutifs de la suite 1,2,...,%
pour lesquels fi(po)==1 et ji,js,...,fs ceux pour lesquels f{p,)=0. On
a done r+s=k et

‘ _'1 Pour 7’L=’£1,?:2,-'-7il‘
(12) fn(po)—lo pour m=/7,f2, ..., Js-

La famille @ étant un corps d’ensembles, 1’ensemble
E; B, ... Eirm(Ejl—}-Ejz—}— ot Ej )

appartient & @ et il existe un nombre naturel m tel que
(13) Em:EilEiz"‘E’ir—(Eﬂ'l_"Eﬁz"’"“'+E7's)'

On a d’apres (12) et (5)
(14) Py € B

Soit maintenant p un élément quelconque de ’ensemble KEy.
On a donc d’aprés (13)
eB, pour n=iy,is,...,4

Pluone B, pour mn=7ji,j2, .. Js

d’ont selon (5)

1 pour n=iy,is ..., br
dP)=10 pour n=j1,jzs.eesis-

On trouve done, en vertu de (12), les égalités (10), qui en-
trainent la formule (11). On a ainsi ’ :

f(p)ed  pour peKEnm
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et, comme f(p)ef(K)=N pour pell,

f(p)edN pour p e KB,
d’on selon la définition de lintervalle S
f(p)e@ pour

P f:'KEmy

ce qui donne
f(EEn) CQ.
Nous avons ainsi démontré qu’il existe, pout tout élément p,
de ensemble ¢(Q), un ensemble By, de la famille @ tel que f (K H,)CQ.
Soient m, Mg, My, ... tous les nombres naturels m, pour lesquels
f(KEn) CQ. On a donec:

(15) ¢(Q) C KB+ KB+ KByt ...y
(16) " H(EEm,)+f(KEmy)+f(KEBmg)+ ... CQJ

D’autre part, d’aprés (16), on a évidemment

K(Em1+Eﬂ12+ “')z(pf(If-Eﬂbl'{‘I(Emz-** ...) =
=@ (f(EBm,)+ 1 (K Bmy)+-..) C (@)

et la formule (15) donne
?(Q)=K (B, + Bmy+ Bng+-..)-

En posant E= By, + Bm,+..., on a done HeDs eb ¢(Q)=LE,
ce qui achéve la démonstration du lemme I.

Lemme 2. Si Ee®, Vensemble f(KD ) est owvert dans N

Démonstration. Si Ee®, il existe une suite infinie de
nombres naturels my,mo, Mg, ..., telle que

. E:Em1+Em/g+EM3+'-'7
d’olr ;
)= (K )+ (K Emg) -

La somme d’une infinité dénombrable d’ensembles ouverts
dans N étant toujours un ensemble ouvert dans N, il suffit de mon-
trer que, pour tout m naturel, ’ensemble (K En) est ouvert dans N.

Soit @yef(KEy). On a done py=g¢(%,) ¢ KEm, Aol fum(py)=1
Dlaprés (6), (9) et les propriétés des fractions ternaires, il existe
par conséquent un intervalle ¢ entourant z, et tel que, pour x=f(p)edl,
on & fm(p)=Tm(Do)=1, donc peKE, et w=f(p)ef(KE,);, ce qui
prouve que 1’ensemble f(KE,) est ouvert dans N. Le lemme IT se
trouve ainsi démontré.

| (B;— Bm,) (Bi —Em,) (Ei —Emg)... € s pour i=1,2,3,....
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Soit maintenant N, un sous-ensemble de N, non-dense dans N.
Il existe donc un ensemble N,C N ouvert dans N, dense dans N
et tel que
an N,CN—N,.

On a

(18) . o(N)=KE=KS=KE,+KE,+KE,+...

et, Ia, f0110t16n @ étant & valeurs distinctes dans N,
(19) @(N —Ng)=¢(N)— g ().

Or, N, étant ouvert dans N, il existe ‘d’aprés le lemme 1
un ensemble F de la famille @, tel que ¢(N,)=HKE. Comme E ¢ @,
il existe donc une suite infinie de nombres naturels my,my,ms,...
telle que E=Ep,+ Eny+..., 4’00

(20) @(No)=K (Bm,+ Emy+...)-
D’apres (18), (19) et (20), on a donc
P (N —No) =K (By+ Byt By o) =K By Byt Bt =

1
(21) x5

."E'm'l E —E’m,g) (E’b —'Efm,3) e n

La famille @ étant un corps d’ensemhbles, on conclut que
D’apres la
propriété 20, il existe done une suite infinie {Hj} (i=1,2,3,..)
d’ensembles de la famille @, et deux suites infinies {4} et {B}
d’ensembles au plus dénombrables, telles que I'on a pour ¢=1,2,3,...

(Bi —Em,) (E; —Em,) (Bi — EBmy)...=(Hi — —4i)+ Bi,
done d’apres (21)

(22) (N —No)=EX(H—4) + EYB.

On vérifie sans peine lidentité

(o]

(23) D(H—

=

zs—%‘ﬂ't —§A1)~h§(H1 -—A,) jé:A,.
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Posons:

\

2 H=H, K;Z:A1=D1,
I=1 =

Comme H;e @, pour 4=1,2,..., on a évidemment encore H e D,
et les ensembles D; et D, sont au plus dénombrables (puisque les
ensembles 4; et B; le sont pour ¢=1,2,..). D’aprds (22) et (23),
on trouve

(N —Ny)=(KH —D,)+ Dy,
d’olt, la fonction f (dont ¢ est la fonction inverse) étant & valeurs
distinctes dans K,

(24) N —Ny=flp(¥ —Ny)]=[f(KH)~F(D1)]+F(Dy).

Comme He®,, lensemble f(KH) est d’aprés le lemme 2
ouvert dans N. Or, les ensembles f(D,) et f(D,) sont au plus dé-
nombrables, puisque les ensembles D, et D, le sont.

Je dis que l'ensemble f(KH) est vide.

En effet, supposont que f (K H)==0. L’engemble f (K H) étant ouvert
dans N, il existerait donc un intervalle ¢ tel que 0==dNC F(IHH),
d’ott, d’aprés (24), 6N —f(D;)CN —XN,. Or, l’ensemble N étant con-
densé et f(D,) étant au plus dénombrable, l’ensemble SN —1(Dy)
est dense dans JN. D’autre part, l’ensemble N, étant ouvert
* dans N, donc aussi dans 6N, il existe un intervalle 6 Cd tel

que 04=4,NCN, Comme 6N—f(D,)CN—N, on aurait donc

&[6N —f(Dy)] =0, ce qui est impossible, puisque l’ensemble
0N —f(D,) est dense dans ON.

On a done f(KH)=0 et la formule (24) prouve que
N —N,=/(D,). D’aprés (17), on a donc N, Cf(D,), de sorte que
Pensemble N, est au plus dénombrable.

Nous avons ainsi établi que tout gous-ensemble de N qui est
non-dense dans N est au plus dénombrable. Or, comme j’ai dé-
montré avec M. Kuratowski?), il en résulte (sans P’hypothése du
continu) que 'ensemble N est homéomorphe & un ensemble (linéaire) .IL
de Lusin.

L’existence d’un corps dénombrable d’ensembles @ assujetty
aux conditions 1° et 2° entraine donc l'existence d’un ensemble
de Lusin. Notre théoréme est ainsi démontré.

L C. Kura’towski et W. Sierpinski, Fand. Math. 26, p. 137, Th, I.
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Quant & l'énoncé de ce théoréme, il est 2 remarquer qu’on
peut y ajouter aux conditions 1° et 2° la condition 3° suivante:

3% Tout ensemble de la famille @, ne différe que par un ensemble
au plus dénombrable dun ensemble de la famille ®s 1.

Pour le démeontrer, il suffit, comme on le conclut sans peine
de notre théoréme, de prouver que ’existence d’un ensemble liné-
aire de Lusin entraine celle d’un corps dénombrable d’ensembles @
assujetti aux conditions 19,2%et 3°. Or, je vais montrer que la famille
® congidérée dans la partie I de la démonstration de notre théoré-
me constitue, en effet, un tel corps d’ensembles.

Cette famille @ jouit, outre les propriétés 1° et 2°, de la pro-
priété suivante:

(P) Il existe un ensemble Le® tel que, pour tout ensemble E
de la famille @, on o« ECL et L—Ee¢®.

Or, on démontre sans peine que toute famille ® d’ensembles
jouissant des propriétés 2° et (P) jouit aussi de la propriété 3°.

En effet, si He®, on a E=FE+E, +E+ ... o E,e®d
pour n=1,2,3,.... En vertu de (P), on a donc L—E,e¢®, d’ou
L—E=(L—E)(L—E,)(L—E;)...,e Ps; d’aprés la propriété 2°, on
a par conséquent L —HE=(H —D,)+D,, o He®, et D, et D, sont
des ensembles au plus dénombrables; ainsi E=[(L—H)-} D;]—D,
ot L —H ¢®s, car H e D

11 est intéressant de remarquer qu’en admettant Phypothése du
continu, on peut dlablir Dexistence d’un corps dénombrable © den-
sembles jouissant des propridiés 10 et 29 mais ne jouissant pas de
la propriéié 3°.

En effet, I’hypothése du continu entraine !’existence d'un
ensemble de Lugin, donc (d’aprés notre théoreéme) d'un corps dé-
nombrable @ d’ensembles qui jouit des propriétés 1° et 20 et nous
PoOUVONS SUPPOsEr que ce corps — que nous désignerons maintenant
par ¥ — est formé d’ensembles de points de ’intervalle oJ.

Soient: A la famille de tous les intervalles {2n,2n+41> ol
n=1,2,3,... et @ la famille de toutes les sommes d’un nombre fini
d’intervalles de la famille 4. On voit sans peine que la famille @
de tous les ensembles de la forme E+H, o Ee¥ et HeB, est

1) (Pest M. 8. $aks qui m’a suggéré d’examiner aussi la condition 3°.
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un corps dénombrable d’ensembles satisfaisant aux conditions
10 et 2°. Or, la famille @ ne jouit pas de la propriété 3°, puisque,
comme on voit sans peine, la somme H, de tous les intervalles de
la famille 4 appartient évidemment & la famille @, et, quel que
s0it Densemble B de la famille @, ’ensemble H,—F, en tant que
contenant une infinité d’intervalles, est indénombrable.

D’autre part, comme I’a remarqué M. A. Tarski, on montre
sans peine que tout corps d'ensembles D qui joutt de la propridié 3°
jouit également de la propridié 2°. ,

En effet, si Be®s, ona E=E;B,... oi E,e® pour n=1,2,....
@ étant un corps d’ensembles, on a done By —E,e® pour n=1,2,....
et B=E,E,By...= B, —[(B, —B,)+ (B, —Ey)+..]=E;—8 ou Se P,
Selon la propriété 3¢ dela famille @, onen conclut que S=(H—D,)4-D,
ot He®;s et o D, et D, sont au plus dénombrables. On a donc
H=H,H,H,... ot Hye®, donc aussi BE;—H,e®P pour n=1,2,3,..,
de sorte que

E:E1"S=[(E1 ”“HH‘E1D1] —D,=
=[(E1_Hl)+(E1_H2) + .. +E1D1]—D22(T+E1DJ) _Dz
ot Te®, ec.q.f.d.
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Quelques relations entre la situation des ensembles
et la rétraction dans les espaces euclidiens.
Par
Karol Borsuk (Warszawa).

1. Soit 4 un sous-ensemble d’un espace M. Un ensemble
BCM —A sera dit transverse & A dans M, lorsque A est un rétracte
de M —B.

Je me propose d’étudier dans ce travail quelques propriétés
des ensembles transverses a un ensemble donné dans l’espace eu-
clidien & # dimensions R, ou — ce qui revient au méme — dans
la surface sphérique n-dimensionnelle &,.

2. Exemple 1. Soit 4 un ensemble ne contenant que deux
points a, et @, d’un espace M. Pour qu’un ensemble BCM —A
soit transverse &4 4 dang M, il faut et il suffit que B divise M entre
o et ayt). :

En effet, lorsqu’il existe une rétraction »(z) de M —B en 4,
les ensembles C;=r—1(a;) sont disjoints et fermés dans M —B et
leur somme est égale & M —B. D’autre part, lorsqu’il existe une
décomposition de M —B en deux ensembles C; et C, disjoints et
fermés dans M —B, tels que @;e0; o i=1,2, on obtient une ré-
traction 7(z) de M —B en A, en posant r(z)=a; pour tout xeC;

3. Exemple 2. Soit A un sous-ensemble de S, homéomorphe
& Sp—;. Pour qu'un ensemble BC 8, —A soif transverse & 4 dans Sr,
il faut et il suffit que toute composante de S,—A contienne au
moins un point de B.

1 ¢.ad, que M—B se laigse décomposer en deux ensembles O et O, dis-
joints, fermés dans M —2B et tels que 60, et aye 0.


GUEST




