Abzihlbare Boolesche Korper und ihre Anwendung
auf die allgemeine Metamathematik.

Von
Andrzej Mostowski (Warszawa).

In der vorliegenden Arbeit werden Losungen mehrerer Probleme
angegeben, die von Tarski im Zusammenhang mit seiner allge-
meinen Metamathematik 1) gestellt wurden und welche ich haupt-
sichlich wegen seiner Anregungen losen konnte.

Die allgemeine Metamathematik ist ein Sonderfall der Boole-
schen Algebra. Es bestand daher immer die Moglichkeit, Sitze der
allgemeinen Metamathematik als Sitze der Booleschen Algebra zu
formulieren 2). Diese Verallgemeinerung scheint um so zweckméBi-
ger zu sein, als Targki im Zusammenhang mit den hochst interes-
santen Arbeiten von Stone?) gezeigt hat, daB die in der Metama-
thematik geschaffenen Begriffe ihre einfachen und wichtigen Entspre-

chungen in der allgemeinen Booleschen Algebra hesitzen (3. Satz 2.).

Deswegen ist es zweckdienlich, die folgenden Uberlegungen auf die
Boolesche Algebra und nicht auf eine ihrer Interpretationen (wie
es ja die Metamathematik ist) zu beziehen.

Die Ergebnisse Stone’s haben iibrigens einen noch anderen
EinfluB auf die im folgenden behandelten S#tze gehabt. Meine
komplizierten und schwierigen Beweise dieser Sitze haben sich
als iberfliissig erwiesen, da die seit langem bekannten topolo-

1y Vgl. A. Tarski, Grundeige des Systemenkalkiils, Erster Teil, Fund.
Math. XXV, pp. 503—526, und Zweiter Teil, Fund. Math. XXVI, pp. 283—301.
Diese Arbeiten zitieren wir im folgenden als T, und T,. Der gréfte Teil der in
der vorliegenden Arbeit befindlichen Sdtze ist in T,, pp. 289—290, zitiert worden..

%) Vgl. Ty, Satz 4. und Bemerkungen auf S. 511.

%) Vgl. M. H. Stone, Boole’an Algebras and their application to Topology,
Proc. Nat. Acad. Se. 20, No 3., pp. 197202,
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gischen Uberlegungen leichter und schneller zum selben Ziel fithren.
Der ganze Ballast meiner fritheren Beweise ist in der gegenwiirtigen
Formulierung beseitigt und die hier angegebenen Uberlegungen werden
tir einen Leser, der einige Kenntnis von den Elementen der Topologie
besitzt, den Charakter unmittelbarer Folgerungen aus den Untersu-
chungen Stone’s haben. Meine Uberlegungen sind infolgedessen we-
niger als Entdeckungen zu werten. Sie kénnen aber als eine anschauliche
Schilderung des interessanten und ganz unerwarteten Zusammen-
hanges dienen, welcher zwischen scheinbar so entfernten Gebieten,
wie der Metamathematik und der Topologie besteht.

§ 1. Wir prézisieren zunichst den Begriff der Booleschen Al-
gebra, die Gegenstand unserer Untersuchungen sein soll.

Definition a. Wir nennen ein geordnetes Quadrupel
K=[4,~,V, '], das aus einer Menge 4, einer zweigliedrigen Rela-
tion ~, einer Operation mit zwei Argumenten \/ und einer Ope-
ration mit einem Argumente ' besteht, verallgemeinerten Booleschen
Korper, wenn es folgende Bedingungen erfiilllt: wenn a, b, ce 4, so0:

a~a,

wenn a~b, s0 b~a,

wenn a~b, b~¢, 50 a~c,

o'y, a\VbeA,

wenn a~b, so &'~b und aeVe~bVe
a\Vb~bVa,

(aVbh)Ve~aV (bVe),

(@' Vb)Y V(a'Vb)~a. %)

oW

I R

Wenn die Relation ~ die gewohnliche Identitit bedeutet, so
sagen wir einfach, daf K ‘ein Boolescher Kérper ist. Ist A< &y, 8o
nennen wir K einen abzdhlbaren Booleschen Korper.

4) Dies ist ein von Huntington angegebenes Axiomensystem der Algebra
der Logik. Vgl. E. V. Huntington, New Sets of independent Postulates for the
Algebra of Logie, with special references to Whitehead and Russell’s Principic
Mathematica, Trans. Amer. Math. S8oc., 35., No 1., pp. 274—304 und desselben
Boole’an Algebra — a correction, ibidem.
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Wir wollen. an die von Tarski angegebene Definition einer de-
duktiven Theorie erinnern:

Definition b.  Wir nennen ein geordnetes Quadrupel
T=[8, L, =, _ ], das aus Mengen §,L, einer Operation mit zwei
Argumenten — und einer Operation mit einem Argumente ~ besteht,
dedultive Theorie, wenn es folgende Bedingungen erfiillt:

I 0<S<8y,
II. LCS,
III. wenn @,y¢8, 80 Z, a—>yel,
IV. wenn ,y, 2eS, 50
(x—y) > [(y—2)—>(2—>2)], (F—w)—>w, 2—>(ZT—y)eL,
V. wenn #,yeS und x, a—>yeL, so yeL. %)

Zwischen der Theorie der verallgemeinerten Booleschen Koérper
und der allgemeinen Metamathematik (d.h. der Theorie, welche die
Eigenschaften der in b. definierten deduktiven Theorien festlegt)
besteht ein enger Zusammenhang ®). Um diesen Zusammenhang prézis
auszudriicken, nehmen wir zwei folgenden Definitionen an, wobei
T=[8, L, —, ] eine beliebige deduktive Theorie bezeichnen moge:

Definition c. Fir beliebige a,be S ist:

(a) aHbﬁ(a—w)»(b—»a),

B) aVrbZa—D,
(y) a~rb dann und nur dann, wenn a<>bel.

Definition d. Krist ein geordnetes Quadrupel [§, ~r, V5, ™ ]

Saitz 1. Ist T eine deduktive Theorie, so ist Ky ein verallgemeinerter
abzdhlbarer Boolescher Kirper. ‘

Fir den Beweis bemerken wir vor allem, dafl wenn wir den
bekannten Uberlegungen des Aussagenkalkiils nachahmen, so kann
die Richtigkeit folgender Sitze erwiesen werden:

Ist T=[8, L, -, ] eine deduktive Theorie und a, b, ce s,
so gilt:

5) Vgl. T4, p. 504, Fublinote 1).

8) Vgl. Ty, Satz 4. Der angegebene Satz 1. ist eine kleine Abinderung des
zitierten Satzes von Tarski.
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a<>ael,

(a<>b)—> (b<>a)eL,
(a<=>D)—>[(b<>¢)— (a<+>¢)leL,
(a<>b) — (@<>b)eL,

(a<>b) —> (a—~>C<>b—>C)eL,

a—>b<>b—>tel,

a6—>b—>Ct<>a—>b-—>Cel,

H =g daolk

G—>b—>ad—>b<>acl 7)

Wenn wir uns darauf stiitzen, so kénnen wir leicht nachpriifen,
daB Ko ein abzdhlbarer, verallgemeinerter Boolescher Korper ist.
Aus der Bedingung I. der Definition b. folgern wir nidmlich vor
allem, dafB S eine hochstens abzéhlbare Menge ist. Aus dem Satze A.
und der Definition c. folgern wir, dal wenn aes8, sol. a~ra ist.
Die Bedingungen: 2. wenn a~rb, 80 b~ra und 3. wenn a~rb
und b~re, 80 a~rec (fir a,b,cel) folgen aus den Sitzen B. und C.
bei Beriicksichtigung der Bedingung V. der Definition b. Die Be-
dingung 4.: wenn a,beS, s0 G, a\/rbesS, folgt direkt aus den De-
finitionen b. und c. Aus den Sitzen D. und E. folgern wir, daB
fiir a,b,ce§ 5. wenn a~rb, 50 @~r b und aVre~rbVre. Schliel-
lich, sind fiir a,b,ceS die Bedingungen: 6. (aVrb)~r(bVra),

7. [(@Vrb)Vre]l ~r [aVr(dVre)] und 8. @Vrh)Vr@vh)~ra
direkte Folgen aus den Sitzen F., G. und H. Daraus ergibt sich
der Satz 1. auf Grund der Definition a.

Der Satz 1. zeigt, daB jeder deduktiven Theorie ein verall-
gemeinerter Boolescher Korper in einer bestimmten ‘Weise zugeordnet
werden kann. Also jeder Satz, der solche Korper betrifft, ist zugleich
ein metamathematischer Satz; auf Grund des Satzes 1. erhalten wir
oben erwihnten Zusammenhang zwischen der Theorie der Booleschen
Korper und der allgemeinen Metamathematik. -

Es ist klar, daB zwischen diesen Gebieten auch ein umkehrbarer
Zusammenhang leicht festgelegt werden kann, der metamathema-
tische Sitze als Sitze iiber Boolesche Korper zu deuten gestattet.
Davon werden wir aber weiters nicht Gebrauch machen.

?) Wie leicht ersichtlich, folgt aus den Bedingungen IT.—V. der Defi-
nition b., daB jeder Satz, der durch Einsetzung in eine wahre Formel des Aussa-
genkalkiils entsteht, ein Element der Menge I ist. Um einen solchen Satz abzuleiten,
geniigt es sich auf die Aussagen zu stitzen, die durch Einsetzungen in die Axiome
des Aussagenkalkiils entstehen (sie gehéren nach IV. zu L) und auf die durch V.
gelieferte Abtrennungsregel. -
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Ehe wir an den eigentlichen Stoff herangehen, wollen wir kurz
an einige algebraische Definitionen erinnern.
Sei K=[4,~,V,’] ein verallgemeinerter Boolescher Korper.

Definition e. a-bZ(a' V'), ¥

Definition f. Wir nennen eine Menge I Ideal 4n K dann und
nur dann, wenn I eine nichtleere Teilmenge von A ist, welche fol-
gende Bedingungen erfiillt:

ist a,bel, 80 aVbel,
ist ael und a~b, s0 bel,
ist ael, bed, so abel.

Definition g. Wir nennen I Primideal in K dann und nur
dann, wenn I ein Ideal in K, I nicht identisch mit A ist und dabei
jedes Ideal J, das I enthilt, entweder identisch mit A oder identisch
mit I ist.

Definition h. Wir nennen a erzeugendes Element des Ldeals I
dann und nur dann, wenn I ein Ideal in K ist, ae I und fir jedes

Element b von I ein Element ¢ des Korpers K existiert derart, daB
a~b-c.

Definition i. Wir nennen I Hauptideal des Koérpers K dann
und nur dann, wenn I ein Ideal im Koérper K ist und es ein erzeu-
gendes Element des Ideals I gibt.

Wir wollen noch die Begriffe der Isomorphie, Homomorphie
und des Teilkérpers definieren. Mogen

E=[4,~,V,"] und L=[B, =, +,°]
zwei verallgemeinerte Boolesche Korper bezeichnen.

Definition j. Wir nennen den Koérper L homomorph mit dem
Korper K dann und nur dann, wenn eine Relation g existiect, deren
Vorbereich die Menge 4, Nachbereich die Menge B ist und die dabei
folgende Eigenschaften besitzt:

(a) ist a,bed, ¢, deB, a~b, ¢c=d und agec, 80 bod
(B) ist apb und apec, so b=c¢

(y) ist apd und cod, so (aVb)e(c+d)

(6) ist aph, s0 a ob".

8) Di.e Definition e. ist nicht korrekt, demnn in ihr ist die Abhangigkeit
der Operat}on ' vom Korper K nicht- gekennzeichnet. Doch wird dieser kleine
Mangel weiterhin nicht zu MiBverstéindnissen fithren.
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Definition k. Wir nennen den Korper K- isomorph mit dem
Kirper L dann und nur dann, wenn eine Relation ¢ mit Vorbereich.4
und Nachbereich B existiert, welche die in der Definition j. erwihnten
Eigenschaften (a), (), (v), () besitzt und guBerdem die Bedingung
erfiillt:

(¢) ist bpa und ceoa, sO b~e.

Definition 1. Wir nennen L Teilkorper von K dann und nur
dann, wenn B(CA und dabei die Operationen \/, ' sowie die Rela-
tion ~ im Bereiche der Menge B mit den Operationen -+, * und
der Relation = beziehungsweise identisch sind.

In Bezug auf die Booleschen Korper decken sich diese Defi-
nitionen mit den gewohnlich angenommenen. ' |

Zwischen den Begriffen der allgemeinen Metamathematik und
den oben angefiihrten algebraischen Begriffen besteht ein enger
Zusammenhang, der — wie schon erwidhnt — von Tarski fest-
gestellt worden ist. Dieser Zusammenhang kommt zum Ausdruck
im folgenden

Satz 2 (von Tarski). Sind T=[8,L,~,~ ] und T'y=[84y Ly <,*]
owei deduktive Theorien, so gili:

a) Die Menge X ist ein deduktives System der Theorie T °) damn
wnd nur damn, wenn die Menge X ein Ideal im Kirper Ky ist.

b) Die Menge X ist ein vollstindiges deduktives System der
Theorie T 1) dann und nur dann, wenn X ein Primideal im Korper
_KT ist.

- ¢) Die Menge X ist ein axiomatisierbares deduktives System der
Theorie T1) dann und nur dann, wenn X ein Hauptideal des Kor-
pers Kr ist.

d) Die Theorien T und Ty haben denselben strukturellen Typus2)
damn und nur dann, wenn die Korper Kr und Kr, miteinander is0-
morph sind.

) Vgl. 7', Definition 5.
1) Vgl. T,, Definition 13.
1) Vgl. T, Definition 9.
12) Vgl. T, p. 288.
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e) Die Homomorphie des Korpers Ky, mit dem Korper Ky ist
gleichbedeutend mit folgender Bedingung: es existiert ein deduktives
System X der Theorie T, so daf die Theorie Tx=[8, X, —, ] B)
mit der Theorie T, denselben strukturellen Typus hat.

Beweis: a) Wir setzen voraus, daB X ein deduktives System
der Theorie 7' ist, d.h.

(a) LCX(CS,
(h) aus o, s—>ye X folgt yeX M),

Wir wollen zeigen, daf X ein Ideal im Korper Ky igt. Fiir
beliehige Elemente z, yeS gilt @—[y— (@—7)]eL; es gilt daher
auf Grund von (a) z—[y—(x—7)]eX. Daraus folgern wir unter
Anwendung von (f) und Definition e¢., daf

(» wenn ,yeX, 8o sVryed.

Ist 2,yeS und z<>yeL, 80 x—>yel; gemil (B) und Defi-
nition ¢. erhalten wir also daraus die Folgerung

(8) ist weX, o~ry, 50 yelX.

Fiir beliebige Elemente x,yeS gilt schlieflich #—>Z—>7 eL,
was auf Grund der Definition c. und der in der Definition e. angenom-
menen Bezeichnung in der Gestalt 2—a2-yeL geschrieben werden
kann. Auf Grund von (a) und (8) schlieBen wir daraus, dafB

(¢) wenn zelX, yedlS, so xyelkX.

Die Bedingungen (y), (8), (¢) stellen fest, daB die Menge X ein
Ideal im Korper Kr ist.

Setzen wir umgekehrt voraus, daB die Menge X ein Ideal

im Kérper Kr ist. Da die Menge der Rlemente dieses Korpers mit
der Menge S identisch ist, so schliefen wir, da8:

) ‘ : XCS.

- Wir bgmerken, daB wenn x,ye 8, dann s—[y—(w<>y)]eL ist.
Daraus schlieBen wir, daB wenn x,yeL, dann <>y eL gilt. Da fiir
wel, stets x-TeL ist, so gilt, der Definition c. gemiB,

(%) ‘ wenn xef, yel, s0 wT~ry.

) Wir vernachlissigen hier den leichten Beweis des Satzes, dall das Qua-
(lr.u}.)el‘ [8, X, —, ‘—] tatséchlich eine deduktive Theorie ist. Dieser Beweis ist im-
ph;mé in der Arbeit von Tarski enthalten. Vgl. T, Satz 21 und Anmerkungen
auf 5. 522.

) Vgol. T, Satz 5.
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Auf Grund der Voraussetzung und der Definition f. ist X eine
nichtleere Menge; z sei ein beliebiges Element von X. Es gilt gemif
der Voraussetzung: z-TeX, woraus sich auf Grund von (n) und
der Definition f. ergibt, daB wenn yeL, so yeX ist. Anders for-
muliert: :

) LC X.

SchleBlich, setzen wir voraus, daB z,yeX und «, z—>yeS ist.

Gem3s der Definitionen c. und e. gilt dann z-y=(ZV 7 §)=Z—>F~ r&—>Y,
was nach Definition f. Z-yeX ergibt. Aus zeX erhalten wir -y e X;
daher gilt z-yVrZ-yeX. Da aber z-y\VrZ-y~ry ist, so gilt auf
Grund der Definition f. yeX. Daraus ergibt sich in Verbindung
mit () und (#), daB X ein deduktives System ist.

b) folgt einfach aus der Definition des vollstindigen Systems
und der Definition g.

¢) Wir bemerken vor allem, daB fiir z, ye S gilt
(¢) (#—>y) > [(Z—>y) <> yle L.

Wir setzen voraus, daB X ein axiomatisierbares System der
Theorie T ist, d.h., daB X ein System ist und ein Element reX
existiert, derart, daB fiir jedes yeX a—yeL gilt. Gemdl () kon-
nen wir dieser Bedingung folgende Gestalt geben:

(%) fir yeX ist (F—y)~ry.

Da z-y=(Z\ 1 §)=F—§~r F—Yy, 0 schlieBen wir aus (x), daf
y~rx-y, also x ein erzeugendes Element des Ideals X ist.

Setzen wir nun voraus, daB X ein Hauptideal des Korpers Ky
ist, so schlieBen wir auf Grund von a), da@ X ein System der Theo-
rie T ist. Sei z ein erzeugendes Element des Ideals X. Fiir jedes y eX
existiert also ein Element zeS, so daB y~ra-z ist; wir folgern
daraus nach bekannten Regeln der Booleschen Algebra, daB
z-y~ro-(x-2)~rax-2~ry, d.h. dab y~razy ist, woraus sich auf
Grund von (1) z—yeL ergibt. Das System X ist daher axiomati-
gierbar.

d) Wir setzen voraus, daf die Theorien T und T, denselben
strukturellen Typus haben. Es existiert dann eine (mehrmehrdeuntige)
Relation o mit der Menge § als Vorbereich und der Menge S, als
Nachbereich, und welche folgende Eigenschaft besitzt:
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(A) ist xoxy, Yoy, 50 sind die Bedingungen z—yel und
2, <yoeL, Aquivalent ).

Wir machen die Voraussetzung: @ o2y, y oy, und zVrypez,. Da
(#\/7y)—xel, s0 ergibt sich gemiB (1) 2y<w,eL, und analog
2y<yoeL, woran sich zeigh, daB z,<<(%,V 1, ¥o)eLy Es bedeute 2
ein (beliebiges) o-Urbild des Elementes 2)\/r, ¥y, d.h. 2px,V 1, 9,.
Da (zyV 1, ¥o) <®ge Ly, 80 2—>weL und z—-ye L, woraus z—(x\/7¥)eL.
“Auf Grund von (1) schlieBen wir, daB (x,V 1, ¥,)<<?, € L,, woran sich
zeigh;, daf

(:u) wenn m@%a yQyO! m\/Tsz()? da‘nn zO'VTomO\/TOyO ISt
Ganz analog wird bewiesen:
(#') wenn zowy, YeoUs 20%Vr1,Yy dann z~rzVry ist.

Ferner sefzen wir voraus: = ¢ @, % ¢y, und bezeichnen mit y
ein beliebiges Element, das die Bedingung y o @ erfillt. Fiir ein
beliebiges teS gilt (xV1 #)—>teL, woran sich auf Grund von (1)
und (u) zeigh, daB fiir jedes fHeS, (2,Vr ¥o)<<tpeL, gilt. Wir er-
halten daraus die Bedingung

('V) . y0<m3‘ eLo.

Fiir jedes tye8, gilt (x,V 7, #8) <tyeL,, woraus auf Grund von (4)
und (u') (xVry)—>telL fir beliebiges teS, d.h. y—ZeL folgt.
Daraus ergibt sich auf Grund von (1) a¥<y,eL,; daher gilt ge-
miB (v) #i~nvy, So haben wir bewiesen:

€3] wenn zo%, oYy, dann y,~r, x5 ist.
Wir definieren nun folgendermafen die Relation g:

29, dann und nur dann, wenn es Elemente vy,y, gibt, so daB
YoYo, Y~rz und y,~rg, o, ist.

Die auf diese Weise definierte Relation p erfullt offenbar
folgende Bedingungen:

(0) der Vorbereich von p ist §, der Nachbereich ist Sy;
(m) st @omy, Y~r® Yo~r,%, 50 Yo Y,

1) Vgl. Ty, p. 289.
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Wir setzen voraus: xzpxz, und xpy, Es gibt dann vier Ele-
mente u, v, Uy, vy fir welche z~ru, T~7v, Uy~r, Ly Vo~ 1, Y UDd
woug vevy gilh. Es gilt daher w—vel und v—>ueL, woraus auf
Grund von (A) wuy<voeLy vo<ugely, d.h. xzy~ry, folgt. Wir

" haben also gezeigt, dab

{0) wenn g, 0¥, dann @~z Y, gilt.
Ahnlicherweise beweist man, daB
{o) Wenn xp®, Yo%, dann xz~ry gilt.

Aus (u) und (z) schliefen wir, da8

{7) wenn gy, YoYe dann (2Vry)e (V1 Yok
und aus (z) und (&) daB
(v) wenn zp®,, dann Zpa} ist.

Die Bedingungen (o), (z), (o), (¢), (¥), (v) beweisen gemaf der
Definition k., daB die Kérper Kr und Ky, miteinander isomorph sind.

Nun setzen wir voraus, daB eine Relation o existiert, die die
Bedingungen (0), (#), (o). (), (), (v) erfilllt und daB o, Yo Yo
Die Bedingung z—yeL ist mit der Bedingung x~r (zV 7 y) und diese
ihrerseits mit der Relation z,~1, (%, 1, ¥,) &quivalent. In der Tat:
aus () folgt, daB wenn o~ (z\V r¥), 80 (®V 1 Y)e %, ist, woraus sich
auf Grund von (v) und (o) @~ (%V1,¥,) ergibt. Analog folgern
wir aus der Voraussetzung u,~r (Z,V 1, %), daB 2~r@Vry).
Daraus folgt:

ist wxox, yovy, so sind die Bedingungen

(%) r—yel und =z,<y,elL, Aquivalent.

Wir haben also gezeigt, daB die Isomorphie der Korper Ky
und Ky, die Identitdt der strukturellen Typen der Theorien 7 und T,
nach sich zieht.

e) Wir bezeichnen mit X ein deduktives System der Theorie T,
mit Ty die Theorie [8, X, —, 1. Wie wir in a) bewiesen haben,
ist X ein Ideal im Korper Kr. Wir definieren die Relation o auf
folgende Weise:

apb gilt dann und nur dann, wenn a ein Element des Korpers
Kr/X 18), b ein Element des Korpers KTX und bea ist.

18) Wir bezeichnen, wie fiblich, mit Kr/X den Restklassenkorper modulo X.
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Wir kénnen dann ganz leicht beweisen, dall diese Relation
die Bedingungen der Definition k. erfiillt. Es folgt daraus, daB die
Korper Kp/X und Kr, isomorph sind.

Nun setzen wir voraus, daf fiir ein gewisses System X der
Theorie T die Theorie Tx mit der Theorie 7, denselben strukturellen
Typus hat. Auf Grund von d) sind die Kérper Kry, und Kr, isomorph,
daher sind — gemé4B der oben bewiesenen Isomorphie zwischen den
Korpern Kr, und Kp/X — die Korper Kr, und Ky/X isomorph. Da
aber der Korper Kq/X mit dem Koérper Kr homomorph ist 1), so
ist auch der Korper Ky, mit dem Korper Ky homomorph.

Setzen wir nun umgekehrt voraus, daf der Koérper Ky mit dem
Korper Hr homomorph ist. Es existiert dann im Korper Kr ein
Ideal X derart, daB der Restklassenkorper Kr/X mit Ky, isomorph
ist27). Aus der Isomorphie der Korper Kr/X und Kr, folgt, daB die
Korper Kr, und Kr, isomorph sind, was auf Grund von d) die
Identitdt der strukturellen Typen der Theorien 7, und 7'y beweist.

Wie aus den Sitzen 1. und 2. hervorgeht, besitzt jeder fiir
abzihlbare Boolesche Korper bewiesener Satz sein Gegenstiick in
der allgemeinen Metamathematik. Unsere weiteren Uberlegungen
werden sich daher auf die Boolesche Algebra beziehen.

§ 2. Vor allem fithren wir nach Stone3) folgende Definition ein:

Definition m. Fiir jeden Booleschen Korper K=[4, ~,\/, ']
ist 6(K) ein aus allen Primidealen des Korpers K gebildeter topo-
logischer Raum, in welchem der Begriff der Umgebung folgender-
maBen erklirt wird: ist I ein Primideal in K, so ist die Menge U
der Primideale in K eine Umgebung von I dann und nur dann, wenn
IeU und ein Element zed existiert derart, daf U mit der Menge
aller Primideale in K, die # nicht enthalten, identisch ist.

Mehrere den Raum G(K) betreffende Sitze befinden sich in
der Arbeit von Stone. Sie sind — soweit man es aus seiner knappen
Abhandlung ersehen kann — lediglich fiir die Booleschen Korper
im eigentlichen Sinn formuliert und nicht fiir die verallgemeinerten
Booleschen Korper. Es besteht aber keine Schwierigkeit, die Stone-
schen Ergebnisse auf diese Korper auszudehnen; daher werden wir
ung im weiteren auf diese Sitze stiitzen.

'7) Dieser Satz folgt aus dem bekannten algebraischen Satze iiber Homo-
morphie der Ringe unter Bezugnahme auf den von Stone entdeckten Zusammen-
hang zwischen der Booleschen Algebra und der Theorie der Ringe. Vgl. M. H.
Stone, Subsumption of the theory of Boole’an Algebras under the theory of Rings,

Proc. Nat. Acad. of Sei. 21, No 2., pp. 103-—105.
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Zunichst fithren wir hier folgenden Satz von Stone ®) an:

Satz 3. Ist K ein Boolescher Korper, so ist:

a) der Raum G(K) bikompakt und total unzusammenhingend **),
b) jede Umgebung eines beliebigen Punktes offen und abgeschlofen.

Aus b) erhaiten wir das
Korollar 3¢. Der Raum G(K) ist nulldimensional 1?).

Wie aus der Definition m. hervorgeht; ist die Machtigkeit des
Umgebungssystems des Raumes & (K) nicht grofer als die Michtig-
keit der Menge A. s folgt daraus, daB wenn der Korper K abzéhlbar,
dann der Raum G(K) separabel ist. Daher ist der Raum & (K) (fir
ein abzihlbares K) mit einer Teilmenge der Cantorschen Menge C
homoomorph 20).

Die Klasse derjenigen Teilmengen der Menge (, die mit & (K)
homoomorph sind, wird mit S(K) bezeichnet.

Wir beweisen folgenden:

Hilfssatz 4. Ist K ein verallgemeinerter abzihlbarer Boolescher
Korper und XeS(K), so ist X im Intervall [0,1]=1 abgeschlofen.

Beweis. Wir setzen voraus z,e X (n=1, 2, ...) und gm,,——-:w.

Da die Menge X bikompakt ist, so gibt es ein Element. Ye X derart,
daB jede in X offene Menge V, die y enthals, unendlich weleu Ele-
mente x, enthilt 18). Wire die Identitit x=y falsch, dann wiirden
zwei disjunkte, in I offene Mengen W., W, existieren, s0 daB zeW,,

18) Ein topologischer Raum B heiBt bikompakt, wenn in je@er KlaJste g
der in E offenen Mengen, die die Bedingung M X=F erfillt, ein endlicher Teil ]
XeQ

existiert derart, daB > X=F ist. Man beweist, daB es fir jeden Teil X eines
zeQk*
bikompakten, unendlichen Raumes E einen Punkt el ggt derart, daB jede
in B offene Menge U die z enthilt, die Bedingung X- U=? erfiillt. )
Ein topologischer Raum E heiBt iolal unzusammenhingend, wenn es fiir
je zwei verschiedene Elemente x, y € B zwei in E abgeschloBene und em:i.nder
fremde Mengen X, ¥ gibt, die die Bedingungen z € X, y¢ Y , X4+ Y=EF erfillen.
19) Man kann leicht beweisen, daf die Bedingung dim G(X)=0 aus der
Bedin, a) folgt. i
g‘;’l)nifgl. z. B. K. Kuratowski, Topologie I, Monografie Matematyczne,
Warszawa—Lwéw 1933, p. 124, Th. VL.
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ye Wy wire. Da @ = lim @,, so gehoren fast alle Elemente x, zu W,,
d.h. hichstens nur endlichviele zu W,-X, obzwar diese Menge in X
offen ist und y enthélt. Die Voraussetzung z==y ergibt also einen
Widerspruch, woraus o=y und daher ze¢X folgt.

Korollar 5. Jeder abzihlbare Korper K ist mit dem Korper
aller abgeschlofienen und offenen Teilmengen einer gewissen abge-
schlofBenen, nulldimensionalen linearen Menge isomorph.

Beweis. Sei XeS(K); der Korper K ist —nach Stone®) —
mit dem Korper der abgeschlofenen und offenen Teilmengen des
Raumes G (K) isomorph. Aus der Homdomorphie der Mengen G (K)
und X folgt nun, daB der Kérper aller in G(K) abgeschlossenen
und offenen Mengen mit dem Korper aller in X ahgeschloBenen
und offenen Mengen isomorph ist, w. z. b. w.

Eine in I abgeschlofene Menge hat bekanntlich die Michtig-
keit <%, oder 2% 2). Mit Riicksicht auf den Hilfssatz 4. schlieBen
wir daraus, daB wenn K abzihlbar ist, dann & (K)<x, oder & (&)= 2%
ist. Da die Menge der Elemente des Raumes G (K) mit der Menge aller
Primideale des Korpers K identisch ist, so ist auch diese Menge
entweder abzdhlbar oder von der Michtigkeit des Kontinuums.
Wenn wir uns nun auf den Satz 2b. stiitzen, gelangen wir zum fol-
genden (in T,, 8. 289 angefiihrten)

Satz 6. Die Michtigkeit der Menge der vollstéiindigen Systeme
einer beliebigen deduktiven Theorie ist entweder <8, oder 2.

Setzen wir jetzt voraus, daB der Kérper K abzihlbar ist und
bezeichnen: mit Y (K), wo £<Q, die Ableitung é-ter Ordnung des
Raumes G(K) und mit a die kleingte Ordnungszahl, fiir welche

6(“’(K)=G(Q)(K) ist. GemdB dem Cantorschen Satz gilt dann die
Gleichheit:

(A) @<K>=‘,§[6@’<K>—-6‘5+"(If>]+6‘"’(K) 2),

Dieser Zerlegung entspricht die Zerlegung der Menge der Prim-
ideale des Korpers K.

) Vgl. F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, Veit u. Comp. 1914,
p. 320, Satz IV.

) Vgl. K. Kuratowski, 1. ¢, p. 115
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Hilfssatz 7. Die Menge GO(K)—G™(K) ist mit der Menge
aller Hauptprimideale des Korpers K identisch.

Beweis: Betrachten wir ein erzeugendes Element o des Haupt-
primideals I und die Menge U aller derjenigen Primideale J des
Korpers K, fir welche a'eJ ist. GemiB Definition m. gehort die
Menge U zum Umgebungssystem des Raumes G (K), wobei offenbar
IeU ist. Ist JeU, so a'ed, daher gilt gemil einer bekannten
Eigenschaft der Primideale #) a ¢, also I(CJ. Das Ideal I besitzt —
als Primideal — keine Teiler; wir schlieflen daraus, daf I=J; daher
U={I}. DemgemiB besitzt der Punkt I des Raumes G(K) eine aus
einem einzigen Punkt bestehende Umgebung; er ist daher ein iso-
lierter Punkt dieses Raumes, d.h. I¢G9(K)—&Y(K).

Setzen wir nun umgekehrt voraus, dafl I ein isolierter Punkt
von G(K) ist, also daB8 eine einpunktige Umgebung von I existiert.
Es folgt daraus auf Grund der Definition von Umgebung im Raume
G(K), daB es ein a gibt, so daB ael und aed fir jedes von I ver-
schiedene Primideal J gilt. Das Ideal (a’) ) ist dem Durchschnitt
aller derjenigen Primideale des Korpers K gleich, die o’ enthalten %y
Da I das einzige so beschaffene Ideal ist, so gilt I=(a’) und I ist
damit ein Hauptideal w. z. b. w.

Wir geben im folgenden eine Anwendung der Cantorschen

Zerlegung an. =
Vorausgesetzt sei, daB T' eine deduktive Theorie ist. Aus dem -

Hilfssatz 7. und dem Satz 2. schlieBen wir vor allem, dafB das Kar-
dinalzahlenpaar

6" (Kr)—G" (K1), ng; (69 (Kr)— G0 (K )]+ G (K1)

mit dem charakteristischen Paar (a,u) der Theorie T identisch ist ).
Daraus ist es leicht zu schlieBen, welche Werte von den Zahlen a,u
angenommen werden kénnen. Ist namentlich a<x, (d. h. im Raum

G (Kr) ist nur eine endliche Anzahl von isolierten Punkten enthalten),

so gilt GV(Kr) =6""(Kr) und demgemiB 1=G9(Ky). Daher ist

entweder u=0 oder u;z"“, weil 6(9)(KT), als eine perfekte Menge

3y Vgl. T,, Satz 30 (8). o

24) Wir bezeichnen mit (x) das Hauptideal, fiir welches x ein erzeugendes
Element ist.

25) Vgl. T, Satz 36.

) Vgl T, p. 289.
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im separablen Raum, die Méchtigkeit 0 oder 2% hat. Ist a==N, 80
enthilt der Raum & (Kr7) mindestens einen nichtisolierten Punkt
und daher u>1 gilt; dabei ist u<CR), wenn 6(‘“’)(KT)=O und u=2%
wenn 6(9)(KT)=!=0. So gelangen wir zum folgenden

Satz 8. Das charakteristische Paar einer beliebigen deduktiven
Theorie besitet einen der folgenden Werte (wobei n eine endliche Kar-
dinalzahl bedeutet):

(m, 0), (nazsu)y (Rgy 1)y (Rgy 8y), (3072&)) 7).

Wir wollen ung hier mit der weiteren Untersuchung der Zer-
legung (A) (deren wichtigste Aufgabe die Erliuterung der meta-
mathematischen Bedeutung der zu den. Mengen GE(K )~—~@(§""1) (K) (é=1)
bzw. zu der Menge 6K ) gehorenden Systeme wire) nicht befassen,
da die auf diesem Wege erhaltenen Begriffe, ziemlich kompliziert
und — wie es scheint — ohne gréfere Bedeutung fir die allgemeine
Metamathematik sind.

§ 8. Nun wollen wir die Frage der Isomorphie zweier abzihl-
barer Boolescher Koérper ndher untersuchen. Zuerst werden solche
Korper behandelt, in denen es eine bloB abzihlbare Menge von Prim-
idealen gibt. Folgende Definition erweist sich hier als zweckmifig:

Definition n. Wir nennen Charakteristik eines abzahlbaren
Korpers K, der eine nur abzihlbare Menge von Primidealen besitzt, das
Zahlenpaar (a(K),n(K)), wobeia(K) die Ordung und (K die Méchtig-
keit der letzten nichtleeren Ableitung des Raumes G(K) bezeichnet.

Es ist klar, daB 0<n(K)<<s,.

Moégen K und L zwei Korper mit nur abzihlbaren Mengen von
Primidealen sein. Seien ferner X;eS(K) und X,eS(L). Die Mengen
X; und X, sind also lineare abzihlbare abgeschloflene Mengen.
Notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Homdomorphie
dieser Mengen ist nach Mazurkiewicz und Sierpinski®) durch
das Bestehen der Gleichheiten

) a(K)=a(L), n(K)=n(L)

gegeben. Die Homéomorphie der Mengen X, X, (oder — was auf
dasselbe hinauskommt — der Réume G(K) und G(L)) ist nach

) Vgl. T, p. 289.

B) Vgl. 8. Mazurkiewicz et W. Sierpinski, Contribution & la topologre
des ensembles dénombrables; Fund. Math. L, pp. 1727,
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Stone®) eine notwendige und hinreichende Bedingung fir die
Isomorphie der Kérper K und L. Die Identitéten (*) driicken dem-
gemal eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Iso-
morphie der Koérper K und L aus. Wir erhalten so folgenden

Satz 9. Zwei abzihlbare (verallgemeinerte) Boolesche Korper
mit einer abzihlbaren Anzahl von Primideolen sind damm und nur
danm isomorph, wenn ihre Charakieristiken einander gleich sind.

Wir geben einige Folgerungen aus diesem Satze an:

Korollar 10. Jeder abzihlbare Boolesche Kirper mit einer
hochstens abzihlbaren Menge von Primidealen ist mit dem Korper
von Mengen isomorph, die in eimer abgeschlofenen, wohlgeordneten
linearen Menge zugleich abgeschloBen und offen sind.

Beweis. Moge K einen abzihlbaren Booleschen Koérper mit
einer hochstens abzéhlbaren Menge von Primidealen bezeichnen.
Es existiert offenbar eine lineare abgeschloBene und wohlgeordnete

Menge X, fiir welche W:n(K) gilt. Die Menge X ist also auf
Grund des unter ) zitierten Satzes von Mazurkiewicz und Sier-
pinski mit jeder Menge der Klasse S(K), also mit dem Raume
G(K) hombomorph. Aus der Hom$omorphie der Mengen G(K) und X
folgt die Isomorphie zwischen dem Korper aller in X offenen und
abgeschloBenen und dem Korper aller in &(K) abgeschloBenen und
offenen Mengen. Der letzte Korper ist aber nach dem Satze IV, von
Stone3) mit K isomorph, was die Richtigkeit des Korollars beweist.

Korollar 11. a) Es gibt 8, verschiedene Typen der Isomorphie
abzihlbarer Korper, die hiochstens 8, Primideale besitzen.

b) Es gibt 8, verschiedene strukturelle Typen deduktiver Theorien,
die hichstens 8, vollstindige Systeme besitzen 3°).

Beweis: a) erhalten wir aus dem Satz 9. mit Riicksicht darauf,
dal die Menge der Paare (a, n), wo 0<<a<<f und 0n<y, ist, von
der Michtigkeit », ist.

b) folgt aus a) und den Sitzen 1 und 2d.

) M. H. Stone, Boole’an Algebras ete. (Vgl. 3), Theorem IV,).
30) Vgl. T,, p. 289. -
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Korollar 12. Sind die charakleristischen Paare der Theorien
T wnd Ty gleich (xg,n) (wo 0<n<<R,), so haben die Theorien T und T,
denselben strukturellen Typus ).

Beweis: Aus Satz 2. folgt, daB die Korper Kr und Ky, &,

Hauptprimideale und » Primideale, die keine Hauptideale sind,
enthalten. Nach Hilfssatz 7. enthilt jeder der Riume G(Kr) und
G(Kr,) eine abziéhlbare Menge von isolierten Punkten und n Hin-
fungspunkte. Die beiden Korper besitzen daher die Charakteristik
(1,n). GemiB Satz 9. sind daher die Korper Kr und Ky, isomorph,
was auf Grund des Satzes 2d. die Gleichheit der strukturellen Typen
der Theorien I und T, gewihrleistet.
Betrachten wir nun die Isomorphie abzdhlbarer Korper, die
2% Primideale besitzen. Mogen K und L zwei solche Koérper und
G(K), G(L) die ihnen entgprechenden topologischen Riume bezeichnen.
Geméi,ﬁ der Formel (A) haben wir
B)=2 [6° (1) — 6% (1) + 6 (X),
E<a
(L)=216" (L)
Die Kerne 6*(K) und G”(L) sind miteinander homéomorph;

denn sie sind zwei nichtleere, perfekte, nulldimensionale Mengen.
Sind die Réume G (K) und G(L) homdomorph, so gilt

_ 6(§+1) )]+ 6(3) (L).

(1) a=§
wie auch (falls « keine Grenzzahl ist)
() & (E)—69(E) =67 (1) -6 (L),

denn die Homdomorphie zweier bikompakter Riaume die Homéo-
morphie aller ihrer Ableitungen bestimmt. An Hand einfacher Bei-
spiele kann man sich iiberzeugen, daB (1) und (2) keine hinreichen-
den Bedmgungen fiir Tsomorphie der Korper K und L sind, da sie
nicht die Homdomorphie der Réume G(K) und G(L ) nach sich ziehen.

Eine hinreichende Bedingung verhiltnism#Big allgemeiner Art,
erhalten wir aber, indem wir auBer Gleichheiten (1) und (2) noch
die Abgeschloﬁenhelt der zerstreuten Teile der Riume &(K) und G(L)
voraussetzen. Um zu beweisen, daB die so verstiirkte Bedingung
schon hinreichend ist, gentigh es sich auf den in der FuBuote 28)

) Vgl T,, p. 290.
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erwahnten Satz von Mazurkiewicz und Sierpinski zu berufen
und den. bekannten topologischen Satz anzuwenden, der- besagt,
daB aus der Homdomorphien zwischen abgeschloBSenen Mengen X
und ¥ sowie X* und Y* falls X mit X* und ¥ mit ¥* disjunks
sind, die Homdomorphie der Summen X--X* und Y4Y* folgt.

Alg unmittelbare Folgerung erhalten wir den Satz: ist a==p<1

und 6“7 (K)—6 (K)=6%"(I)— G(W L)<Rq, so sind die Korper K
und L isomorph. Auf Grund von Hilfssatz 7. ist dieser Satz fol-
gender algebraischer Deutung fihig:

Satz 13, Besitzen die abzihlbaren Korper K und L 2% Prim-
ideale und unter diesen eine nur endliche Anzahl von Hauptidealen,
so sind die Korper K und L dann und nur dann isomorph, wenn sie
dieselbe Anzahl von Hauptprimidealen enthalten.

Auf Grund der Sitze 2. und 1. erhalten wir eine metamathe-
matische Deutung dieses Satzes:

Satz 14, Alle deduktiven Theorien mit dem charakieristischen
Paar (n,2%), wo 0<<n<<ky, haben denselben strukiurellen Typus.

Als Gegenstiick zum Korollar 11. geben wir hier noch folgenden
Satz an:

Satz 15. a) Hs gibt 2% verschiedene Typen der Isomorphie abzdhl-
barer Korper, die 2% Primideale besitzen.
b) Es gibt 2% verschiedene strukturelle Typen deduktiver Theorien.

Um a) zu beweisen, geniigt es offenbar zu zeigen, dall es
wenigstens 2% verschiedene Homoomorphietypen unter den ab-
geschloBenen Teilmengen der Cantorschen Menge € gibt. Die im
folgenden angegebene Konstruktion ist eine fast genaue Wieder-
holung der Konstruktion von Mazurkiewicz und Sierpirski 32),

Sei A eine abgeschloBene beschrinkte lineare Menge, Z und P
entsprechend der zerstreute und der perfekte Teil von A. Wir be-
zeichnen fiir £<Q mit Z; die £-te Kohdrenz %) der Menge Z. Ein
Punkt ze A wird Punkt a-ter Ordnung dann und nur dann genannt,
wenn weP, weZ, und zeZ; fix £<a ist. Wir wollen beweisen,
daB falls eine Menge A* homdomorphes Bild von 4 und der Punkt »

82) Vgl, §. Mazurkiewicz et W. Sierpifski, 1. c., pp. 23—27.
) Vgl. F. Hausdorff, 1. ¢., p. 227
4%
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ein Punkt o-ter Ordnung der Menge 4 ist, so ist das Bild z* von »
ein Punkt a-ter Ordnung der Menge A*. Mogen Z* bzw. P* den
zerstreuten bzw. perfekten Teil der Menge A* bezeichnen. Aus der
Homdéomorphie zwischen 4 und A* folgt bekanntlich, daB P* ein
homg@omorphes Bild von P und Z* ein ebensolches von Z ist. Die
Kohérenzen der Menge Z (bzw. ihre Ableitungen) gehen durch eine
homoomorphe Abbildung in die Kohérenzen (bzw. ihre Ableitungen),
der Bildmenge iiber. Daraus schlieBen wir, da8 wenn zeP-[]Z;—7,
<
ist, so ist a*e P*.[] Z¥—2Z%,
i<

Mobge nun [y, @, ..., %ny ...] €ine beliebige Folge von den Zahlen

0 oder 1 und % eine natiirliche Zahl bedeuten. Betrachten wir nun
. 1 1

die im Intervall [2—]0-_{:37 5470]
Menge T, deren 2k-ip-te Ableitung die aus einem Element he-

stehende Menge {% +1: ist und bezeichnen mit C, die Cantorschen,

. 1 1 . .
Mengen in den Intervallen [my M]’ wobeil sich die Endpunkte
der C, mit den Endpunkten der entsprechenden Intervalle decken

(k=1,2,..)

w. z. b. W.

enthaltene, abzéhlbare, abgeschloBene

mogen. Wie leicht festzustellen, sind die Punkte ————

2k+1
die einzigen Punkte endlicher Ordnung der abgeschloBenen Menge
A'h,'iz,...,in, ZZ (Tk-+0k) + {0}7
k=1
wobei der Punkt Y] +1 die Ordnung 2-%--4, hat. Auf Grund des

oben bewiesenen Hilfssatzes folgt, daf die Mengen Ay i,
und Aj]’h’ iy DUr dann homgomorph sind, wenn die Folgen
[ty B2y <oy ny o] UDA [f1y G2y oo 5 Juy -] identisch sind. Da dabei die
Menge A;; ;5 ... i, ... fir jede Folge [i1,1s,..., in,...] nulldimensional
ist, d.h. in die Cantorsche Menge ¢ topologisch eingebettet werden
kann, so gibt es Wenigstens 2% topologische Typen unter den ab-
geschloBenen Teilmengen der Cantorschen Menge C.

Aus dem Satz 15 a) schlieen wir, daB es 2% verschiedene struk-
turelle Typen unter den Theorien gibt, die 2% vollstindige Systeme
besitzen, voraus der Satz 15 b) unmittelbar folgt.

seay U onn
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§ 4. Wir wollen uns zum SchluB mit den ,,Universalititseigen-
schaften” der Korper befassen, die 2% Primideale besitzen.

Satz 16, Ist K ein abzihlbarer Korper mat 2% Primidealen und I
ein beliebiger abeihlbarer Korper, so ist L mit K homomorph.

Beweis. Wir untersuchen die den beiden Korpern zugeordne-
ten topologischen Réume G(K) und S(L). Der Raum G(L) ist be-
kanntlich mit einer abgeschloBenen Teilmenge der Menge C homéo-
morph. Der Kern 6(“)( K) des Raumes G(K) ist mit ¢ homdomorph,
wobei die Differenz &(K)—G“(K) in G(K) ersichtlich offen ist.
Es folgt daraus, daf der Raum G(L) mit dem Komplement in Bezug
auf G(K) einer in G(K) offenen Menge homdomorph ist. Daraus
ergibt sich aber auf Grund des Satzes IV, von Stone?) die Homoo-
morphie der Korper K und L.

~ Wie v. Neumann und Stone ) bewiesen haben, enthilt ein
abzdhlbarer Korper K, mit dem der Korper I homomorph ist,
einen mit L isomorphen Teilkérper. Aus dem Satz 16. erhalten wir
daher folgenden

Satz 17. Ist K ein abzihlbarer Korper mit 2% Primidealen und L
ein beliebiger abzdhlbarer Km"per, so gibt es eimen mit L isomorphen
Teilkorper M von K.

‘Wie aus Satz 2d hervorgeht, ist folgender Satz ein metama-
thematisches Gegenstiick des Satzes 16:

Satz 18. Ist T eine Theorie, die 2% vollstimdige Systeme besitet,
und T, eine beliebige, deduktive Theorie, so existiert ein Sysiem X
der Theorie T derart, daf die strukturellen Typen der Theorien T
und Tx gleich sind.

#) J. v. Neumann and M. H. Stone, The determination of representative
elements in the residual classes of a Boole’an algebra, Fund. Math. XXV, pp. 3563—378,
Theorem 17,


GUEST




