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Sur un ensemble a propriété A
Par

Waclaw Sierpinski (Warszawa),

En utilisant ’axiome du choix, mais sans faire appel & I'hypo-
thése du continu, M. F. Rothberger a établi récemment!) I’exi-
stence d’un ensemble linéaire jonissant de la propriété A, mais qui
la perd lorsqu’on ajoute & lui I’ensemble R de tous les nombres
rationnels.

Le but de cette Note est d’obtenir un tel ensemble linéaire
par une simple modification de 1’ensemble envisagé en 1917 par
M. N. Lusin et qui lui a servi pour établir, sans faire appel & I’hy-
pothése du continu, Pexistence d'un ensemble linéaire toujours de
I-e catégorie 2).

 étant un nombre irrationnel de l'intervalle I=<0,1>, soit

1], 1]
(@) F Tagl) T
son développement en fraction continue.

z et y étant deux nombres irrationnels de I, convenons d’écrire
z<y #il existe un indice p, tel que a,(z)<a.(y) pour n>=p.
La relation < est évidemment asymétrique et transitive; ’ensemble
N de tous les nombres irrationnels de I devient partiellement
- ordonné par la relation <.

Soit
(2) D1y B2y veey Biog Biof 1y «ory Bty oo (E<p)

(1) o=

une suite transfinie (de type ¢) formée de tous les nombres de N
(et dont l'existence résulte, comme on sait, de 'axiome du choix).

!} voir ce volume, p. 294~ 300.
%) Fund. Math. 2 (1921), p. 155.
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Nous définirons maintenans par I'induetion transfinie une suite

-transfinie de nombres irrationnels

(3) .y1,y2""7yw7yﬁ)+17"'7y§7"" (E<19)
comme il suit.

Posons y,=wx, et soit o>1 un nombre ordinal donné. Sl
existe des nombres z; de la suite (2) tels que Y=, pour &<a,
nous définirons y, comme le premier d’entre eux. Si de tels
nombres x; n'existent pas dans la suite (2), la définition de la
suite (3) sera considérée comme achevée et lg suite sera alors de
type d=a.

Soit & I'ensemble de tous les termes de la suite (3) ainsi dé-
finie. Je dis que 'ensemble B jouit de la propriété A et que I’ensemble
E+R n'en jouit pas.

Je vais prouver d’abord que @ est un nombre ordinal de
seconde espéce, non confinal avee . ~

Si (1) est un nombre de N et si ’on pose

11
(@)1 a1 T

on aura évidemment z<x'. Il en résulte que ¥ est un nombre
ordinal de seconde espéce. :

Soit maintenant a;,a,... une suite infinie de nombres ordi-
naux <. Posons:

’

n
Y l
b‘n=2» “n(;’/ak)y ?lz_l—f“j—'f-u
k=1
On a alors, comme on voit sans peine, yak<y pour k=1,2,...

Vu la définition de la suite transfinie (3), il en résulte qu’il
existe un nombre ordinal a<d, tel que az<a pour k=1,2,... Cela
prouve que le nombre ¢ n’est pas confinal avec o.

On a donc 9= et l'ensemble E est indénombrable.

Lemme 1. Quel que soit le mombre z, de N, Uensemble
Q=E[zeN, znon<z,] est un Gs.

Démonstration. Soit x,eN. I résulte des propriétés con-
nues des fractions continues que les ensembles ‘

anE [megvy a,,(w)ga’,, (wo)]
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sont ouverts dans 9. Or, vue la définition de la relation -2, on
trouve sans peine

Q=10 =[] (€, + @y

Les ensembles @, donc aussi les ensembles @, 4@,  +..., étant
pour n=1,2,... ouverts dans N, I'ensemble @ est un G; relativement
3 N, done, N étant un Gs, Q est un Gs, c. q. f. d.

On démontre pareillement le

Lemme 2. Quel que soit le nombre xz,eN, Densemble
E[zeN, z,non < x]
X
est un Gs.

Corollaire 1. Etant donné un nombre ordinal quelconque a<<d,

les ensembles E[é<<a]l et E[é<a] sont & la fois des F, et des Gs
Ys KH
relativement & E.

Démonstration. Soit &<a<®. D'aprées la définition de la
suite transfinie (3), on trouve sans peine

E[{<a]=E-E[zeN, y,non < z].
Ys z

Or, d’apres le lemme 2, l’ensemble E [xeN, v, non <x] est

un Gs: ’ensemble B [£<a] est done un Gy relatwement 4 F, de méme
¥:
que I'ensemble E[{<a].
Ye
D’auntre part on trouve:

Ela<é]= EE[meEN znon<y,]

Ye
et on en conclut d’aprés le lemme 1 que l’ensemble E[a<{&], done
Ye
aussi ’ensemble E[a<<£], est un G; relativement & E. L’ensemble

Ye

E[{<a]=E—E[a<f] est donec un F, relativement i E, de méme
Ye Ye

que ’ensemble E[f<a], c.q.f. d.

Ye
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On déduit du cor. 1 ce

Corollaire 2. Sia<<f<9,les ensembles E[a<§<5] et BEla<<é<p]

sont des F, relativement & E. Ys LH
En effet, on a Ele<é<fl=E[a<&]-E [E<ﬂ] et le produit
yn.

£ N

de deux ensembles F, relativement 4 E est un F, relativement & K.

Nous allons maintenant démontrer que l’ensemble E jouit de
la, propriété A

Soit D:(ym,y%,...) un sous-ensemble dénombrable de E, ou
dgy Uy, ... st une suite infinie de nombres ordingux <¢. Comme
nous savons, il existe un nombre ordinal a,<<¥ tel que a,<a; pour
n=1,2,...

Soit n un nombre naturel donné. Si a, est le plus petit nombre
de la suite ’
(4) Uyy gy eey
posons H,=E[f<a,]. §il existe des nombres de la suite (4) qui

Ye

sont <a,, il existe évidemment le plus petit nombre ordinal a, tel
que P’on ait a,>a: pour tous les k pour lesquels on a ax<<ay; on a alors
<< an. Sioun tel a«, figure, lui aussi, dans la suite (4), posons
H,=E[a,<&<a,]; en cas contraire, soit H,=B [o,<E<an].

Ye Yg

I1 résulte des corollaires 1 et 2 que ’ensemble H, est un F,
relativement &4 ¥ (ou vide). Or, on voit sans peine que

(h) D= E[t<a1]—2,H
J: n==1

Les ensembles H,(n=1,2,...) étant des F, relativement & F

et Pensemble E[f<a,] étant (d’aprés le cor. 1) un Gs relativement
Ye
4 F, il résulte de (5) que D est un @; relativement 4 FE.

Aingi I’ensemble E jouit de la propriété A.

Soit maintenant U un ensemble lingaire ouvert contenant
Pensemble R de tous les nombres rationnels. D’aprés un lemme
que j’ai démontré antérieurementl), il existe un e, tel que
U contient tout xeN pour lequel il existe au moins un ¢ naturel
tel que a{x) = a; (o).

1) Ce volume, p. 303.
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Vu la définition de la suite transfinie (3), on ne peut pas avoir
¥:=@, pour £<d. Il existe donc un nombre ordinal a<<® tel que
y,n0n<a,. On a donc & plus forte raison Y NON < Ty POUT a<<& <
(puisque y, <y, pour a<<é<d).

Soit £ un nombre ordinal tel que a<<é<d. On a done y, non <,
et, vu la définition de la relation <3, il existe un undice 7 tel que
a,(y:)=>a,(xo), Aot y,eU en vertu du lemme précité. On a done
Y:eU pour a<E<d, c. & d. E[a<E]CU. Nous avons ainsi démontré

Ye
qu'il existe pour tout ensemble ouvert UCR un nombre ordinal
a<<? tel que E[a<ECU.
Ye .

Soit maintenant I' un G linéaire quelconque contenant K.

11 existe donc une suite infinie Uy, U,,... d’ensembles ouverts telle que

(6) r=0,0,...

D’aprés 'CR et (6), on a U,CR pour n=1,2,... e, comme
nous venons de démontrer, il existe pour tout » naturel un nombre
ordinal a,<<®# tel que

(7) - E[an<EICU,.
Ye

\ e .
Comme nous savons, il existe un nombre ordinal a<<?, tel que
a>a, pour n=1,2,... Nous avons donc

E[a<€]CE [0,<£]

L Ye
ce qui donne d’aprés (7) et (6) E[a<&]CI.

Ye
. Or, le nombre ordinal ¢ étant, comme nous savons, non con-
final avec w, I’ensemble E[a<] est indénombrable. L'ensemble EI'
L

est donc indénombrable. Ceci étant vrai pour tout ensemble I' qui
est un @ contenant &R, nous concluons que I’engemble R n’est pas
un (s relativement 4 E+ R.

Ainsi Pensemble E+R ne jouit pas de la propriété A.

pour n=1,2,...
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Some Methods of Proving Measurability.
By
H. D. Ursell (Leeds).

1. The present paper is part of an attempt to systematise as
far as possible the cases in which we can say that a function is
measurable (B) or measurable (L). The limit-processes used in ele-
mentary analysis can be divided into sequence limiting processes,
e.g. u. bd, lim and continuum limiting processes, e.g. u. bd.,

. (n) n-»co (x)
lim.
X=po0

In elementary analysis there is an exact parallelism between.
the two kinds of limit process. But in the more advanced parts
of analysis, in which not every function is continuous, this paral-
lelism breaks down. '

A sequence limiting process preserves measurability (B) but
a continuum limiﬁing process may destroy it. For instance, Neu-
bauer has shown?!) that the partial derivatives of a function
measurable (B) are not themselves necessarily measurable (B).

A sequence limiting process preserves measurability (L) but
a continnum limiting process may destroy it. For instance the
formula

1) F(p)= upper Pmmd flz;y)
may produce a non-measurable function F(z) from a measurable
function f(z,%): or from a null-function f(z,y), i. e. from a function

f(z,y)=0 almost everywhere, it may produce a function F(zx) which
even, if measurable need not be a null function. In fact we can form

1) M. Neubauer, Monatshefte fiir Math. und Phys. 38 (1931), p. 139.
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