Sur les séries orthogonales
par

J. MARCINKIEWICZ (Wilno).

Ce Mémoire contient quatre chapitres ayant pour objet des
problémes différents. Dans tout ce qui suit, nous désignerons par
(g, ()} un systéme orthogonal et normé dans lintervalle (0,1).
Pour simplifier les énoncés nous allons introduire quelques no-
tations.

On dit que le systéme {p, ()} jouit de la proprieté (c) si la
convergence presque partout de la série

©.1) Nag.® )
entraine
0.2) a,= o (1).

En rérnplégant dans cette définition la convergence de la série
(0.1) par sa convergence absolue p. p. et la condition (0.2) par

(0.3) : Dla| <o,

on obtient la définition de la propriété (d).
Ces notations sont dues a M. W. Orucz ¥).
Lorsque la condition

1) Le signe X' désigne ﬁ'.

) W. Orlicz, Zur Theorie der Orthogonalreiben, Bull, Ac. Pol. (1927)
p. 81—115; comparer aussi: S. Kaczmarz et H. Steinhaus, Theorie der
Orthogonalreihen, Monografie Matematyczne, Warszawa - Lwow, 1935; spéc,

p. 152154,
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(0.4) Yt <o

est nécessaire et suffisante pour la convergence presque partout
de la série (0.1), nous dirons que le systéme {p, ()} admet la pro-
priété (H). En y remplagant la convergence p.p. de la série (0.1)
par sa convergence partout et (0.4) par

(0.5) 2la,| <o,

nous obtenons la définition d’une propriété que nous appelle-
rons (K).

Si la condition (0.5) est seulement nécessaire pour la con-
vergence partout de la série (0.1), nous dirons que le systéme
{p+ ()} jouit de la propriété (k).

Enfin, la série (0.1) sera dite de classe m,(1+Ip <w) sl
existe une fonction f(#) €L’ pour laquelle

06) lim flf(t) — Ya,9,0)fdi=0,

et de classe m (q 2) (respectivement m,) s’il existe une fonc-
tion fel? (respectxvement continue) telle que

1
o= [fOs0d  ¢=1,253,.)
0.7) °
f Fldi=3ad.
0 v
Le premier Chapitre contient le

Théoréme 1. Les propriétés (c) et (d) sont équivalentes
d Pinégalité

1
0.8) lim inf f lo.()|dt> 0.
® 0

Le premier théoréme du deuxieme Chapitre est le

Théoréme 2. Les fonctions ¢, €étant bornées, il existe une
suite parilelle 1,!! = (p te/le que chaque série

(0'9) | . Ear ‘pr (t)
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de classe m; (9>2) soit aussi de classe m_ et converge presque
partout; de plus, en désignant par S* () le maximum des sommes
partielles de la série (0.9), on a

(0.10) [1swprar< 4, [irra ».
0 i)

Sous les mémes hypothéses on a le

Théoréme 3. Si la série (0.9) est de classe m, (q>2),
(les fonctions ¥,=¢, étant choisies convenablement) la serze

28? a, lpr (81‘:: i 1; ¥ :_"1, 2, ...)

est de méme classe quelle que soit la suite {e}.
En supposant le systéme uniformément borné, on a le
Théoréme 4. Les fonctions ¢, (f) étant uniformément bor-
nées, on peut choisir la suite partielle Y,~ ¢, de sorte que toute

série (0 9) de classe m, soit aussi de classe m, pour chaque g fini
et qu'on ait (la définition de S* étant la méme gu’auparavant)

o1 [isra<a fira<s (s’
0 0 N

La premiére partie de cette proposition est connue, elle est
due & M. Banacu¥). .
Le dernier théoréme du deuxidme Chapitre est le

Théoréme 5. Les fonctions ¢, (t) étant continues, on peut
choisir la suite partielle Y~ ¢, de sorte que toute série 0.9) de
classe m, soit uniformément convergente.

Le Chapitre Il contient le

Théoréme 6. Pour que le systéme {p,({)} contienne une
suite partielle Y=, ]ouzssant de la propriété (H), il faut et il
suffit que 'on ait

1
(0.12) lim sup fl @, |dt > 0.
. P00
0
N A4 A4, A,', etc. désignent des constantes différentes dans les diffé-
rents contextes.
i) S.Banach, Surles séries lacunaires, Bull. Acad. Pol. (1933) p. 149—154,
1*
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Le théoréme fondamental du Chapitre IV est le

Théoréme 7. L'inégalité (0.12) étant vérifide et les fone-
tions @,(t) continues, le systéme contient une suite partielle P,
Jouissant de la propriété (k).

Il est évident que chaque systéme uniformément borné
satisfait & P'inégalité (0.12), d’ott le

Théoréme 8. Chaque systéme {9} de fonctions uniformeé-
ment bornées et continues contient une suife parlielle jouissant
de la proprieté (K).

La proposition suivante compléte le résultat du théoréme 7

Théoréme 9. Les hypothéses du théoréme 7 étant véri-
fiées, on peut choisir la suite partielle W == ®, de sorte que pour
toute suite {a,} telle que

et chaque nombre s il existe un poini x dans lequel .la série
(0.9) converge wers s.

En joignant les théorémes 5 et 7 on obtient le

Théoréme 10. Sous les hypothéses du théoréme 7 il existe
une suite partielle Y=, telle que toute série (0.9) de classe
m satisfait ¢ la condition (0.5).

-Chapitre L

1. Les propriétés (c) et (d) étant équivalentes il suffit de
démontrer le théoréme 1 pour la propriété (c). La démonstration est
basée sur un lemme important da a R. PaLey et M. A. Zvaewmunp 9).

Lemme 1. En posant
b b
) [fidreG—aaB, [far -8

A
(1.2 E~E(7B< /W< 58),

) R. Paley and A. Zygmund, On some series of functions III, Proc.
Cambridge Phil. Soc. (1932) p. 190205,
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on a linégalité
e
(1.3) E| 5 (b—a)

Nous allons reproduire la démonstration. Posons
E1:: E( If(x) ; < A B)7 EZ: E(]“B “/': f(.\’) 3 L U B)s
CE=EC>uB), (0<i<u).

D'aprés (1.1) on obtient
b

/‘lf<x)\d.r~—-—f+f+ /‘L;e:-JB(b—a).
E E,

E,

Or
22 - 2 7. - D2
B E,| < [fdx < Bo—a)

d’olr ,
E,|<u(b—a).

En appliquant l'inégalité de Schwarz, on trouve en vertu de la
derniére formule

/f‘ dx <L Bu~' (b — a).
E

D’autre part, d'une fagon évidente

/‘!f]dx.{\f .B (b— a),

on obtient donc
lE,|uB>> /Iﬂ dx > B(d— .—u") (b—a).
E,

En y posant i==u = —EI, on arrive & la formule (1.3).

2. L’inégalité (0.8) équivaut & l'existence d’un nombre po-
sitif ./ satisfaisant aux inégalités

1
(1.4) [lo.001dt - 4 r=1,2..).
0
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En appliquant le lemme 1 avec 5 =1 on obtient

4 4 /°
s  EI=IE(f<InwI<) >

D’autre part, la série (0.1) étant presque partout conver-
gente, il existe un ensemble E, |E|>1—°[16 dans lequel la
suite {a,,(?)} tend uniformément vers zéro, donc aussi

Ia)‘| /Iq)ildt-—.*o‘
£
D’aprés (1.5) on obtient
a*
o [igld>la [lg. a5

E'E,

<l

Il en résulte que a,— 0.

La suffisance de la condition (0.8) se trouve ainsi établie,
la nécessité est banale. En effet, si '’hypothése (0.8) tombe en
défaut, on peut choisir la suite {n,} de sorte que I'on ait

1
2f|q°nr]dt<oo.
"o
La série

29,0

Y

converge alors presque partout sans que la suite de ses coeffi-
cients tende vers zéro.

Remarque. M. ORLICZ a bien voulu m’informer que le théordme 1 lui
était connu depuis longtemps. Notamment, on peut démontrer ce théoréme
directement, sans employer le lemme 1, de la maniére suivante:

La nécessité de la condition (0.8) é&tant évidente, il s'agit seulement de
démontrer qu'elle est suffisante. Or, Pinégalité de Schwarz donne pour tout
ensemble £

[le, @) | de < |E[2,
E

par conséquent, si l'on choisit 'ensemble £ de sorte que la suite {a, e, (6))
y tende uniformément vers zéro et que l'on ait

ENGIE Y
E

on aura a,—0,
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Chapitre 11

1. Nous désignons par {w, (!} le systéme orthogonal de
M. Watsu. Les résultats suivants sont diis a R, Patey ©).

Lemme 2. Toufe série
2.1) - a0
constituant le développement d’une fonction fel” (p > 1) est de

classe m,,.

Lemme 3. La série (2.1) étant de classe m, (p >1) et
{L} désignant une suite croissante de nombres naturels soumis
aux inégalités

byt g >1 (r==1,2,...),
toute série
Ayt
(2.2) e, Eak w, (t) (e==%1),
¥ k—:}.'.

est aussi de classe m,.

Lemme 4. Si la série (2.1) est de classe m, (p > 1), alors

en posant _
Ay

S* (]“x t) == sup 2 a,w, (t) s f;—__ Ear w, (t);

k=1 v
on a
. | L
©2.3) [is*opdi< 4, [1fpa.
0 0
2. Soit ‘
(2'4) (pr (t) = Ear, i wl(t) I ) ] q)1'1 ié Mvr ¢
Il est évident que ‘
(2.5) lim g, ,=0 i=12,...)

Il en résulte, d’aprés le lemme 2, qu’on peut choisir deux suites

{n)} et {m,) de maniére & satisfaire aux inégalités

6) R, Paley, A remarkable system of orthogonal functions, Prac. Lond.
Math. Soc. 34 (1932) p. 241—279.
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i <1 | o ()— di) <2 mT (0,1, e, my 1=1,2,00,0)
I 29) max | [1, 01, (pdt| <2 m (=01,

26) =0, Da ok h @ -1, A L

1 .

- P =12, ...,0).
(2.7) / b, 't 27", (2.10) max | / o D] <2Tm (p=1,2,...5 u=1 )

0 ' Jl.m_,,
(2.8) m ., [m, g > 1. 4. Supposons qu'une série

§
Quelle que soit la suite 1) a,=0(1), la série ; @.11) ‘Sa’ W,

‘7 ! o . ke
‘T’IQ" h| ou les ¢, sont les fonctions définies dans le paragraphe précé

dent, soit de classe m].

. . » q . I3
converge presque partout et sa somme A appartient a4 L? pour Nous allons démontrer qu'elle converge uniformément. En

chaque ¢ fini; cela résulte immédiatement de (2.7) en vertu de , ;
Pinégalité de Minkowski. Or, si la série (0.9) est de classe m, ‘ effet, soit

~. 3 X€ JI my, "
- (g322), la série Tk
Mg =1 L ; de classe m’, on a

-y La série (2.11) étant de clas o

2 a.-( Ean,‘,i ‘L’,-(t)) 2 ( . -k 2 i
o Srod= | Yap@di+ Sa, [w.od,

) . s b . , o . r= r=k=1 4, 2
Pest aussi, donc, d’aprés le lemme 2, cette derniére série est de Jimy, Sy iy

classe m_ et le théoréme 2 résulte du lemme 4. On déduit de

et cette formule donne, d’aprés les inégalités (2.9) et (2.10),
méme le théoréme 3 du lemme 3. Le théoréme 4 résulte du théo-

' 3 k =2 —L —1
éme 2 et d ; ' k N T m Y a, .27 = o (m)
T e [ro—Sanwal< a2 miem! Sla)
Lemme 5. Le systéme 9.} étant uniformément borné, on : - "l - .

peut choisir la suite partielle Y.=¢, de sorte que l'on ait uniformément en x. Cela démontre le théoréme 5.

1 .

3 2 ‘

/ < A, (3], Chapitre IIL.
v . . t basée
ou ' 1. La démonstration du théoréme 6 est longuft, Cuet est Zont
; sur un certain nombre de lemmes dont le plus importants
f=2ay, j"ﬂdf =Xa. les lemmes 6 et 11. ' .
1' : P . ~ Lemme 6. Pour chague nombre A>2 on peut c/’lozsu' ';zne
Ce théoréme est di a M. Banach; on pourrait Iobtenir en suite partielle Y= ‘P,;. el un ensemble P, de sorte que l'on ai
utilisant le systéme orthogonal de M., WaLs, d’aprés les résultats o 4~
de PALeY, mais nous n’insisterons pas sur ce point. (3.1) |P|>1—
3. Supposons les fonctions #,(?) continues et posons et, pour chaque couple de points a,bep,
b
g™ (Plg, p+1]g); ' 2,

; . o . ’ y (3.2) lim sup [l(/’,wdt“‘;\-A.(b_a)'
il est facile de définir les suites {n} et {m) de fagon que I'on ait . - |



10 J. Marcinkiewicz.

Démonstration. Désignons par M, I'ensemble des seg-
ments </ pour lesquels

(3.3) lim sup f gldt > Al 4.
=0 5

Supposons Pensemble M, non vide et choisissons un segment /,
quelconque de I'ensemble J/, tel que

(3.4) | | >1/> borne sup | /|,
de M,
D’aprés Pinégalité (3.3) on obtient

],

1> lim sup [ @’dt - A
17— :ll

donc
|| <A™

Désignons maintenant par 4 le segment concentrique & 7,
de longueur 2|4, |. Ce segment satisfait évidemment 2 Iinégalité

35 || > b.sup | ]

Choisissons la suite {9, de sorte que l'on ait

V= 0

(3.6) lim inf |} dt-A| 4|,
Jl

et désignons cette suite par {p, .}

Considérons maintenant 1’ensemble M, des segments o/ dis-
joints avec " pour lesquels

lim sup fgoiq, dt > A|4d|.
=)

Y

En supposant M, non vide, nous pouvons choisir un segment 7,
et une suite partielle {p,} de la suite

: . {p,.} de manitre 2 satis-
faire aux inégalités

3.7 [dy| > 2 b.sup | 1,
Je M,
(3.8) lim inf /gof dt = Al
| —) —j: “
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On voit facilement que
[, |+, < AT

Désignons maintenant par </, le segment concentrique 2 </, de lon-
gueur 2|4,|. On aura

|y | > b.sup |4].
det,

En procédant de méme nous définirons les ensembles M,
My,.o..... , M,, les segments 4, 4,,..., 4, et 4y, ..., 4 et
les suites {gg ) {4 Jsevs 1P 0

Considérons I'ensemble A, ,, des segments < disjoints avec
les segments 4, ..., 4, pour lesquels

lim sup [tpi Ldt = Ald].
T 0 Y !

En supposant cet ensemble non vide nous pouvons choisir un
segment 4, et une suite partielle {7,.,,} de la suite {p,.; de
maniére 4 satisfaire aux inégalités
| 1| > b f{g!d B

lim inf [ gy, dt e Ajd, ]
7= 0 "’k.-}—l
Deux cas sont i distinguer: ou bien un des ensembles M, et
vide, ou bien tous les ensembles M, sont non vides.

Dans le premier cas nous poserons

w—q,,, P=0O1)—2d,
! 1

ol k désigne le plus petit indice pour lequel Pensemble M, ,, est
vide. On a d’une fagon évidente

k k
| Y <2y 4] <247,
1 1

et la condition (3.1) se trouve vérifiée. Pour prouver que I'iné-
galité (3.2) est aussi satisfaite, supposons que a,beP et que
I'on ait \ :

lim sup /wf dt > A(b— a).

Y er 0
a
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¢ . . , . )
Cette hypothése entraine nécessairement (comme Mk_H est vide)

que Vintervalle (a, 6) admet des points intérieurs communs avec
un des segments ., A, ..., .

‘Supposo*ps que </ soit le premier de ces segments pour le-
quel |(a,8) /7| > 0. Aucun des points intérieurs de .7 n’appar-
tenant & P, il s’ensuit que lintervalle (a, 5) contient ]g segment
</ tout entier, ce qui donne ‘

(3.9) b—aZe ! d| > b.sup |.7].
deM, '

D’autre part, l'intervalle (a,5) étant disjoint avec les segments

Ay yyeniy 7, on a, daprés la supposition faite, (a, b) ¢ M
c’est-a-dire o "

b—a < bosup ||,
JeM,

mais cela contredit I'inégalité (3.9).

S; . ) .
i aucun des ensembles M, n’est vide, nous poserons
(f//‘r: (/‘)r, r‘ ) P::: (0)1) — L‘“/’ _,_'/ljk *

On a pour chaque n

m—s oL

Pizlimsup 3 [yldt= A | |
re=] ‘.lr 1 vl
done

En y posant n = © on obtient

-‘:} dll < A—I’

donc aussi

f;dﬁj.{z‘id: 234 <247

et ] iti
a condition (3.1) se trouve encore vérifide. Il nous reste a dé-

montrer pour ch
p haque couple de nombres q, b¢ P Iinég

b

lim sup [yl dt < A(b— a).

[

alité

a
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Supposons 'inégalité contraire. Dans ce cas il est aisé de
voir que lintervalle (a, ) contient des points intérieurs d'un des
segments -/, Supposons que /" soit le premier pour lequel on ait
| 47 (a, b)| > 0, a, b appartenant & P; il en résulte (a,b)> A7, '
cest-a-dire | /7| < b—a. D'autre part (a,b) e M,, donc

b—a < sup |4,

e M),
contrairement a l'inégalité précédente.
Le lemme est donc entiérement établi.

2. Lemme 7. Soit
1

/“ff',.ldtﬁ-» 2w>0 (r=12...).
0
Il existe alors une suite partielle W, =, et un ensemble P de

mesure positive tel que, pour chaque couple a,b de nombres appar-
tenant a P, on ail
b

(3.10) .lim inf /I W, dt > 0(b—a).

Démonstration. La démonstration est tout a fait ana-
logue i celle du lemme précédent. Désignons par M, l'ensemble
des segments ./ pour lesquels

(3.11) lim inf [[ ¢l dt L]
e 4 .

Choisissons ensuite (en supposant M, non vide) un segment .7,
et une suite ¢, =@, de maniére a satisfaire aux inégalités
, ;

(1+¢8)|4,1> b.sup i1,

Je M,

lim sup [19,,dt <ol
3

ol ¢ désigne un nombre positif que nous préciserons plus loin.
Désignons encore par . le segment concentrique a 4, de lon-

gueur (1+8)|4]. ‘
Supposons M, M,,..., M, o, dyy.oy <, AL Ay A,

et les suites {¢ ), {®, Jyeeo {,,} définies.
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Considérorﬂlsv l’fnsemblg M, , des segments -/ disjoints avec
les segments 4, ..., 4 et satisfaisant & I'inégalité

.. T
limint [|g, | de < o],

~f
f_;n supposant Mn_{_l non vide nous pouvons choisir un segment

» 3 ‘r M " L3
it .et une sult‘e parthlelle \(pn_’_m} de la suite {fp, .} de maniére
a satisfaire aux inégalités
(I+& | | >bosup |7, limsup [[p,  |dt-"e|d |
Sem : n-llr a ISR
n--1 V> 0 7" !
n-}-1
, s L .

§ous ddes1gnerons par 4\, le segment concentrique au segment
7.4, de longueur (1+&) | |,

Deux cas peuvent se présenter: ou bien il y a seulement

NP . L

un nombre -fm‘1 ‘d ensembles M, non vides ou bien il en existe
un nombre infini.

Nous nous occuperons seulement du deuxiéme cas, en lais-
sant aux lecteurs le premier.

Posons

(/Jq'= (pa',a'; P':: (0)1) - 2"/:"

¢

Pour chaque n on a
Plirn sup Y /J Y ldt <o 3 d| <o,
- Feel -.’k — :

Il en résulte que

a-l—l>n:o inf /| Ul dt > w,
n

C X4,
k;1"

En appliquant l'inégalité de Schwarz on en obtient
] C'szkl > (:)2;
fe=t
€n y posant n = o on en tire

€24, > o,

c’est-a-dire

9
b K 1—w,

| X4,
:
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donc '
(D) <A =+ X4, <+ —o),
Pour ¢ suffisamment petit il en résulte que
|2 <1,
ou bien
|C 34 >0.

La démonstration de Dinégalité (3.10) est la méme que celle
de l'inégalité (3.2) du lemme précédent et nous ne croyons pas
nécessaire de la reproduire.

3. En joignant les lemmes 6 et 7 on obtient le

Lemme 8. Sous I’hypothése (0.12) il existe une suile par-
tielle w,=q, et un ensemble P, |P| > 0, tel que, a, b étant des

points arbitraires de P, on ait

b

(3.12) lim sup [y de < A6 —a),
ab

(3.13) lim inf [[ W, | dt > o (b—a),

ot A et o désignent deux constantes positives.

4. Lemme 9. Si la série
Za’l' jl7u'l'

est convergente dans un sous-ensemble positif de P (les fonctions
Y, et Pensemble P étant les mémes que dans le lemme 8), la
suite {a,} tend vers zéro.

La démonstration est tout & fait analogue & celle du théo-
réme 1 et nous allons indiquer seulement son idée directrice. Il
existe un ensemble positif contenu dans P dans lequel la suite
{a,,} tend uniformément vers zéro; en désignant cet ensemble

par R on aura

(3.14) |a,]. f| Y, | dt—0.
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Nous pouvons aussi admettre que R est contenu dans un
intervalle (a, ), a@,b¢ P et que I'on a

2
)

|(a,8). R} > (1 : ) (b— a).

Ti6a
Posons

E—~Efxc@t) (5 <ip]<2

()

AZ

En appliquant le lemme 1 avec ./ = w/4 et B— A on démontre
l'inégalité )
(.’1)2

Il suffit maintenant de procéder comme dans la démonstration
du théoréme 1 pour obtenir

N . 9 3
) . ) ({3} {0
[toside - [l dep—a) . 2 — p—a ) a.
5 b 164" 4 (4/1
En comparant ce résultat avec (3.14) on déduit le lemme,
En passant, nous avons obtenu la proposition suivante:
R étant un sous-ensemble positif quelconque de P on a

Y—rao

(3.15) lim inf [|y. |dt> 0.
R

5. Lemme 10. /] existe une suite de fonctions 1y 8prvers ugen-
safisfaisant aux conditions (3.12), (3.13) et (3.15) (non nécessai-
rement avec les mémes constantes), ftelles que pour chaque »
Pintervalle (0,1) se décompose en un nombre fini de segments

dans lesquels la fonction g, reste constante, el safisfaisant encore
a Phypothése suivante :

Si la série

%l
2oy,
-

converge presque partout, il en est de méme de la série

) Zargr‘
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Pour le prouver il suffit de choisir des fonctions G1rGorers Gy enr
de la forme demandée de sorte que I'on ait

1
X[ gty <o,
Yoo

En effet, cette inégalité entraine (3.12), (3.13) et (3.15); d’autre
part, si a,—=0(1), on a

1
2_[‘ a,(Y,—g,) | dt <.
0

Il en résulte que la série

2la,(p—g)

converge presque partout. Remarquons encore que pour chaque

fonction fe L’
1

o

(3.16) lim [fg di=0.
0

6. Nous appellerons les suites {4, ()} et {«,(#)} équivalentes
dans un ensemble £, lorsque la convergence presque partout de
la série

Za'r ]")' (t) 2
ol a,= o(1), entraine presque partout celle de la série

a1,

L}

et réciproquement.

Lemme 11. La suite {g,} définie dans le paragraphe précé-
dent contient une suite partielle {g,} équivalente dans P d une
autre suite {h,)} jouissant de la propriété suivante: les fonctions

L= hh, @ <u<)
forment un systéme orthogonal et normé dans P,
Démonstration. Soient

a==b.inf P, b= Db.sup P.

Nous pouvons admettre que a,b< P#

[3%)

Studia Mathematica, T, VHIL
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Choisissons (cela est possible d’aprés (3.16)) un n, assez
grand pour que l'on ait
| [g.dtl <27 P,

A
b
[ dt <2460

Posons pour te P
h@®)=g—|P" f g, dt.
b

En tenant compte de la forme de la fonction g, on voit quil
existe un systéme fini de segments 4, o, ..., </ tels que la fonc-
tion A, soit constante dans chaque ensemble F.,; de plus, la
fonction A, n'étant définie que dans P, nous pouvons admettre
que [P/ >0 (1Lir).

En supposant les fonctions A, h,,..., A, et les segments
définis, nous allons définir la fonction /., et les

T,
segments
. [ ERPTEERRy K | (1 1' 1’ l —1 2 k+1)
Considérons un segment arbitraire -/, , ,  ==./, En
1072 B

appliquant un théoréme bien connu de ViraLt nous pouvons choisir

un systéme fini de segments disjoints </ = J'(;)’ v avec des
extrémités appartenant a4 P, et satisfaisant aux inégalités

(3.17) iJ“)Pi > 1/2 ld(i)f,

(3.18) (F— 3 )| <) 4P o=,

(3.19) max | /¥ P < 27 PP

Maintenant, nous pouvons choisir un n, .41 > 1y, de maniére & satis-
faire aux inégalités

(3.20) [fgnH dt | <27 | P, A<y s=1,2,..., k),

PJ(” 2-,...,',‘ s s
LV e Y
i o A2 D)
3.21) j G dt<2AM 190, | A<, s = 1,2, 00,0,
L@
TR TR
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Désignons par /;, | la fonction égale & ¢ dans les ensem-

ank_}_

(i)
bles P. /,1 iy,...,r, €t s’annulant aux autres points de 2. Posons pour
z‘eP_/,1 e By = Pt [ e
- P, .
71,12,....1](
En vertu de (3.21) et (53.18) on obtient
f/zk+l = [ a
1],19 ya 31,12,,,,
=X g dt <243 |49 | <4A* P |
i1 RO TS ST RN A
Pl
R IR 4
! Considérons la fonction - (1) égale a a{_/” _ P| dans
. W Vareea Vs
P.Jrl',2 o @ w01_/,]'” P| dansPJfffqzw.',,k et s’annulant

aux autres points de P./, . Il est évident que Dintégrale

T T2k

I
Pa. .
ETEC TR
ne surpasse pas 4A2|PJ]1M
Vinfini avec ¢. Il en résulte qu il existe un & pour lequel elle

est égale a 4A2]Pz/., . .
ST TERRN A

,,k] pour ¢ =0 et tend vers

Nous poserons
Ay () = 4, (), zfePd,,1 Ygeroig?
llk-}-l == hk 1Ly -

La fonction h,,, étant ainsi définie, il nous reste a définir

les segments -/, ST Nous les choisissons de sorte que la

fonction Py y SOt constante dans chaque ensemble P

TR IR =R
et que l'on ait .
Jl'l, 1'2._....1'1; 2 ‘lll'], "2"""'k,i (1 \<\ l rk+1)’ lpz‘lrl. "2""r"k+1i > O’
(3.22) o
—_— ¥ —_
| P("/rl,rz,..‘,rk ,': /)‘1,1-2, Tk, i ] O

Les fonctions 4, ainsi définies jouissent des propriétés suivantes:
2*
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a) la fonction %, est constante dans chaque ensemble

Pil"l' ety (p T k),
b) [h,de =0 (p> b,
PJrl, 'rlz,.. A
C) f/lz dt == 4A2 ] P‘il,-l, f20eees "k | (p > k’ p ::L 2)5
Phiirgem )
4 [ih—g, | de<c B2,

P

Il suffit de démontrer la propriété d). Considérons un

segment o/ = et quelconque, en désignant par A9 les

Segments ‘i/l(l“ "')""‘rk—l' On a

[la,— kilde = [lg, | de < 2| Pa— 3271 ),
PJ P~ x i)
donc d’aprés (3.18)
[1g,— hlde<|ap.2™".
4P

En faisant la somme pour tous les «/ on obtient

(3.23) [ig,— Hilde o,
14
d’autre part, d’aprés (3.20),
(3.24) [ih— b, e <o+
5
Considérons enfin un segment Ay vgorpn On a

[-4,3 dt + /.Af di <44,

e pAD

Py Phpog, gy

") 'Nous supposons que jg,? dt < 2.
0
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d’oti, d’aprés l'inégalité de Schwarz,

[| et S2ANAD g

Tirveons l‘k R ""‘/\'—-1

Pl

Pl ey

En tenant compte de I'inégalité (3.19) on en obtient

623 [l4ld<24.2],

Py,

Pl27%2,
—1

|'2 ..... ’l'k

Les formules (3.23), (3.24) et (3.25) donnent I'inégalité d). 1l
en résulte que les suites {A )} et {g, ) sont équivalentes dans
I'ensemble P.

Posons maintenant

Zlu' T ll]( }lr ‘ (2 < u < 1’),
On a
jz_?,_ ydt =3 j R R di Q<L u<n).
P P.

J"] B TR,
Or, la fonction A, est constante dans chaque ensemble PJ"1 ryreeostn
v 1 preestag

en désignant ses valeurs par « on en obtient, d’aprés

Y1 9y 1
Iégalité c),
2 2 2
St DR,
(3.26) =44’ [g?,=4,422 g dt
15 J'll ,,,,, "‘.”_1
=44 4A 3 (4, P|=@EAY| P

Considérons maintenant ['intégrale

fl‘u, ” l[l’, v dt (n“’ 1’) :i: (_ll” V’);

P
deux cas sont possibles: ou bien v &= %', ou bien » =",
Dans le premier cas nous pouvons admettre que » <3’ et

w<r, On a
/ln » lul ' dt = .....f"\—' f}lu Ila' hu’ hr’ '
ﬁ o LA K .

PJ,.I s

Ygyeneyy
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Or, le produit A, A4, A, est:constant dans chaque ensemble
P4, il en resu]te d’aprés b) que chaque terme de la

somme dans la derniére égalité s’annule.
Considérons maintenant le cas ot »==1". Supposons que
w <, On a évidemment

ot ai=
A

Le produit A, A, reste constant dans les ensembles P.7

[ h, b, h.dt.

’1: T

BTRUTD ,.,r‘,,;’

en désignant ses valeurs par « on obtient d’aprés c)

STRPITERG
'/-1‘“' r Z.""" dt == 4 A2 2“"1 T lP 17,79, “,I ===z 4A / /1.” ]l.“' dl' s
]J
Il est évident que la suite
f.__l.l_’;_.l E
124) ¢2)

vérifie les théses du lemme. En tenant compte de linégalité d)
on conclut que cette suite vérifie aussi Iinégalité (3.15).

7. Lemme 12. Si la série

2ah

"
converge dans un- ensemble de mesure positive contenu dans P
(les fonctions h, et P’ensemble P étant les mémes que dans le
lemme précédent), on a
v
2 a, <w,
)

En effet, supposons que la dite série converge dans un
sous-ensemble positif de . Nous pouvons alors trouver un en-
semble R C P dans lequel la convergence est umforme On a (la
constante M étant choisie convenablement)

3.27)
) [/# 2 3, [Izhdti~-A B..

r=1 - <
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Supposons que

32

iy A, 00,
=1

En tenant compte de la formule (3.15) on voit que pour un n assez
grand

(3.28) R[hi dt’> >0, donc 4, % j‘a?_ i
r==1
D’autre part, en appliquant les inégalités de Schwarz et de Bessel

on obtient
(3.29) B—o ( e )
r=1

Les inégalités (3.28) et (3.29) s’opposent & l'inégalité (3.27).
Le lemme se trouve ainsi démontré. Le raisonnement de ce para-
graphe est bien connu, il est da & M. Zyamuno ¥).

8. Maintenant, nous pouvons démontrer le théoréme 6. En
effet, d’aprés les lemmes 8, 9, 10 et 11, nous pouvons choisir
une suite {¢, } telle que la convergence presque partout de la série

2y,
entraine '
—o(1)
et par cela la convergence presque partout dans P de la série
2ah,,

ol les fonctions A, sont définies dans le lemme 11. Il en résulte,
d’aprés le lemme 12, que
Z a% <0,
D’autre part, d’aprés un théoréme connu Y), chaque systéme
orthogonal et normé {g,} contient une suite partielle {g,,) telle

que chaque série

%) A. Zygmund, On the convergence of lacunary trigonometrical series,
Fund. Math. 16 (1930) p. 89—107.

% J. Marcinkiewicz, Sur la convergence des séries orthogonales,
Studia Math. 6 (1936) p. 39—45. Ajouté pendant la correction des
épreuves (1. 3,1938): Cette partie du théordme se trouve aussi démontrée
dans le travail récent de M. Menchoff, Sur la convergence et la sommation
des séries de fonctions orthogonales, Bull. Soe. Math. de France 64 (1936) p. 1—24.
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\ 7
a9,
-

converge presque partout dés que

2
Dal<w.

Le théoreme est donc entiérement é&tabli.

Chapitre V.

1. Lemme 13. Les conditions du théoréme 7 étant wvérifiées,
nous pouwons choisir une suile Y = ®,, Jouissant de la propriété

suivante: pour chaque suite {¢,}, =1, il y a un point x
tel que
4.1) f=signy, (9, 0<C<|p@|<D,

o2 C et D désignent deux constantes absolues.

Démonstration. En vertu du lemme 8 nous pouvons

supposer que les fonctions ¢, vérifient dans un ensemble P

[P|> 0, les conditions (3.12) et (3.13). Posons
i
T 21\164

et choisissons deux points a,b¢ P de sorte que

4.2) (@) P|>1—2)(b—a).

Soit n, un nombre naturel satisfaisant aux conditions

b b

c 1 . 3
} . (pnldt; <o (b — a), f] (}1"1] dt = 7 (6—a),
43 ‘

b
f(pil dt < 2A4%(b—q).

Posons pour tout »
E'=E(9,(0) >0), E'=E(p,(x) <0)

16 A

(4.4)
= w
© )’ E = ,\- (ﬁ<ﬁ(/)"(x)<

Ef=E (% <P (0 <

b

16 A

4]

)

@ qg <wW<
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D’aprés les inégalités (4.3) on conclut facilement que

o1 1
f(/’,.ldf g W (b—a), -‘/(pnldt s =Y (b —a).

(a.b) E;l’; B £,
En appliquant le lemme 1 on en tire
(@B | 220 (b—a), |(@b)E]|>210—a).
En comparant ces inégalités avec (4.2) on obtient

|(@b)E,P| >0, (@B E_ P|>0.

Il est maintenant évident qu'on peut choisir deux segments
< et </_, avec les extremités appartenant 4 P de maniére i sa-
tisfaire aux inégalités

[Pl > A =Dl |4 P|>A—1)| 4

w 16 4°

—1—6—'<(]’ () <

111 (11}

16 A4°

w

1

pour x€,

w
T < P (< pour xed_, .

Nous poserons = Py -

En répétant cet argument on définit une suite {y,} de fonc-
tions et les segments /. - (g==x1, v=1,2...) de sorte
S R TERRNL k
que Pon ait
B
By #0heinyty T

16 A

J
@ Pour xedy g

ST TIPS I

2

[43] 16A
BTE <=y, (0 <

our xe
w P .

gy Epy”

Nous allons démontrer que la suite {i,} vérifie la thése du lemme.
En effet, soit {¢} (¢,= £ 1) une suite quelconque. Posons
xn-{IJ"lv‘Zr O

Les inégalités (4.5) donnent le lemme avec C = w/16 et

D = 16 AYw.
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9. Le théoréme 7 résulte immédiatement du lemme précé-

dent. Supposons la série .
2a, .0

partout convergente et posons
X == de/ sign ay signa, ...signa,.
En tenant compte des inégalités (4.5) on en conclut que

2:{ a1-| <CD.

v

3. Soient Yy, Wy,..0, Yoyt A les fonctions
et les segments définis dans le lemme 13 Désignons par
C',‘l‘,0 i, le centre du segment 4, . . En modifiant un
peu largument du lemme 13 nous pouvons admettre que

o=k
(4'6) max ‘tp ( By £940 00, z-k)_ lll‘,, (.1')1«'\#_._‘2 -

Tedi g,

4. Nous allons démontrer le théoréme 9 en supposant que
les fonctions W, soient définies dans le lemme 13 de maniére
4 satisfaire (4.6).

Nous nous bornerons au cas ol s est fini et positif. Posons
&= sign a,. Désignons par %, le premier indice pour lequel

“
d_ y'a l/}l( £,k

JER-TEREES 1
Soit encore 1,=¢, (1 <1 <A,

Les nombres Iyl g <y et 0, (=1, 1Zr o 2)
étant supposés définis, considerons lexpressmn

"k
dkzzal' lpl(c rs )‘

ELTIRERRT

Si d,.»s, nous de51gnerons par %, le premier indice > 17,
pour lequel
e
dk + 2”1' '1”,' (C':ly DI y T Si_k+]1 - E’:k'*"‘! yeeey T
r-/k+1 -
si, au contraire, d, < s, nous désignerons par %y le premier indice
> 7, pour lequel

Ciggn) <S5

’l-Il

d + Al a, ‘,"1 (Cl,I, I

& cony & S
vesdy 1 D YA 1 R "Ic~!v-1)

d,
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Soit
= Te, (£,<r :‘;Ll,
ot P'on prend le signe supeneur pour d,<s et inférieur dans le
cas contraire. La suite {1,} se trouve ainsi entitrement définie.

Posons
X == {1‘/';1. T
Nous allons démontrer que la série
2a,y,(x)
converge vers s. ‘
Nous prouverons d’abord que d,—s. En effet, on a tantdt

d,_, r s, tantdt l'inégalité opposée. Supposons par exemple que
d,_y +s. En tenant compte de la définition des nombres 7 on

. obtient
)k—l
d + A’; a, ¢ (C )<S,
=ty 1+1
-1 (C=C, pn)
oyt Xa, (G, > s
r=lp_q-+1 ‘
D’autre part, les inégalités (4.6) donnent
;'I\:l "»/.-“1 : A1
= 2, (C)+o) Moy, (G, )=2a,y,(C)+o(1),
r=| ——Q 1*1 r=hpaq oy

d’ou 'on conclut que d — 5.
D’aprés (4.6) on a pour Z,<{n <l

n

o, () — Yoy, (C)=o),
: |

= 1=1
n n

2a, v (C)=d, + 2a, W, (C)+o(1).

rz=l "/L —+1
Or, comme

2ay (C)|<|s—d, |+maxD\a
/L+1

le théoréme se trouve démontré.

(Regu par la Rédaction le 15, 12. 1936).



