Sur lirrationalité des intégrales indéfinies

par
S. KACZMARZ et A. TUROWICZ (Lwéw).

MM. S. Mazur et S. Utam ont posé le probléme suivant:

JACI Y A (x) étant un ensemble de n fonctions d'une va-
riable réelle, continues dans un intervalle <a, b), et (£) l'ensemble
des fonctions de la forme R(f,(x),...,f, (X)), ol R désigne une
fonction rationnelle arbitraire de n variables, existe-t-il dans l'en-
semble (Z) une fonction sommable dans <a, b), dont lintégrale
indéfinie n’appartient pas a (Z)?

Le théoréme énoncé ci-dessous présente une solution posi-
tive d’'un probléme plus général, puisque la suite finie de fonc-
tions f,(x) y est remplacée par une suite infinie.

Soit
(1) f1(x)7f:g(x)s--"f,,(x)v-“

une suite infinie de fonctions réelles d’une variable réelle que
nous supposerons finies et sommables dans un intervalle {a, b,
(—ow <L a<b<o).

Nous envisagerons !'ensemble (Z) des fonctions

@) g =R, (-, /(D)

ou R(yys--s y,) est une fonction rationnelle arbitraire (& coeffi-
cients réels) de k variables, k étant un entier positif quel-
conque; certaines variables peuvent ne pas figurer dans l'ex-
pression de R. Une fonction g(x) de Densemble (Z) est définie
pour toutes les valeurs de x de Vintervalle {a, b), qui n’annulent
pas le dénominateur de la fonction R correspondante.
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Théoréme. Dans chaque intervalle {z, ), tel que
3) a<ae<p<b,

il existe une fonction g,(x) appartenant @ l'ensemble (), telle que
1) g,(x) est finie et sommable dans {a, 7,
2) la fonction

X

4) F(x)== / 2,() dt

n’appartient pas @ 'ensemble (Z).

Remarque. Dans le cas ot a et b ne sont pas & la fois
infinis, on peut mettre ¢ =a, f#=15.
Nous démontrerons d’abord deux lemmes.

Lemme [1). Soient
r (g e, X))y (X, X)), 1}¢+l(x1,...,xk)

k 41 fonctions rationnelles des k wariables x,,...,x,. Il existe
alors un polynome G(y,,...,y,.,) des k +1 variables y,, ..., Yp1;»
non identiguement nul, tel que la fonction rationnelle des wvaria-
bles x;y..., X,

G(ry(xy ey X)), rz(xl,...,xk),...,rk_H(xl,...,xk))

s'annule identiquement.

Démonstration. Mettons les fonctions 7, sous la forme

hy(xyseny x,)

T .:1)2;'")1('{_1 »
g Gy vvv s Xp) g )

r(xyy e, x) ==
olt A(x,,...,x) (i=1,2,...,k+2) sont des polyndmes des va-
riables x,...,x,. Soit m le plus grand des degrés des polynd-
mes A;. On peut supposer m > 0. Dans le cas m =0 le lemme
est évident.

Nous déterminerons un polynéme homogéne non identique-
ment nul de k + 2 variables

') Ce lemme est presque évident, mais comme il ne se trouve pas dans
les traités d’algébre, nous en donnons une démonstration.
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H(yl""’yk+2) B AJ'} Ja ~»-jk+2y1]l yéz...yi’:ﬁi’l (it ot e+ =)
du degré M, ol M est un entier positif satisfaisant a linégalité
M @2m) (k+1),

tel que le polyndme des variables x,,..., x,
Hh(x,000,x0,.00, hk-}-z("'l’ A
soit identiquement nul, c’est-a-dire
hN 71 72 T
24, P hiRS.. =0

Nous avons donc & resoudre un systtme d'équations linéaires.

Le nombre des inconnues Ailfz s &S (Mz__frl) . Le degré (en
X,y.0.5 X,) de P'expression b{l h2... h’,ﬁ? ne surpasse pas m; + m,
+...+m; = mM, donc le nombre des équations ne surpasse
Mm--k
pas ().
Mais
(M-i-k—f—l) . MAE+1Y(MAkR)... (M+1)
k41 k+1D)!
S M/(+1 . Mk (2 m)k
(k+1)! A
(Mm-i—k) _ Mm4+bMm+k—1)...(Mm+1)
k o k!
< Mm+ Mm)*  M'Cm)
k! o k!

Le nombre des inconnues étant plus grand que celui des
équations, il existe un systtme de valeurs non toutes nulles des
i dega” L’existence du polyndme H(y,,...,y, ,) est ainsi
établie. En posant G(yy,..-, 4,00 =H@ys s Yppas 1) on obtient
un polyndme jouissant de la propriété indiquée dans l'énoncé
du lemme.

Lemme Il. Supposons que l'identité

F(x)= Qlog|x—¢,|,log|x—c,]|,....log|x—¢,[)==0
g
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soit wraie pour a < x <L (@<p), Qyy,--.,y,) étant un poly-
néme de n wariables et c,, ¢,,...,¢, étant des nombres extérieurs
a lintervalle {u, £).

Dans ces conditions le polynéme Q(yy,...,y,) est identique-
ment nul. :

Démonstration. Développons le polyndme Q suivant
les puissances de log|x—c¢,|. On a

a,log’|x—¢,| +q log" | x —¢,|+ ...+ a,—0 (p=1),
ot les @, (i==0,1,...,p) sont des polyndmes en
log|x —c,|,...,log|x—¢,|.
Nous allons démontrer que

a,(log|x—¢,|, log|x—c,],..., log|{x—¢,[) =0

pour ¢ L x <L P, i==0,1,...,p.

©)

Admettons en effet que pour une valeur x, (¢ <x,<fg) on ait

[y 4 1By et 5] £ 0,

ou :
b=a,(log|x,—c,|,...,Jog|x;—¢, ) ({=0,1,...,n).

Alors log|x,— ¢, | serait une racine de Iéquation

6 b2 +b . +b=0 ot 0Lr<lp—1, bF 0.

Remarquons d’abord que les nombres ¢; se trouvant a I'exté-
rieur de P'intervalle (e, ), on peut remplacer 'expression log | x—c,|
soit par log (x — ¢), soit par log(c,— x). Pour fixer les idées
nous supposerons que I'on a x —¢,> 0 dans Pintervalle {z, £).
Les fonctions log(x —¢), considérées comme fonctions d'une
variable complexe, sont holomorphes a lintérieur d’un cercle
|x — x| <R, ot R est un nombre positif suffisamment petit;
par conséquent, l'identité

@] Qog(x —¢)),...,log(x —¢))) == 0

est valide & l'intérieur de ce cercle, puisquelle est valide sur
la partic du segment de laxe réel {z,p) intérieure au cercle
EX —"'xﬂl~ir§R.
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Tragons maintenant dans le plan de la variable complexe x
une courbe simple fermée K passant par x= x;, de telle ma-
niére que le point x ==¢, se trouve & lintérieur, et les points
x==c¢, ({=2,3,...,n) a Pextérieur du domaine limité par K.
On peut prolonger analytiquement les fonctions log (x —¢) et
la relation (7) sera valide pour tous les points de XK.

Si nous décrivons m fois la courbe K dans le sens positif,
nous reviendrons avec les valeurs initiales pour log(x —¢)
(=2,3,...,n), tandis que la valeur de log (x — ¢,) augmentera
de 2mmi. Ainsi Véquation (6) aurait une infinité de racines de
la forme log|x,— ¢,|+2mmi, ce qui est absurde. On voit donc
que les identités (5) sont vraies.

Il découle du raisonnement exposé que 1° dans le cas n=1,
le lemme est vrai, puisque les polyndmes a, sont alors des con-
stantes, 2° si le lemme est vrai pour n=g¢q, il est vrai pour
n=gq-+1.

Démonstration du théoréme. Supposons que le théo-
réme énoncé soit faux. Comme il y a des fonctions de (Z) finies
et sommables dans tout intervalle contenu dans {a, b} (par
exemple les fonctions f (x)), il existerait un intervalle {a, @
satisfaisant a la condition (3), tel que pour chaque fonction ¢ (x)
de (2), finie et sommable dans {x, ), l'intégrale indéfinie

fxgp(t) dt

appartiendrait & Pensemble (Z).
Or, la fonction
Y(x) =1
appartient & (Z), donc

® x—a= [di=P(0, s @)

ot P est une fonction rationnelle et k un entier positif conve-

nablement choisi. o
Par conséquent, ¢ étant un nombre pris arbitrairement a exté-

rieur de lintervalle Ja, ), la fonction
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1
x—c¢
appartient 4 'ensemble (Z) et est finie et sommable dans l'inter-
valle e, &, donc

hix) =

X

[t—-_d_i»cwlog[r—c[~—log'a——0| R (A, £,()
dans lintervalle (¢, §), ol non seulement la fonction rationnelle
R_, mais aussi le nombre entier positif » dépend de la con-
stante ¢. Soit (C) un ensemble non-dénombrable des nombres
réels ¢ choisis a Pextérieur de J&, §, On a pour chaque élément
¢ de cet ensemble

log|x—c¢ i == Vc (f1 (x5 es f,,c(x)) (e < xe L p),
Vc(yl,...,ypc) étant une fonction rationnelle,

Désignons par (C) (i==1,2,...) le sous-ensemble de (C)
composé de tous les nombres ¢ tels que p < 7. Il existe un en-
tier positif j tel que (C) est un ensemble infini; dans le cas
contraire (C) serait dénombrable.

Soient ¢, ¢;,..., ¢,y j+1 éléments de I'ensemble (C). On
peut écrire

log|x—¢,| =W, (f,(x),..., £(x) (eLx<p, k=1,2,...,/+1),

ot les W, (y,,... » y;) sont des fonctions rationnelles de j variables.
En vertu du lemme I il existe un polyndme Q(zl,...,zj+1) de
J+1 variables, du degré supérieur a 0, tel que

QW (fl(x),...,j;.(x)), ...... ,L17j+1(]‘1(,v),... ,];.(x)) = 0
nous avons donc
Qoglx—c¢f,...,log|x— ¢iuql) 0.

Cette identité étant impossible en vertu du lemme II, le théo-
réme énoncé est démontré.

(Regu par la Rédaction le 1, 7. 1938).





