Beitrige zur Theorie der Orthogonalentwicklungen (VI)
von

W. ORLICZ (Poznan).

Es sei {¢,(x)} ein in {a,b,; definiertes Orthogonalsystem;
wir bezeichnen mit (S) einen Funktionenraum und mit £ (S) die
Menge aller Zahlenfolgen, welche aus den Entwicklungskoeffizien-
ten der Funktionen aus (S) bestehen. Suchen wir einfache charak-
teristische Bedingungen dafiir anzugeben, daB eine Zahlenfolge
der Menge £ (S) angehdre, so stoflen wir, auler dem Sonder-
falle &2 (L%, auf groBe Schwierigkeiten. AnlaBlich verschiedener
Versuche dieses Problem anzugreifen, wurden gewisse singuldre
Funktionen bzw. singulire Orthogonalreihen betrachtet; sie lie-
fern uns verschiedenartige Gegenbeispiele. In den folgenden Zeilen
" bringen wir einige ergénzende Bemerkungen zu friiheren diesbe-
ziiglichen Untersuchungen?).

Sei M[u] eine in {0,+ o) stetige, konvexe Funktion mit
Mlu]lu™'~0 fiir u~0, M[u]u "=+ o fiir u>+0, die nur fiir
u==0 gleich Null ist. Unter dem Raum (L™ verstehen wir den
Raum vom Typus (B) aller Funktionen f(x), fiir welche das Integral

b
[ MIk|f(x)[]dx fiir irgendeine Konstante k > 0 existiert. Im fol-

genden setzen wir immer voraus, dafl die Funktion M[u] aufler-
dem noch der Bedingung

!) Siehe: W. Orlicz, Beitrige zur Theorie der Orthogonalentwicklungen
1), (1), Studia Math. 1 (1929) p. 1—39, p. 241—255; (III) Bull. Ac. Pol. (1932)
p. 229—238; (V) Studia Math. 6 (1936) p. 20—38. Diese Arbeiten zitieren wir
im folgenden als Beitriige. Vgl auch: S. Kaczmarz — H. Steinhaus: The-
orie der Orthogonalreihen, Warszawa 1935.
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6] M[2u] = O (M[u])

genligt,
Sei {p,}, p,> 0, eine feste Zahlenfolge; um eine gewisse
Einsicht in die Struktur der Menge £ (S) zu bekommen, kénnen

wir die Quotienten |f,|/p,, bzw. die Reihen }'p,|f,| fiir gewisse

=]
{f€ 2(S) untersuchen. Die Betrachtung von Quotienten fithrt

insbesondere zu den sog. Majoranten; unter einer Majorante fiir

(S) verstehen wir hierbei eine Folge {p}, p,> 0, mit der Eigen-
schaft, dafl aus |¢,|= O (p) immer {c}e 2 (S) folgt.

Wir setzen woraus, daff (S) einen der Rdume (L), @ >1,
(L"), (L™), bezeichnet und daf {9,(x)} ein in (S) wollsténdiges,
aus beschrinkten Funklionen bestehendes OS ist. Damit {p},
p; >0, eine Majorante fiir (S) sei, ist notwendig und hinreichend,
daf fiir jede Vorzeichenverteilung &= + 1 die Folge {¢,p} der
Menge 2 (S) angehdre.

Fiir alle Fille, mit Ausnahme von (S)=(L") findet man
den Beweis dieses Satzes in ,Beitrige (V)*. Fir (S) = (L") ver-
lauft der Beweis analog wie fiir (L“); es ist aber zu beachten,
daB in (L™) aus einer beschrinkten Elementenfolge sich im all-
gemeinen keine schwachkonvergente Teilfolge herausgreifen lifit.
Bei dem Beweise kommt man aber mit einer etwas schwicheren
Eigenschaft aus?).

Nehmen wir fir (S) den Raum (L") oder den Raum (L"),
wobei wir die einschrinkende Voraussetzung (1) fallen lassen,
so bleibt der obige Satz auch richtig, falls wir statt der Voll-
stindigkeit des O.S in (S) seine Abgeschlossenheit in (C) vor-
aussetzen.

Daf} ein analoger Satz auch fiir (S) = (C) gilt, folgt sogleich
aus dem Satze:

Das OS {g,(x)} sei in (L™) wollstindig und es sei ¢,(x) ¢ (C)
(t=1,2,3,...). Damit fiir eine beliebige Vorzeichenverteilung
&= =1 die Folge {¢, p} der Menge 2 (C) angehire, ist die
gleichmdflige Konvergenz der Reihe

%) Vgl. W. Orlicz, Uber eine gewisse Klasse von Riumen vam Typus B,
Bull. Ac. Pol. (1932) p. 207—220; insb. p. 215, Satz 3.
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@ Sy, @]

i=l

in {a, by notwendig und hinreichend.

Beweis. Hinreichend: evident. Notwendig: Es ist fiir eine
beliebige Vorzeichenverteilung {¢, p}e @ (L*); somit gibt es eine
positive Konstante K, so daf} die Ungleichung

3) _\-‘P;‘ P; (x) ‘ <K

i=1
fiir jedes x bestehts). Setzen wir jetzt voraus, dafl die Reihe (2)
nicht gleichmifig konvergiert. Es gibt dann eine Zahl >0,
eine Zahlenfolge {x}, x~x,, x, €{ab) und zwei Indizesfolgen

(9.5, {r.)s 9, <7, r,<gq,,, mit den folgenden Eigenschaften:

n

(4) Epi\(/’i(x,,)|>ﬁ (n:1’2’3"");

i=qn+1

n
Slg )| <els.
i=g,+1

l‘ﬂs

#)

i

n

Wir definieren jetzt sukzessive mit Hilfe von (3), (4), (4), zwei
aus {g} bzw. {r} herausgegriffene Teilfolgen {q}, {r,}, ferner
eine Intervallfolge {d } sowie eine Mengenfolge {£, }, so dafl die
folgenden Beziehungen bestehen:

a) 6171’ dm'j: 0 fﬁr m :{: mI’ E‘mC ()nl’ xO auﬁerhalb dynz;
IE l> 0 (m:172’31"')’ 6m_*0;

m

b) bezeichnet x/ den Mittelpunkt des Intervalls d_, so ist x,—x;;
¢) es ist
m
EP,W;(-\’;,,H>E (m:1;293;-‘-):
i=q;"+1

’
r

psigng, (x) 9, (x) > ¢ fir xed,  (m=1,2,3,.. D3

=gl

1) Beitrige (V) p. 28, Satz 3.



144 W. Orlicz.

’

m—1 n

d X Z'p,f/’(a) @, (x) | <elg fiir xed, (m=2,3,4,...);

n=1 luqn—i—l

o 3 Xple9|<els fir xeE,.

n=m-1 i=q;l-}1

Bezeichnen wir mit {;} eine Zahlenfolge, wo #, nur der
Werte +1, — 1, 0 fihig sind; nach (3) und aus unseren Voraus-
setzungen folgt, daBl die Reihe

i=1
fur jedes x gegen eine Funktion g, (x) konvergiert, die in <{a, b}
mit einer stetigen Funktion dquivalent ist. Wir erkldren jetzt eine
Zahlenfolge {n,} indem wir 7,= (—1)"sign ¢,(x) fiir ¢, <ir ,
m=2,3,... und sonst 7,== 0 setzen. Aus der Ungleichung
m-—1 ’

= Snpr>—3 Jplow—n

i==1 n=1 1——-q"—‘—1
m " m=1 ";1
Al
+ 20, p, 90 — b3 yp,.‘ﬁ()f)l——a 2'p 19, ()|
i=g,,+1 n=m-1 i= qn—{-l n==l ij=q,-1

erhalten wir nach d), ¢), e), (4'), fiir ein gerades m und fiir

S e ..f,. & — __E_ — i == :(—:‘—
gr; (x) = 8 + 4 8 2 .
Fiir ein ungerades m und x¢ £, ergibt sich ganz analog

&

g,‘.(x) \\/ _ —2“ .

Nach a), b) und dem vorstehenden ist ersichtlich keine mit g, (x)

dquivalente Funktion im Punkte x, stetig; somit sind wir zu einem
Widerspruch gelangt,

Wir betrachten jetzt die folgende Frage:
Wann existiert eine Funktion f(x)e(S), fiir welche

G fm|/fl/p=+w ?
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Durch Anwendung der bekannten notwendigen und hinrei-
chenden Bedingungen fiir die Beschrinktheit einer Folge linearer
Funktlonale (in den entsprechenden Raumen) auf die Folge

fP == [f(x) Pi(x) dx, wo Y, (x)= Qt’(\f)p ist, erhalten wir
den Satz.

Damit eine Funktion f(x)e(S) existiere, fiir welche (5) statt-
findet, ist notwendig und hinreichend, dafs
b

2) Wenn (S) = (L"), e>1: Tim []i,) [“dx p7 "=+

(e’ bedeutet den zu « konjugierien Exponent);

b
b) Wenn (S) = (L®) oder (S)=(C): fim [ g,(x) dx p;"
_— "If_ w; a
¢) Wenn (S) = (L"): Er; sup | ¢, (x) P:]: + oo

b
d) Wenn ()= (L™): im | M/ (k17,09 p " dx = + 0
fiir jedes k>0 (M'[u] bedeutet die zu M{u] komplemenidre
Funktion).

Im Zusammenhang mit dem Fall unter b) steht der fol-
gende Satz:

Danmit fiir jede nullkonvergente Zahlenfolge {p,}. p,> 0, eine
stetige Funktion existiere, fiir welche (5) stattfindet, ist notwendig
und hinreichend, daf

b
®) lim 19,0 |dx>0.

Hinreichend: Nehmen wir an, daf fiir jede stetige Funk-
b

tion llmlf|p<+oo d. h. llm [f(x)w (x) dx | <+ o ist, wo

Y, (x) = @, () pi". Nach einem bekannten Satze von Herrn H. Le-
BesGUE gibt es eine Konstante K > 0, derart daf}
Studia Mathematica. T. VIIL 10
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o b
[!l/li(x)!dx ::pi—1 flgﬂl.(x)]dx <K,

was wegen (6) fiir eine nullkonvergente Zahlenfolge {p,} un-
moglich ist.
Notwendig: Ist die Bedingung (6) nicht erfiillt, so setzen
v .

wir p,= fl ¢.(x)|dx; es ist klar dafl fiir diese Folge die Be-

ziehung (5) bei keiner stetigen Funktion bestehen kann.

Bemerkungen:

a) Ein Orthogonalsystem {¢,(x)} weist, nach der Termino-
logie des Herrn Kaczmarz die Singularitit k., auf4), wenn es eine
beschrinkte Funktion gibt, fiir welche Eﬁi ilf;] =4 . Jedes

gleichméflig beschrinkte Orthogonalsystem weist die Singularitit
ke auf; diese Tatsache, die zuerst auf eine unnétig komplizierte
Weise von Herrn Kaczvarz bewiesen wurde, ist ein einfaches

. 1
Korollar unseres Satzes. Es geniigt namlich p,= — zu setzen

und zu beachten, daf fiir jedes gleichmiBig beschriinkte Ortho-
gonalsystem die Bedingung (6) erfiillt ist.

b) Ebenso leicht kann man zeigen, dafl jedes in (L?) voll-
stindige Orthogonalsystem die Singularitit k., aufweist. Denn an-

b
dernfalls wire (nach dem vorletzten Satze, b)) 1[[ ¢ (x) | dx <K,

b

also Z(f] 9, (x) | dx)’<+ 0, was fiir ein in L? vollstindiges
i=l o

Orthogonalsystem unméglich ist.

c) Betrachten wir fiir ein gleichmifig beschriinktes Ortho-
gonalsystem eine stetige Funktion mit lim 7|A| =+ o, wo
gi= B—;—Z, p>2. Esist Zi”—zlhir’: + o0 und dies zeigt, daB

i=1
jedes solche Orthogonalsystem die Singularitit k,(p>2) aufweist %),

%) S. Kaczmarz, Notes on orthogonal series (Ill), Studia Math. 6 (1936)
p. 112116,

®) Vgl. das unter ') angefiihrte Buch von S. Kaczmarz und H. Stein-
haus, p.238—239, .
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d) Sei p,>0, p,~0; nach einer Bemerkung von Herrn
Lesrscue existiert eine stetige periodische Funktion h(x), fir wel-
che die Ungleichung la,|+]b,| > p, tir unendlich viele Indizes
besteht, wo a;, b, die Fourierkoeffizienten bedeuten. Nach dem
letzten Satze ist es klar, daff fiir ein Orthogonalsystem dann
und nur dann eine stetige Funktion A (x) existiert, deren Koeffi-
zienten der Ungleichung |4,| > p, fir unendlich viele Indizes ge-
niigen, wenn die Bedingung (6) erfiillt ist. Insbesondere gilt also
fiir jedes gleichméfBig beschrinkte Orthogonalsystem ein Analogon
des erwihnten Lesesaue’schen Satzes.

(Recu par la Rédaction le 25. 9. 1938).
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