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Sur les fonctions indépendantes (VI)
(Equipartition)
par
H. STEINHAUS (Léopol).

Dans la suite nous aurons a faire aux fonctions f(£) rela-
tivement mesurables dans lintervalle infini, comme il a été expliqué
dans la Communication (IV)?). Au lieu de considérer intervalle
entier, nous nous bornerons i la demi-droite (0, ) — une simpli-
fication peu essentielle. ‘

Nous aurons a utiliser les définitions, les lemmes et les
théorémes de (IV). Or, quelques énoncés devront étre modifiés
pour servir au but actuel, & savoir & la démonstration des théora-
mes 3 et 4 sur I'équipartition (mod. 1) de valeurs d’une fonction
S(@) pour 0 <#{< oo et a la solution d’une question posée par
M. Kawpi: pe Firer au sujet du mouvement turbulent de fluides #).

Voici les modifications a effectuer dans (IV):

Le lemme 3 doit étre remplacé par le suivant

Lemme 3’: Si la fonction f(¢) est bornée, mesurable R,
si b et B désignent les deux bornes de f(f) et si g(x) est une
fonction de Dirichlet 3) dans (b, B), alors g (f(#)) est une fonction -
bornée et mesurable R.

Démonstration: g (x) < a équivaut 3 xe=Z/, les inter-
valles / étant situés dans ¢b, B) et n’empiétant pas les uns sur

) M. Kac et H. Steinhaus, Stud. Math. 7 (1938) p. 1—135,

%) Ann. de la Soc. scientifique de Bruxelles 59 (1) (1939) p. 145. Le probléme:
Gt posd oralement; dans I'ouvrage cité on trouve les notions nécesaaires,

") Fonction continue n'ayant qu'un nombre fini des maxima et minima.
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les autres. La relation f(Hel, délinit un ensemble E, des ¢; selon
la remarque & la définition 2 de (IV), cet ensemble est mesu-
rable R. La somme 3/, n’ayant qu'un nombre fini de termes, la
somme correspondante ¥ est mesurable R, ¢. q.f. d.

Le lemme 4 doit étre remplacé par

Lemme 4: Si {f, ()} est un systéme de fonctions indépen-
dantes dans (0, ), ces fonctions étant bornées et mesurables R,
et si g,(x) sont de fonctions de Dirichlet définies dans (b,, B,
les nombres b, B, étant les bornes de f,(9), alors {g (f,()} con-
stitue un systéme de fonctions bornées, mesurables R, indépen-
dantes dans (0, ).

Démonstration: Nous avons a établir la relation

A VB O o, O e = L E g Ol

Or, g(f()) el équivaut & f(He S ot J est un gystéme fini d'inter-
valles de toute sorte, ouverts ou fermés, finis ou infinis, mais n’empié-
tant pas les uns sur les autres. On aura donc & remplacer dans (1)
les g, (f, (D) par les f,(?) et les . par des J,. La relation étant
valable pour les f, et [, & cause de l'indépendance des £, il
s'ensuit immédiatement que I'on peut y remplacer les /, par des /,,

Le théoréme 2 est & modifier comme il suit:

Théoréme 2: Si les fonctions u (d), v (f), bornées et me-
surables R, sont indépendantes, on a

) My {u" () 2" (O)) = Mp{u" (O} . My {o" (D}
pour tous les nombres naturels m, n, existence de moyennes M,
faisant partie de la thése. Réciproquement, si ces moyennes exi-
stent et satisfont & (2), les fonctions u(f), v (¢) ayant des distri-
buantes continues, ces fonctions sont indépendantes.

Démonstration: D’aprés le théoréme 1 de (IV) les moyen-
nes M existent et remplissent (2) si les fonctions u™ (#), v" () de £
sont bornées, mesurables R et indépendantes; or, ces propriétés

m

découlent immédiatement de 'hypothése et du lemme 4/, x™ &tant

une fonction monotone de x. Quant & la réciproque, la démon-
stration que I'on trouve dans (IV) n’exige aucune modification,

Les définitions de la mesure relative (mesure R), de la distri-
buante, de la moyenne relative M, et de la moyenne M, sont
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contenues dans la Communication (IV); la seule modification est
Pemploi de lintervalle (0, 00) au lieu de (— w0, ©); dailleurs, le
raisonnement subsiste pour Pintervalle total.

 Il'est & remarquer que MM. Pu. Harmvan, E. R, van Kampen
et A, WintnErR ont proposé dans un travail récent4) une modifi-
cation de ‘la définition de l'indépendance pour lintervalle infini;

‘cependant nous ne sommes pas parvenus a tourner toutes les diffi-

cultés et nous avons choisi la voie de la Communication (IV) en
y apportant les retouches qui viennent d’étre énumerées

Définition 1. f(f) sera dite réguliére si la distribuante
u(@) de f(d) est égale a 4 pour 0 <AL 1.

Définition 2. Nous écrirons [x] pour x— E x, ot Ex dé-
signe le plus grand entier qui ne surpasse pas x.

Définition 3. Nous appelons équipartition de f(f) (mod. 1)
la propriété consistant en ce que la fonction [f()] est réguliére.

Si f(£) est la longueur de l'arc entre un point initial et la
position au moment ¢ d’'un point mobile sur la circonférence de
longueur 1, I'équipartition traduit le fait que les séjours totaux du
pomt mobile dans deux arcs quelconques sont dans un rapport
qux tend vers celui de leurs longueurs,

Le théoréme suivant correspond au critére connu de M. H, WeyL
pour. I'équipartition des suites:

" Théoréme 1. La mesurabilité relative de [f(D], conjointe-
ment avec la relation

3) M (e ) =0 pour k=1,2,...,

constitue une condition nécessaire et suffisante pour I'équipartition

de f(#) (mod. 1).

. Démonstration. Admettons I’équipartition. D’aprés la
définition 3, [f(H] est alors une fonction réguliére, donc, d’aprés
la définition 1, mesurable R, et sa distribuante est identique 4 celle
de la fonction [{]. On pourra donc écrire pour un % naturel
quelconque

‘) Asymptotic distributions and statistical independence, Am. Journal of
Math, 61 (1939) p. 477—486.
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My {1y e My (U OYy o M (2RO
tk
= MR {627(1k[1]} L MR {62“’ (} ] MB{Gzﬂlm} o O.

La premiére et la quatri¢me égalité résultent de ce que k est
un entier, la deuxiéme et la cinquitme de la mesurabilité R de [£],
du lemme 3’ et du lemme 2 de (IV), la troisitme de P'égalité
des distribuantes, la derniére du calcul direct.

Réciproquement, admettons que [f(£)] est mesurable R et
que f() satisfait & (3). Il s’ensuit que

My{cos 2nk[f()]} == 0, My{sin 2mk[fQ)]}==0

) pour k==1,2,.,,

Posons

(5) W, W) = a,+ 2 (a, cos 2k u + b, sin 27 k u),
ko] '

(4) et (5) impliquent

©® MW, [f D]} == ay

Soit () la distribuante de [f(9)], o et # deux points de conti-
nuité de #(A), 0 <e<p <1, p(u) la fonction périodique qui est
égale & 1 pour a Cu<p et & 0 dans le reste de lintervalle <0,1),
enfin W, (u) le polynéme d’ordre n de Fejér du developpement
de ¢ (u) en série de Fourier. Alors a, dans (5) aura la valeur
f—a et (6) devient
@) My (W, [f D]} = — o
Il est connu que l'on a

® 0<W,@<1

pour tout u réel,

) leWn(u)aal w CteLupf—e,
(10) nli“;Wn(u)=0 y ISuLo—s preugl

et que, pour un &>>0 fixé, la convergence affirmée dans (9)
et (10) est uniforme.

L'ensemble de tous les ¢ positifs est égal 4 la somme 4 + B+ C
de trois ensembles disjoints:
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A=E{a+e<[fOI<p—s}
B=1§{[f(t)]<a—e}+§{[f(t)]>ﬁ+e},
C=1§{a—-e<[f(t)]<a+a}+§{ﬁ——s<[f(t)]<ﬂ+s}-

W (x) étant une fonction de Dirichlet, les lemmes 1, 2, 3’ et
la mesurabilité relative de [f(f)] permettent d’écrire

(11 My W, [f D]} = MW, [fO]};
de plus, en désignant par Mg la moyenne relative étendue a 4,

Pexistence de la moyenne M,‘;‘{M [f()]} est une conséquence de
ce que W, (x) est une fonction de Dirichlet: en effet, il s’agit de
démontrer la mesurabilité relative des produits

1) EG<WO1<4y ) XA (o<l <f<,<L<.);
or, un tel produit est identique & ,f] {[ f(®]e = AL}, la somme étant

finie et les [ é&tant des intervalles. Les A/ sont donc aussi des
intervalles en nombre fini et la mesurabilité R de [f(#)] implique
celle des produits (12). Nous pouvons donc écrire suivant (11)

(13) My W, [f(O1) = Mg + Mg+ ME,

en traitant B et C de la méme maniére que 4.
(8), (9), 10) et (13) conduisent a

W4) MW, LFO1y = | Ala (147, () + BoL, () +|Cl 9, 9
avec
(15  lim7, (=0, limf (=0, 0<3 ()<L

La distribuante u (}\:)l—*de [f()] étant continue pour A=«
et A=_7, on obtient .

(16) lim | Aly=|E{e < [/(0] <) lg =k ) — (@), lim | Cly=0.

En déterminant d’abord ¢ 0 suffisamment petit pour que ||,
et |C|, soient trés proches de leurs limites respectives (16); et
ensuite en déterminant n assez grand pour que 7, et §_ soient trés
petits suivant (15); enfin en remarquant que |4, <1, |B[,<1
et |C|y< 1, on tire de (14) la relation

Jim My (W, [ @]} = () — u(2),
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qui donne par Suité de (7) légalité

(17) u(f)—p (@) =p—a

pour tous les points «, § ott 1 () est continue, Or, la fonction u (L)

est monotone, i (0)==0 et u(A)==1 pour A>1, ce qui implique

que (17) subsiste pour tous les o, § de {0,1). Il s’ensuit que
ue=4 pour 011, ¢ q f. d

On remarquera l'analogie du théoréme suivant avec le théo-

réme 2’: :

Théordme 2. Si les fonctions f(¥) et g(t),. mesurables R,
telles que 0 < f(£) <1 ef 0 g(#) <1, sont indépendantes, on a

(18) MB {ezmi(hfft)'i"ku(l))} i MB {ezmhf(t)} ) MB {ez’”"”(‘)}

pour fous les entiers h et k, l'existence de moyennes M) faisant
partie de la thése. Réciproguement, si les fonctions f(1), g (8), me~
surables R, aux distribuantes continues, telles que 0 < f() <1
et 0 g1, satisfont ¢ (18) pour tous les entiers h et k,
elles sont indépendantes,

Démonstration, L'égalité (18) sera établie quand on aura.

démontré l'égalité
My{cos2nhf(t).cos2nkg(®)}

== My{cos2mh f(1)} . My{cos2m kg (f)}
et trois égalités analogues (pour cos... sin..., sin.., cos.., et
sin... sin...), D’aprés le lemme 4’, les fonctions cos 2mhf()),
cos 2wk g(f) sont bornées, mesurables R et indépendantes, Le
théoréme 1 de (IV) devient donc applicable. Il assure D’existence
des moyennes et implique la relation (19). Les trois relations ana-
logues résultent du méme raisonnement.

Réciproquement, admettons (18). Remplagons y k par —k;
il en résulte une formule que I'on ajoute a (18) ou bien soustrait

19)

de (18); on obtient ainsi deux relations, auxquelles il faut joindre -

deux autres, gagnées en changeant h en — A, pour avoir les quatre
égalités (19). On en tire, pour deux polyndmes trigonométriques
W, (), V, () de type (5),

Q0) Mp{W, (f D)V, (@)} == Mp{W, (f @)} . My{V, (g D)}
On peut dés maintenant suivre la démonstration de la seconde
partie du théoréme 2 de (IV); le seul changement & y apporter
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est emploi des polyndmes de Fejér au lieu des polynémes ordi-
naires pour approcher les fonctions caractéristiques des intervalles.
La continuité des distribuantes intervient de la méme maniére que
dans la démonstration citée; les formules (19) et (20) jouent ici
le méme rdle que les formules analogues pour puissances et
polyndémes dans la' démonstration primitive.

Théoréme 3. Les fonctions [f()] et [g()] étant indépen-
dantes et la fonction [f(D) + g ()] mesurable R, si f(i) jouil de
l'équipartition, il en est de méme de f(f)+ g (t).

Démonstration. On a en vertu de la premiére partie du
théoréme 2

(21) ‘ M, {ez’”("[f]'l"k[ﬂ)}=MB{e2’”"[f]}.MB {ezmk[g]}

pour tous les A et k entiers. D’aprés I'hypothése sur f(9) et le
théoréme 1, on a

(22) MB { ezmhf(t)} =0, M, {ezmh [f(z)]} —0
pour tout A naturel. En posant k=~h, on tire de (21) et (22)
(23) M, {eznih(f-i-g)} =M, {eZnil.([)].q.[g])} —0

pour tout A naturel. L’hypothése sur [f+g] fournit la thése en
vertu de (23) et du théoréme 1.

Théoréme 4. Si les fonctions hf(t)+kg(f) jouissent de
[I’équipartition (mod 1) quels que solent les entiers h, k (sauf pour
h=k==0), les fonctions [f(H)] et [g(®)] sont indépendantes.

Démonstration. On a d’aprés le théoréme 1

M, {ezﬂi("H'kg)} =0 - pour Ak enfiers, K+ >0,
donc aussi

M, {0y =0
Il s’ensuit que
(24) M, {eMi(h[f]-l*k[g])} =M, {eZMh[f]} . MB {62’"74[:1]}

pour tous les entiers A, k, I'égalité (24) étant &vidente pour
h==k=0. Or, I'hypothése sur Af+ kg implique pour A==1, k=0
la régularité de [f(#)]. Ainsila distribuante de [f(¢)] est continue;

pour A entier 3=0.
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il en est de méme de celle de [g(¢)]. Cette remarque et (24) per-
mettent d’appliquer la seconde partiec du théoréme 2 et d’aboutir
4 lindépendance de [f(d)] et [g (D]
Applications.
1°. Soit P(¥) un polyndme de la forme

(25)  P@)=c,(t+a)" +c,(t-a)"+... 4 ¢, (t+ a)*%,

avec k>1. Les nombres réels c, s sont assujettis aux conditions
suivantes: ¢;7k 05 5, >8,>...> 5,22 0; 50 pour k==1, Un
raisonnement direct montre Véquipartition de P(f) (mod. 1):
Supposons ¢, > 0. P(#) est une fonction positive et croissante
i partir d'un £assez grand. En posant £(n)== é‘{cr +n< P < g+ n},

on obtient

E{a <[P@] <f}=3E ().
Pour n > N, on aura
O By =4 —
les nombres £, £ étant déterminés par les équations
27)  Pt)=p+n PE)=0a+n 0<Lap1).

Il s’ensuit que

p—a t)(‘”’“)) :

twary,

ol f <r <.
En raison de P(Z, +1)==0@+n-+1, on obtient

t=p—0(HY) |, i f<o<t,

) t”““"‘ t’ g1 -
@) = egialtaT te
a1 by syeg(r 4 a)" L,

(27) implique
Pt

lim -~ == Jim

ne~ko P(l) b o0 rx+n

icm°®
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ce qui entraine
S gy T - t' L
(29) lim -—;;—-———1 lim 5==1, lim ~——"=0.
ey c1 14, n-wo L, n—>w tn .

Les inégalités évidentes 0<t <r, <t LE, 4y €t t <v,<ft +1

donnent ‘ ‘ | ’ )
’ Uy tn-{—l “ tn
;’Un""-rni <tn.+1""'t;, rn < t; H
on en tire en vertu de (29)
lim loa—rl _ 0 lim - —
ne>w r, ! n—o 1y,
En revenant sur (28), on obtient
. I _— t’
(30) lim 2" p g,
nr b — 1,

Les points £ (n> N) décomposent la demi-droite £ >0, & partir
d’un ¢ assez grand en intervalles contigus de longueur £, —¢.
Chaque intervalle contient un sous-intervalle (£, £ 1dent1que iE (n)
(27) implique lim # ==c0; la derniére des relations (29) et la re-
lation (30) sufflsent donc pour montrer que la mesure relative
de 3 E(n) est f—a. On aura donc

n>N
|E{e <[PO] <fle=

Le cas ¢, <0 se réduit au cas traité.

2°. Le résultat 1° subsiste pour s, > s5,>...2>5, >0, pourvu
que le polyndme P(f) ne soit pasborné. Soient donc P(¥) et Q (£)
deux polynémes de ce genre et supposons que kAP (i) +kQ ()
n’est pas borné, si les entiers h, & ne sont pas nuls a la fois.
D’aprés 1° et la remarque de tout a ’heure, le polynéme h P+ & Q,
qui est aussi du méme genre, jouit de I'équipartition (mod. 1)
pour A+ %*>0. En vertu du théoréme 4, on a donc Pindépen-
dance de [P(] et [Q ().

Un exemple est fourni par

Q)=(t+a,) avec a,Fa,.

Studia Mathematica, T. IX. 9

c.qf. d

ﬂ—-—a,
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Nous voyons donc que les fonctions de Pensemble [(£+ a)?| sont
indépendantes deux i deux. Comme a prend toutes les valeurs
réelles, I'ensemble en question a la puissance du continu,

En vertu du lemme 4/, l’exemple (31) enseigne que les fonc-
tions analytiques (sin 2n(t+a)) constituent un ensemble (de
puissance du continu) dont les éléments sont indépendants deux
i deux.

On peut méme affirmer que tout sous-ensemble fini de cet
ensemble est, en général, constitué par des éléments indépendants
»en bloc’, En effet, Pexpression

‘2‘4 ]Ij (Z ""I" aj)

Jonl
nest borné@, pour des A entiers non nuls, que si les sommes

)_7/ thaj g'annulent; or, une dépendance rationnelle entre
Jesl Je=l

les a; peut 8tre considérée comme exceptionnelle, Cette remarque,
avec une généralisation facile du théoréme 4, conduit & ce qui a
été affirmé.

3°. M. Kawmrt pe Firer a posé le probléme de définir une
fonction U(t,s) de deux variables, assujettie aux conditions
suivantes:

1) U(#,s) et U(¥, s) sont indépendantes en tant que fonctions
de s pour ¢ == 4,3

- 2) My{U(t,s)}==0 pour tout ¢ fixe, la moyenne étant prise
par rapport & s;

3) My{U?(t )} = const., la moyenne é&tant prise comme
dans 2);

4) M AUt + hys) U, s)} == ¢ (h), fonction de A seul, la
moyenne étant prise comme dans 2).

U(l,s) désigne une vitesse dépendant du temps £ et de la
molécule considérée; s est une variable (stochastique) qui déter-
mine la molécule. 1) signifie que la répartition des vitesses entre
les molécules & un instant donné est indépendante de la répartx—
tion réalisée & n’importe quel autre instant, 2) exprime le repos
du centre des masses et 3) la constance de Iénergie cmétnqua.
1) et 2) impliquent que la valeur de q)(lz) est 0 pour hz=0
elle est égale & la constante 3) pour A==

icm
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Or, l'exemple 2° fournit une réponse immédiate a ce pro-
bléme:

4 savoir, la fonction
Ut s)=sin2n(+s)

remplit toutes les conditions 1)—4). En effet, 1) a été établi, 2) ré-
sulte d’un calcul facile, 3) est vrai avec 1/2 pour la valeur con-
stante et, par conséquent, 4) ‘est aussi rempli; 'existence de la
moyenne résulte de la représentation du produit des sinus comme
différence des cosinus. Remarquons de plus que, grice a la
symétrie de U(,s), les conditions 1)-—4) subsistent quand on
intervertit le rdle de # et s. Cela signifie que la répartition tem-
porelle des vitesses pour une molécule est indépendante de cette
répartition pour une autre molécule; que pour toute molécule
il y a une position moyenne; que P'énergie cinétique moyenne
est la méme pour toutes les molécules.

La remarque qui termine 2° montre que I'indépendance porte, ,
en général, sur des systémes de plusieurs molécules ou plusieurs
instants. .

Il faut remarquer que la solution du probléme, tel qu'il a été
posé d’abord par M. Kawet pe FERET, n’exige pas que l'intervalle
de s soit infini. D’autre part, il est essentiel que l'intervalle pour ¢
soit infini, si Pon veut avoir toujours pour deux valeurs différentes
de s deux fonctions indépendantes de £ En effet, les fonctions
indépendantes deux & deux dans un intervalle fini forment un
ensemble tout au plus dénombrable.

La théorie exposée tout i I’heure peiit étre appliquée aux
suites. Les notions de Péquipartition et de l'indépendance sont
a définir par analogie; la densité asymptotique d'une suite par-
tielle par rapport a la suite totale joue le réle de la mesure relative.

(Regu par la Rédaction le 8. 4. 1940).

o
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Ipo mesaxeacnd ¢ymenii (V)
I, Hlrefmrays (Tonin),

(Posromo)

Hexatt £x mosmatyé ,entier de x®, mexail [x] == x — Ex;
xamemo, mo F(#) (0<t <o) mMag BracTHBiCTs exBiraprmmii
(mod 1), axmo ¢ymruiz [f()] Mae raxy puerpuCyaury s [¢].
Tammevw cmonamy, g 0 LA <1 @

|EALFO1 <D= 45

mpx npody wopes | £ |, mosmawyemo pertrusuy mipy suomuni E,
ax o puseueno B womyuinari (IV) 1), onanyernesd, mo saxuo f(f)
moe wiracrsicrs ewsinapruuif, [f]1[g] ¢ uensmencui, o | f + ¢]
pomarusno mmmipui, wo f () - g (f) Mae a0 TIO BIACLIABICTE
(Teopema 8). wmo hf+ kg Moo nmactmmiors oxpiiuprunil wpn
mominsmmx wimax h ik, xo [f(H)] i [g(#)] & nesamensui (Too-
pema 4). dk BAGTOCYBANMS OMEPHCYEMO ILIP., IO MIOKMILL ‘_I)ny;xc-
uifk {sin 2% (¢4 a)’},, onopmana spiem uio a upuiivaa el uitt-

cHi BHAUOHNS, MAG IAPAME MOBANGKIL CIOMENTH. SBiECH KOXO-

mmMo o poss'asxy mesmoro mmramma Hamio me Mopie.
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On extreme points of regular convex sets
by
M. KREIN and D. MILMAN (Odessa).

Let £ be a Banach space (a linear normed complete space)
and let £ be the space of linear functionals adjoint to it.

A set KCE is called regularly convex?) if for every fye E
not belonging to K such an element x;¢E can be found that

?:11? f(xo) < fo (%)

It is obvious that every regularly convex set is convex.

Let fOGEf x€E (x| <1,i=1,2,...,n) and £>0; then by
the neighbourhood U(f,; x,,...x,, ) we shall mean the set of
all fe £ such that =

fE)—F@l<s (=1,2...,n).

“All possible neighbourhoods U(f; xy,..., x,, &), where
foeE, xe B, |x|<1 (i=1,2,...,n; n=1,2,...,) and ¢>0,
define in E a certain topology, which is called weak topology
(Tychonoff’s topology) *).

From Tychonoff’s theorem on bicompactness of the topolo-
gical product of segments, as it has been pointed out by Vera
GantvacHEr and V. SmuLyan 8), results the following proposition:

A. A bounded convex set KCE is regularly convex if and
only if it is bicompact in the weak topology.

1) This definition has' been Yprrowed by us from the work of M. G, K'rein
andV.]J.Smulyan, Onregularly closed sets etc.. Annals of Mathematics 41 (1940).

% A.Tychonoff, Uba_ar topologische Erweiterung von Raumen, Mathem.
Annalen 102 (1929) 548. o

» V. Smulyan, Sur les topologies différentes dans I'espace de Banach,
Comptes Rendus de I'Acad. des Sc. de 'URSS, 23, 4 (1939).
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