Sur la divergence des interpolations
par

S. BANACH (Léopol),

1, Soit (C) Vespace des fonctions x(f), continues dans Vin-
tervalle fermé 0 <t 1. L'espace (C) est vectoriel, normé et
complet avec la norme

[ ] = maxe(t)I.

Considérons dans Pespace (C) une suite de fonctions {x, ()}
assujettie aux conditions:

(D La svite {x,(¢)} est compléte dans (C), ¢&. & d. que pour
toute fonction x (¢) ¢ (C) et pour tout nombre 8> 0, il existe un
systéme fini de nombres @;,...,q, tels que

n
lx — 2 x| <s;
fem]

() Pour tout systtme de nombres ¢,,...,%, et de points -

0 “‘\“:’1<i2< LR <1”<1)
les relations

2 x,
(3

=0 olj=1,2,...,n

entrainent

o= Q= mamo

En désignant par @ la famille de tous les systémes (")
de n points de Vintervalle fermé 0 < t<1, considérons une suite
arbitraire 7y, Ty, ... obt T,e®, pour n==1,2,..., & savoir ol le
systéme 7, est composé de pomts

) 0Lt < M., <t 1,

icm

“
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Pour toute fonction x (f)¢ (C) et pour tout n=1,2,..., il
existe en vertu de (II) un et un seul systéme de nombres a(") yerrs @ (")
satisfaisant aux relations ‘

Za(")x ™) = x(t) ol j=1,2,.
==l
Posons

n
U, (x, ) =3 o x,@).
{=1
Les fonctions U, (x, f) porteront le nom d’interpolations de la
fonction x (1) relatives d la suite de fonctions {x,(f)}. Telles sont
p. ex. les interpolations polyndmiales (relatives a la suite {¢"}),
trigonométriques (relatives a la suite {sin nt, cos nt}), etc.

Jétablis dans cet ouvrage les théorémes suivants:

Théoréme 1. Etant donnée dans I’espace (C) une suile
quelconque {x, ()} de fonctions assujetties aux conditions (1) et (II),
il existe une fonction x (f)e(C) et une suite d'ensembles {T}
telles que

1) TCT,Hpourn:l 2,003
®) I’ensemble 2 T, est dense dans Dintervalle 0 <t<1;
ne]
3) lim |U, (x, )| == + o presque partout dans cet intervalle.
=y o .

Théoréme 2. Etant donndes une suite quelconque {x,(%)}
de fonctions de (C) assujetties aux conditians (1) et (Il) et une

suite {T } d’ensembles dont la somme %= 2 T n’est pas dense
dans l'intervalle 0t <1, il existe une fonctzon x()e(C) telle que
lim |U, (x, t)| ==+ o0 presque partout en dehors du
:lzr?vél) 3 de 3.

Pour chaque n==1,2,..., introduisons dans la famille @
une distance entre deux systémes de points :

A) 0L <a<... <a1
® ENANANIIAS

e ————_—OY B

1) ¢ & d, do I'ensemble deu points d'mecumulation.
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par la formule:

w1

(4, B) ==| a,— by |- [?a: I (a;~|~1‘”" 4, o (bi—H"”" 61).-1

La famille ® devient alors un espace métrique complet.

De méme, introduisons dans la famille W de toutes les
suites {7} telles que T,e® pour n=~=1,2,..., une distance

entre deux suites {4} et {B,} par la formule:

N m(i4."’ B,)
(b B =2 o 15, By

n?

Alors la famille ¥ devient aussi un espace métrique complet.

Je montre qu'on a les théorémes suivants:

Théoréme 3. Pour toute suile {T,}¢ W, sauf une famille

de suites qui est de I-e catégorie dans W, lensemble 3 ==)'T ,
ma]
est dense dans Dintervalle 0 <t <1, !

Théoréme 4. Soit dans (C) une suite guelconque {x, (1)}
de fonctions assujetlies aux conditions (1) et (II). Alors pour
foute suite de systémes {T,}e W, sauf une famille de suiles qui
est de [e catégorie dans W, les interpolations U, (x, t) relalives

0

d cette suite salisfont d la condition
<5) li,;r}éa iUn (x, f) I e )

“

presque partout dans Uintervalle 0<Xt <1 pour foule fonction
x ()€ (C), sauf une famille de fonctions qui est de l-e calégorie
dans (C).

Soit enfin W, le sous-espace de W composé de toutes les
suites {7} assujetties & la condition (1). En gardant la distance

introduite dans W, espace W), est évidemment aussi métrique et
complet.

Je montre le

Théoréme 5. Les théorémes 3 ot 4 subsistent en rempla-
gant W par W,

Il en résulte aussitdt le théoréme 1,

2. Considérons un espace quelconque £ vectoriel, normé
et complet, et I'espace S, de toutes les fonctions u(f) mesu~
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rables (L) dans Pensemble wC (0,1) avec la norme

) lal= [ OL a.

Lemme 1. Soient H un ensemble dense dans E et
9, =U (x,8) ot n=1,2,..., xeE, tew et y,()eS,

une suite d’opérations linéaires. Si pour tout xeH la suite de
fonctions {y, ()} converge presque partout dans w, il existe un
ensemble ©C w ayant les propriétés suivantes:
1° lim U, (x,1) existe presque parlout dans v pour fout
k00 .
x<E;
2° lim |U, (x, %)
n=ro .
toul x¢F, sauf un ensemble des x de I-e catégorie dans E;
3° Popération y (f) ==U(x, t) == li.?; U, (x, t), ott xekE,
tev et y(HesS,, est lincaire; "
4° pour tout &> 0 il existe un M >0 tel que
mes E [[U (x, )| < M|x| pourn=1,2,...] > (1—¢) mes v
te?

pour tout xeE,

Démonstration, Les propriétés 1° et 2° ont été éta-
blies par M. S. Saks?). La propriété 3° résulte immédiatement du
théoréme d'aprés lequel la limite d’opérations linéaires en est
également une?). Pour démontrer 4°, posons

V. (x, £) = max |U(x, )| pour i=1,2,...,n,xck et tev.

w00 presque parfout dans w —7 pour

L’opération
z,(t) ==V (x,t) ot n=1,2,..., xeE, tev et z, (e,
est quasi-lindaire, c. & d. continue et satisfaisant aux conditions:

IV, Gty 2y DI IV, Gy DIV, Gy 0]
IV, Gx, =] 4V, Cx, D]

e i IR %

" S, Saks, Fundam, Math, 10 (1924), p. 192. -
) 8, Banach, Théorie dos opérations linéairoes, Monografie Matema-

tyozne 1, Warszawa 1982, p, 2824
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Par conséquent ¥) I'opération
z(f) ==V (x, £) == lim z,(f) oh xek, tev et z()c.S,
nehed
est aussi quasi-linéaire; il existe donc pour tout 82> 0 un 62> 0

tel que |x||<Cd entraine |z] <&*). Il en résulte facilement 4° en
vertu de (5), .

Lemme 2. La famille de toutes les suites de systémes {T}
pour lesquelles le dérivé 3’ de Iensemble 3 == 3'T est de me-
Lo

sure nulle est dense dans W,

Démonstration, Soient {A4,} une suite appartonant & W

et 82> 0 un nombre réel donné d’avance. Fixons un entier positif

m de fagon & avoir «%,;; < & et posons I’ =4 pour n==1,2,... m.

On peut évidemment choisir les systémes de points T, ,, r qarres
de maniére que la suite {T"} appartienne & W et que Von ait
mes 2'=0, On aura alors

(AN T < 11“2];"“”‘"“' 21< e gk d

8, Démonstration du théoréme 2. Posons
9 ) =U Gk, 1) pour n=1,2,... et i=1,2,...
Nous aurons évidemment
lim g, ,(0)==x,(t) pour 0LILT et i=1,2,...
n=»o
Désignons par H 'ensemble de tous les polynémes

J
(6) z(f) =2 o x,({) pour j==1,2,...
{ e

En posant

Z,(t)=U,(z,1),

9 S. Mazur ot W. Orlicy Studia Math, 4 (1933), p. 157, th, 6.1
% Ibid, p. 157, th, 3,1, CF oussi S. Seks, Transactions Amer. Math.
Soc. 41 (1937), p. 160170,
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nous avons donc
6): lim Z ()=2z(t) pour 0Lt et ze H.
Or, I'ensemble H étant dense dans I'espace (C), il existe en

vertu du lemme 1 (pour E=(C) et w==(0,1)) un ensemble
7C(0,1) ayant les propriétés 1°—4°. Nous allons montrer que

@ mes (v—32') =0

‘ott 3’ désigne Pensemble dérivé de X=3'T,.

el
Soit & ce but
8) {C0,1)—(=+x2")

un ensemble fermé, Considérons une fonction arbitraire v (f),
continue dans (0,1) et telle que

%= 0 pour &
©) . v (t) { ==0 pour e X+ 3.

Comme ensemble dense dans (C), H contient une suite
{z,()} de polyndmes, telle que ‘
(10) | lim |z~ 0] =0.
En posant
Z,,,((t)“""‘" Un (z,, t), (8 )= Un (v,2),
nous avons en vertu de (6); ‘
(11) 1}1{]:0 Z, @)=z pour 0Kt et i=1,2,...

En vertu de (9), on a d’autre part v, (f)==0, d’ott
12) lim o, ()=0.

On conclut de (10) et (11) en vertu de la propriété 3°
de 7 que
v () == lim z,(t) = lim v (1) presque partout dans 7.
Ipo0 ner oo

Comme, selon (9), v()==0 pour fef, on a selon (12)
mes v5==0. Il en résulte aussitdt (7), puisque & est par définition
un ensemble fermé arbitraire satisfaisant & (8). Or, les propriétés
2° et (7) de = entrainent la relation (4), c. q. £ d.

Btudin Mathematioa, T, X, 11
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Démonstration du théoréme 3. Etant donné un
&> 0, désignons par I'(¢) la famille de toutes les suites {7}
de ¥ & chacune desquelles on peut faire correspondre un entier
positif n tel que

() e ( () .~
13) tM<e, 1P M, sy 10—t e, L e,

Ainsi définie, la famille I'(¢) constitue évidemment un en-
semble ouvert dans ¥, Par conséquent
o .
r- [{G

) ke
est un Gy dans W,

D’autre part, il est facile de voir que 1" est la famille de

83
toutes les suites {7’} pour lesquelles les ensembles 2'7", sont den-
pisan ]
ses dans lintervalle 0.7 {21,

Enfin, soient {4,} une suite appartenant & U et 1> 0 un
nombre réel donné d’avance. Fixons un entier positif m de fagon

a avoir m;m <7, La famille I' contient évidemment une suite {7}

telle que 7 =4 pour n==1,2,...,m. Par conséquent

n
&1 1
({A"}’ {Tn}) < 24’ , n g m < ’Y],
nmm-ldz 2
ce qui montre que I' est dense dans W. Or, le complémentaire
d’un G; dense étant de I-e catégorie, le théoréme se trouve dé-

montré,

Démonstration du théoréme 4. Etant donnés deux
nombres ¢ >0 et M >0, désignons par I'(e, M) la famille de
toutes les suites {7} de W & chacune desquelles on peut faire
correspondre une fonction x(f)&(C) de norme [x[-=:1 et telle
que les interpolations correspondantes U, (x,t) satisfassent & la
condition
(149 mes E [[U,(x,0)|<M pour n==1,2,...] <.

Ot g2l

Ainsi définie, la famille I"(¢, M) constitue évidemment un

ensemble ouvert dans W et par conséquent

J“f‘»ﬂfﬁklll‘j{[f(llm M)
est un Gy dans W,
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D’autre part, I" contient en vertu du théordme 2 toute suite
{T,} pour laquelle on a mes 3'=-=0, de sorte quen vertu du
lemme 2 la famille I" constitue un ensemble dense dans W par
conséquent, son complémentaire (¢comme celui d’un G, dense)
est de l-e catégorie dans . Enfin, soit {7} une suite apparte~
nant & I'. D’aprés le lemme 1, en prenant pour E Pespace (C),
pour H Dlensemble des polyndmes (6) et pour @ Pintervalle
0t 1, cet intervalle contient un ensemble 7 jouissant des
propriétés 1°—4°, Comme il existe pour tout &> 0 et pour
tout M >0 une fonction x(#)¢(C) de norme |x|==1 satisfaisant
a (14), on a d’aprés la propriété 4° mes z==0. Il en résulte
en vertu de la propriété 2° de v que (5) se présente pour toute
fonction x ()€ (C), sauf une famille de fonctions qui est de I-e
catégorie dans (C), c.q.f. d. '

Démonstration du théoréme 5. Le lemme 2 et les
théorémes 3 et'4 se démontrent pour ¥, exactement de la méme
maniére que pour W. ‘

Démonstration du théoréme 1. Ce théoréme résulte
du théoréme 5 en vertu du théoréme général d’aprés lequel la par-
tie commune de deux G, denses est un G; dense, donc a for-
tiori non vide.

(Regu par la Rédaction le 3. 4. 1940).
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() [Iocainonuicrs {x,(£)} ¢ nosma 5 (C), 1060 1110 s KoMITOL
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() 0t <<, <t
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Tloxmamxiso
n
U, (x, t) = %'af“’ x,(0).

Oymenit U, (x, £) ssymson imrepuonamien Ppymemil
x (f) migmoono mocmigosmoori Qymruilt {x,(H} Taxmmu e uup.
monimommi imrepmomanil (sixmoomo {t"}), rprromomerpme (vix~
moono moonimonmoowi {sin nf, cos ni}) i m

Hosomiy B mitt pobori wawi wmeopemm:

icm°®
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‘ Teopema 1. Ammo mama » mpocropi (C) mosimnEa mo-
eminonmiors {x,({)} $ymwmil, mo samosomsmaTs ymonm () i (II),
ro iemye wama {ywmmiz x(¢)e(C) i mocmigomicrs maxmx MEo-
wan 7, T, ..., mo

6] ‘ TnCT"+1 mma n=1,2,...;
2) Muomurra 3T, & B npomimzy 0 <t <1 ryera;
' . n==l .
3 ,11.1,:?0 |U, (x, £)|= 4+ wmaifme perogm B wsoMy mpo-
MimRy.

’.[teopema 2. flemo pami mosiwsme mocmimommics {x,(¢)}
$ymrnit 3 (C), mo samopomnuaTOrs yMOBR @ i () i moemizon-
micrs (T}, nua axol cyma == 2T ue &5 mpomimey 0. £ 1

ns==l

rycra, mo ienye maxa Qymmmit x(f) e (C), wmo

@ lim (U (x, )| == 400 wmajime BCIOAE B8 BEUHATHKOM TO-
wor moximmoiy) 3V Mmmommmm 5.

Bpemmi mopato ysaransnenna HaBeXenmx TeopeM.

1) Tobyo B Muomwmi POTOR CRYITTEHEL,
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