Sur les rétractes par déformation des coupures
de la surface sphérique

par

M. WOJDYSLAWSKI (Léopol).

1. On sait que, pour les continus ¥ localement connexes
situés sur le plan G’ (ou sur la surface sphérique G, sans un
point), les propriétés suivantes sont équivalentes’):

11

1.2 % divise G* en un nombre fini de composantes bornées
(ou G,en un nombre fini de composantes),

(1.3) X contient un graphe®) ® qui en est un rélracte par
déformation®).

% est un rétracte de voisinage?®),

1) Pour 'équivalence (1.1) 2 (1.2) voir K. Borsuk, Fundam, Math, 19 (1932)
p. 242. L'implication (1.2) + (1.3) est une conséquence immédiate d'un théoréme
de S. Eilenberg, Fundam. Math. 27 (1936) p. 173, th, 2; pour Vimplicalion
inverse voir*). . ‘ ‘

%) Un ensemble X C % est dit rétracte de % d'il existe une fonction con-
tinue r transformant % en X et telle que r(x) == x pour tout point x€ X. Un en-
semble % s'appelle rétracte de wvoisinage si chaque espace Y DX dans lequel &
est un ensemble fermé contient un voisinage U de % dont &% est un rélracte.
Dans le cas olt % est un rétracte de chaque espace YD % dans lequel % est
fermé, on appelle ¥ rétracte absolu; cf. K. Borsuk, ibid., p. 222.

%) c. & d. image homéomorphe d'un polytope connexe fini & 1 dimension
(»gewohnliche Kurve* an sens de K. Menger, Kurventheorie, p. 63).

) L'ensemble X est dit rétracte de %X par déformation s'il existe une
{onction r(x,) continue pour x€ X et 0 <{t<C1, telle que r(x, ) €X pour 041,
que r (x,0) =x pour tout x€ %X, r(x,#)==x pour tout x€ X et r (¥,1) €X pour tout
x€%; cf. K. Borsuk, Fundam, Math. 21 (1933) p. 91, On a le théoréme suivant,
qui — comme la définition précédente — n’exige pas la compacité de $:

(1.4) Si X est un rétracte par déformation d'un ensemble connexe % &,,
chaque composante de ©,— X contient une et une seule composants de Gy 9.

En effet, si & divise ©, entre les points p et p/, tout ensemble s'obte-
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Or, pour les ensembles connexes non compacts %X, méme
localement connexes par arcs, les implications (1.1)-—(1.2) et
(1.1) = (1.3) peuvent &tre en défaut, comme le montre I'exemple
formé de la suite des circonférences sur G’ de rayon 1/2" et de
centre (3/2", 0) o n=1,2,...

Dans cette Note, je donne donc une autre caractérisation
des rétractes de voisinage % C G, quelconques (th. 1). Je démontre
ensuite que les implications (1.2) — (1.3) et (1.3) — (1.1) subsi-
stent pour les vrais sous-ensembles % de ©,, connexes et loca-
lement connexes par arcs (th. 3), ce qui donne en particulier, en
vertu de Vimplication (1.3)— (1.2)%), la généralisation de I'équi~
valence entre les propriétés (1.2) et (1.3)%). Enfin, je montre que
Pon peut pousser davantage la spécialisation du graphe ® figu-
rant dans (1.3).

2. Dans une Note antérieure”), j’ai établi une condition suf-
fisante pour qu’un ensemble % soit un rétracte absolu?). Par une
légére modification, cette condition devient une condition suffi-
sante pour que ¥ soit un rétracte de voisinage. A savoir, (9.2)
y est A remplacer par

(2.2) Si klim W, = x, Pensemble A, est contractile dans B,

d partir d'un k suffisamment grand.

Le lemme en question prendra alors la forme suivante:

Soit Q==(g;, q45--+), 0t ¢,= ¢, pour iz j, un ensemble dé-
nombrable quelconque, dense dans %. Soit W, W,, ... la suite de
tous les sous-ensembles finis de Q.

Pour que % soit un rétracte de wvoisinage, il suffit qu'il existe
deux suiles A, A,,... et B, B,,... de sous-ensembles de %, tel-
les que:

@1 W,C A,

nant de % par une déformation continue dans Gy— (p) — (p’) divise G, entre
les mémes points. Cf. S. Eilenberg, Fundam. Math. 26 (1936) p. 77, 5.

Pour les % connexes et localement connexes par ares, la réciproque de
(1.4) est aussi vraie; voir plus loin, th. 2.

%) qui résulte du th. (1.4), voir®).

" Celte question m'a été posée par M. C, Kuratowski et c'était le
point de départ de la Note présente.

" M. Woijdystawaski, Fundam. Math. 32 (1939) p. 187, § 9.
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(22)  Si lim W, =x, l'ensemble A, est contractile dans B,
k== k ” ke

p partir d’un k suffisamment grand,

(2.3) W,CW,==W, entraine: B,C A,

2.4) klirg Wik== x entraine klzzzzo B,k== X,

La démonstration en est la méme que celle du lemme
primitif.
Dans la suite, nous n’aurons d’ailleurs besoin que du cas

particulier de la condition en question, & savoir ot A,= B, pour
i=1,2,... Le lemme peut alors &tre énonc¢é comme suit:

‘Lemme 1. Pour que % soit un rélracte de woisinage, il
suffit qu'il existe une suite 4, 4,,... lelle gue:

25 . W;CWE entraine W, CA,;C A,

(2.6) lim W =x enfraine lim 4, ==x,
+ k== oo e ke 00 T
@2.7) Si I}gn W, =x, [Densemble A, est un rélracte absolu

a partir d'un k suffisamment grand.

3. Désignons désormais par % un vrai sous-ensemble con~
nexe de G,et, pour tout XC%, par X ensemble X augmenté
de toutes les composantes de &,— X contenues dans %8). Cela
correspond, sur le plan, & ajouter & X C% C G’ toutes les compo-

"santes bornées de &— X contenues dans %.

On a par définition. pour tout X C % les propositions suivan-

tes (qui subsistent en y remplagant &, par &)

(31)  XCX* entraine XCX CX*C¥,

(3.2) Chaque composante de ©,— X_ contient au moins une
composante de 6,— %,

(3.3) Si X est un continu localement connexe, X, lest aussi,

3.9 Si, X étant un continu localement connexe, G,— %
est connexe, X_ est un rétracte absolu,

car X est alors un continu localement connexe d’aprés (3.3) et
S,— X, est connexe d’aprés (3.2)9).

%) Je dois cette idée 3 M. S. Eilenberg.
%) K. Borsuk, Fundam. Math.19 (1932) p. 229, § 13 ot p. 282, § 83,
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3.5 klgx:o X =xe% entraine kl}::o X)=~x,

car, le diamétre de X C G’ ne changeant pas lorsqu’on ajoute a X
des composantes bornées de G'— X, on a ¢(X)==d(X).

4, Lemme 2. Si % est un ensemble connexe et localement

connexe par arcs, pour tout couple R, R, de composantes distinc-
tes de ©,— %, il existe une courbe simple fermée S,C % qui divise le
plan entre R, et R,. Si en oufre d(R,)<¢, on peut avoir fou-
Jours 4(S;) < 2s.
__ En effet, soient R un cercle ouvert de diamétre 2¢& contenant
R,, et S la circonférence de R. Un sous-ensemble ouvert de
’ensemble localement connexe par arcs étant lui méme de ce
genre, ¥R est localement connexe par arcs. D’autre part, ¥R
divise &, entre R, et R,, car R contient la frontiere F(R,) de
R, (sans contenir des points de R,+ R,). L’existence d’une courbe
simple fermée S;C% R divisant G, entre R, et R, résulte alors
d’'un théoréme connu 1Y),

Lemme 3. Soit % un ensemble connexe et localement con-
nexe par arcs; soient Q,, Q,,..., Q, toutes les composantes de
©,— %. Alors, pour tout sous-continu localement connexe C de ¥,
il existe un rétracte compact de woisinage = lel que CCZX et
que les n régions-composantes R, R,,..., R, de &,— 3 satisfont
@ la condition

4.1) Q.CR, pour k==1,2,..., n.

Démonstration. Soient Q, Q,,..., Q, les composantes
de G,—%. % étant un ensemble connexe et localement connexe
par arcs, il existe d’aprés le lemme 2 des courbes simples fermées
S,C % qui divisent &, entre Q et Q,. Posons = < +2Slj)c'

ijsn
On conclut de la définition de .S, que chaque région-composante

de G,— (C +ZSlj)c contient tout ou plus une des composantes

Lisn
Q, Qyreery Qisde G,— %; d’autre part, toute région-composante
de G,— 3 contient en vertu de (3.2) au moins une des compo-
santes Q,, Q,,..., Q,. Les régions-composantes Ry, R;,... de
©,— ¥ sont donc au nombre n et on peut les ranger de fagon
a avoir (4.1).

1) 8, Eilenberg, Fundam, Math. 26 (1936) p. 84.
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5. Théoréme 1. Pour que % soit un rétracte de woisi-
nage, il faul et il suffit qu'il soit localement connexe par ares
el que

5.1) klim Q,.kr-: p entraine p non € X
=00

pour chague suite {Q, } des composantes de G,—%.

Pour que X soit en oufre un rétracte absolu, il faut et il
suffit que G,— X soit connexe.

Démonstration. La condition est suffisante. Soit en
effet Q==(¢,,¢,,...), ol g, == ¢, pour i=}=/, un ensemble dénom-~
brable dense dans %. Soit Wi, Wy ..o la suite de tous les
sous-ensembles finis de Q. Désignons par d,, la borne inférieure
des diamétres de tous les arcs simples unissants dans % les
points ¢, et g, *). Soit enfin L, lun de ces ares, tel que

d(L‘.“.a)ang d,,- Alors la condition (2.5) est réalisée pour l'en~
semble ‘ ' ~
(5.2) A= L),

) Giptpe Wi
en substituant dans (3.1) & X et X* les ensembles 3 I,

grvae Wy

et X L, respectivement. B
94, 95, 8 W

I en est de méme de la condition (2.6). En effet, supposons

que kl:r:o W, = x; l'ensemble % étant localement connexe par

arcs, on a lim L, , = x "ot
4 Jez==co tlk lzk pour q[lk’ qizke ]:Vik, d Ol.l
lim 2 Li1i2=== X,
k=00 iy @ u,,ik

On en conclut en vertu de (3.5) et (5.2) que lim A, == x.
' k== K

Passons a la démonstration de la condition (2.7). Admettons
donc que khmrg lVik:x; en vertu de la condition (2.6), qui vient
d’étre établie, on a alors lim 4, =x ot x¢%¥. L’ensemble

K

krzoo

2 L, étant un continu localement connexe, on conclut de
% e Wi,

1
) Cor?me ensemble connexe et localement connexe par arcs, S oat,
comme on voit facilement, connexe par ares,
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(3.3) que A‘.kl’est aussi. Or, si parmi les A,k il y avait une infi-

nité de coupures de &,, il existerait d’aprés (3.2) et (5.2) une

suite infinie {Q,.] }de composantes de &,— ¥ contenues respecti-
“m

vement dans les composantes Qf de G,— A, ; on aurait donc
“n

lim Qf =lim Q, = x¢ %X, cont;airement z‘tm(5.1). Par consé-
me=0 km me=co kn
quent, il n’y a qu’'un nombre fini de Azk qui divisent G,; tous les
autres sont donc?) des rétractes absolus et la condition (2.7) se
trouve établie. En vertu du lemme 1, il est donc démontré que
% est un rétracte de voisinage.

Enfin, si en particulier G,— % est connexe, tous les 4, sont
en vertu de (3.4) des rétractes absolus et par conséquent??) il
en est de méme de %.

La condition est nécessaire. En effet, si % est un rétracte
de voisinage, % est localement connexe par arcs. Supposons que
lim Qikm xe%. Daprés le lemme 2, il existerait donc une suite
kw00

S:, Syy+.. de courbes simples fermées divisant &, entre la compo-~
sante Q, et une autre composante de &,— X, la suite S,,.5,,...

satisfaisant 4 la condition lim S,=x¢%. Or, aucune des courbes

o= 0
S, n'est homotope & un point dans &,— Q,%), donc & plus forte
raison au point x¢% dans %, de sorte que % ne serait pasi¢)
un rétracte de voisinage, contrairement I'bypothése.
En admettant en particulier que % est un rétracte absolu,

chaque courbe simple fermée SCX y serait homotope a un point
et ©,— % serait connexe, c. q. f. d.

Corollaire 1. Si % est un ensemble localement connexe
par arcs et divise ©, en un nombre fini de composantes, X est
un rétracle de voisinage.

6. Soient S, ; C 6? I'anneau circulaire E[t<|z| <] et S, la
circonférence S,= S, ,. Considérons un cas particulier de la
situation de %: admettons notamment que S;CEXCS,;, et
b, (G*— %) = 215). Posons enfin ¢ (2) == / |z| pour z == (0,0).

%) D’aprés mon lemme précité dans 7), en y posant B;== A,.

) S. Eilenberg, Fundam, Math. 26 (1936) p. 75, th. 1.

1) tout rétracte absolu de voisinage étant localement connexe en toute
dimension. Cf. C. Kuratowski, Fundam. Math. 24 (1935) p. 278, 3,

1) b, (%) désigne le nombre de composantes de %€,
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Dans ces hypothéses, on a les énoncés suivants:

6.1) Si Y est un continu localement connexe, loute fonc~
tion continue f(Y)CX est homolope dans % & la fonction
o f() CS,CX (en symboles f~ ¢ f dans %).

En effet, soit L un arc simple tel que 5L ==0==Lf().
Le continu K'==[L 4+ S+ ()], étant localement connexe et rem-
plissant d’aprés (3.2) la condition &, (— K)==2, S, est un ré-
tracte par déformation de K%), Comme .S est aussi un rétracte
de l'anneau ;5 , et comme S, C K, on conclut que K est un ré-
tracte de S, ;. Les fonctions f et ¢f étant homotopes dans
Sip,10 elles le sont aussi dans K C%.

6.2) St QY est un polylope infini et f(Y)) CK, alors f~ of
dans ¥. _

En effet, X étant un rétracte de voisinage et les fonctions
f et ¢ f étant homotopes dans tout sous-polytope fini de 9 (en

vertu de (6.1)), ces fonctions sont homotopes aussi dans 9 tout
entier.

(6.3) St Y est un polylope infini et f(P)C XK, £,(Y)CK
sont des fonctions continues telles que |f,—f,| < 3/4, on a fi~ f,.

En effet, selon (6.2) on a f;~ ¢ f, et f,~ ¢f,. En outre
lefi—ohl <lofi—fl+ VA ARV ST
<1/843/4+1/8=1,
ce qui entraine ¢f,~ gf, sur S, car 6(S)==2>1.

(6.4) Si 9, Y* sont des polylopes infinis tels que Y*CY,
et f(D)CXE, f*(Y*) CX sont des fonctions continues, alors I'ho~
motopie dans X entre f* et la fonction partielle /D" entraine
Uexistence d'un prolongement f,(9) C% de f*7).

(6.5)

@  La circonférence S, est un réiracte par déformation
e X.

En effet, soit € le segment 0.< {<1/8. Posons == XF,

%) ¢f. S, Eilenborg, Fundam, Math, 27 (1936) p. 178, th, 2.
;”) of. 5. Eilenberg, Fundam, Math, 82-(1939) p 167, (2.2).
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<’est 'ensemble des points (z, #) olt z¢% et 0 #<C1/8. Il suffit
de construire une fonction continue r(x, )¢ % pour £¢%, telle que

{6.6) r(z,0) ==(z,0) pour ze¥%,
6.7) r(z,t) =(z,0) pour zeS,,
(6.8) r(z,1/8)=(p(2), 0) pour ze%X.

% étant un ensemble plan, on peut supposer que 3 est
contenu dans un cylindre 5,5 ; X €.

La ,surface® F'=% X (0) + 5, X T + % X (1/8) étant un ensem-
ble fermé dans le produit 8 = % X &, il existe %) une fonction con-~
tinue #(8) €S, XX telle x#(z,t) = (z,#) pour (z,£)€F et que
Y =% (8 — F) soit un polytope infini satisfaisant & la condition

(6.9) {4} étant une suite de simplexes de D, si l'on a
x,€4, et lim x,=x€F, alors klim dy=x,
1 00

Ke=oo

Posons f, (z, ) == (p (2), 0) pour (z, £)e F+

(z,D)EF:
¢ (z, 0) pour t=4=0
(z,0) pour t==0.

== %(8), et pour

fu (2, t)m{

Le deux fonctions sont évidlemment continues. % étant un ré-
tracte de voisinage (d’aprés le théoréme 1), il existe un prolonge-
ment f*(z,£) €% de f«, continu pour (z,#)€ F+ D ol Yy est un
polytope infini constituant un voisinage de l'ensemble F. En vertu
de (6.9), le plus grand sous-polytope Y* de 9, défini par la for-
mule |f*(z,) —(z,£)| <1/4 est aussi un voisinage de F,

En vertu de (6.4), il existe un prolongement f,(Y)CH% de
la fonction f* car on a |f*(z,8) — fi(z, D <|f* (2,8) — (2, D) |
1 ) —f, (2, O | < 14 1/4=1/2 < 3(S,).

Le polytope 9* étant un voisinage de F, la fonction
£,(Q+F) CX est continue. Posons r(z, ) ==f, % (z, {) pour (z, £)€ 3.
On a:

r(z, 0) ‘"’f/.z"(zr 0) =fz(z’ 0) = f*(z, 0) = fi (2, 0) = (z,0)
pour z€%,

r(zl 1) mfz”(z’t) mfz (2,1 = (z,1) == f...(z,t)m(tp(z), 0) == (zlo)

- pour z€5],

1) C, Kuratowski, Fundam. Math, 24 (1935) p. 266, th. 2.


GUEST


174 M. Wojdystawski.

r(z, ,é..) == f, (z,-éw) e f, (2, 33)*/* (z, ‘é) i falz, ;) =y (2),0)
pour z¢SE,

Les conditions (6.6) — (6.8) dtant ainsi remplies, 5| est un
rétracte par déformation de ¥. L’énoncé (6.5) se trouve done
établi.

Supprimons a présent la restriction supplémentaire que %
soit situé dans l'anneau circulaire et considérons le cas plus gé-
néral, & savoir ou ¥ contient une courbe simple fermée .S, est
contenu lui-méme dans une des régions complémentaires de .S
et divise le plan en deux composantes. Dans ce cas, il existe
une homéomorphie A (%) de % en un sous-ensemble de l'anneau
circulaire .S, 4 telle que A(S)==S; de sorte (ue

(6.10) S est un rétracte par déformation de %.

7. Lemme 4. Soit % C G un ensemble connexe et locale-
ment connexe par arcs. Soit R une rdgion assujeltic aux condi-
tions : ‘

(7.1) La frontiére F(R) de R est un continu. localement
connexe,

(7.2) FRYCXCR+F(R),

(7.3) R contient exactement une composante de G*— %,

Alors, F(R) est un rétracte par déformation de %,

Démonstration. Conservons les notations de 6. Soit
g(R) =t (S,,) une transformation conforme de la région R
en Pintérieur du cercle S;,. En vertu de (7.1), tous les points
de F(R) sont accessibles de’ R*) par des arcs simples; chaque
»Primende” de R sur F(R) se compose donc exactement d'un
point®). Par conséquent, étant donnée dans R une suite de
points p;, p,,..., convergente vers un ,Primende” représenté par
un point p ¢F(R), les points p;, p,,... étant situés sur un arc
simple L a extrémités p,, p et tel que L—(p)CR, la suite
g(p), g(py),... converge vers un point de S, et limage g(L)

%) K. Borsuk, Fundam. Math, 19 (1932) p. 233,19,
M) C. Carathéodory, Math. Ann, 73 (1913) p. 858, S. XVII.
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de L est dans ce cas un arc simple?!). D’autre part, un point
de F(R) pouvant représenter plus d’un ,Primende” de R et la
correspondance entre les ,,Primenden” de R et les points de .S,
étant biunivoque et bicontinue®), limage d’un point de F'(R)
se compose en tout cas d’un ensemble fermé de points de S,.

La transformation inverse h==g™, qui est une homéomor-
phie dans Int(S,,), est ainsi continue sur .S;. Comme de plus
z mgi:n;zk entraine h (2) ::klig.loh (z,) pour zeS, et z.¢Int(S,,),

la fonction % transforme .Sy, == Int (S, )+ S, en R == R+ F(R)
d’une fagon continue. En résumé:

(7.9 Elant donné un arc simple LCR a extrémité peF(R)
et tel que L— (p) CR, lensemble h™*(L) est un arc simple,

(7.5)
(7.6)

hlnt (S, )] == R est une homdomorphie,
h(S, ) == R est une fonclion continue.

Enfin, {L,} étant un suite d’arcs simples satisfaisant aux
hypothéses de (7.4),

(7.7) kli_m L,= peF(R) entraine klim S[A7N (L] =0,

car en cas contraire on pourrait extraire de la suite {A™" (L)}
une suite partielle convergente vers un arc P CS, de longueur
positive; en approchant donc P par une ligne sinusoidale P,
située dans Int(S,,), le continu P+ P, qui n’est pas un arc
simple, aurait pour l'image A(P ~+P) un arc simple, contraire~
ment 3 (7.4). '

Ceci établi, posons %*= A"(%). On a donc selon (7.2),
(7.5) et (7.6)

(7.8) S, CE*CS, 5
en outre
(7.9) by (G2— %) = 2,

car R~ % &tant connexe en vertu de (7.2) et (7.3), il en est
de méme de S, ,— K== A7 (R — %) en vertu de (7.5), et comme.

4) ibid, p. 350, S. X, S, XV et Bemerkung.
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ce dernier ensemble est disjoint de @& — S, en vertu de (7.8),
le complémentaire de %* se décompose en deux composantes:

(22____ O Worzs (&2"‘”‘ S(),i) + (SO,IW %*) '

% étant connexe par arcs'l), tout point x¢ X R peut étre
uni & F(R)C% par un arc simple L tel que h™' (L) soit un are
simple (cf. (7.4)) unissant le point A™'(x)e®* & S5;C%* Il en
résulte que "

(7.10) %™ est connexe.

Soient z¢.S, et z, z,,... une suite de points de %X*— S
convergente vers z. Comme % est localement connexe par arcs,
il existe dans % une suite d'arcs Ly, L,,..., Varc L, ayant pour
extrémités les points h(z,) et A(z) *M*kl:m L, et remplissant la
condition L,— A(z)C% — F(R). En vertu de (7.2) et (7.4),
h”’i(Lk) est donc un atc simple & extrémités z, et z, de diamétre
tendant vers 0 en vertu de (7.7). Ainsi tout ze€.S; est un point

de connexité locale par arcs de ¥* Comme en vertu de (7.5)

il en est de méme des points de %*— .S, il est démontré que
(711 F*oest localement connexe par arcs.

(7.8) — (7.11) réalisent les hypothéses de 6 pour %* En
vertu de (6.10), il existe donc une fonction r(z,?) continue pour
tout ze E* et 0Lt 1, telle que r(z, )¢ X* et que

(7.12) r(z,0) ==z pour z¢%X
(7.13) r(z,f) ==z pour z€.S,,
(7.14) r(z,1)eS, pour ze¥*

Reste & définir une rétraction déformant %€ en F'(R). Posons
A ce but

P15 @(e, H=hr[A"(x),f] pour xe% et 0. <Lt 1.
Ainsi définie, la fonction ¢ est continue. En effet,
’}m(xm £) == (x, 1)
entraine pour x¢% — F(R)CR
(7.16) klg‘:a(l) (2, tk) == (x, 1)

® ©
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en vertu de (7.5), (7.6) et de la continuité de r; pour x¢F(R)
la méme égalité entraine klim x,==x, d'oll lir,? sup A7 (x,) C R (%),

ce qui donne par suite de la continuité de r et de (7.13)
lim sup PR (), £ C PR @), 1] = A7 (%),
=200

car b”'i(x)eSl. Il en résulte que
lix;\ sup hr[R 7" (x), £,] C hr[h7 (), 1] = hh7 (%) = x,

c’est a dire

\ lim hr[hvl(xk), tk] mem )y h)“[kul(x); tl,

K m=io0

ce qui donne (7.16) en vertu de (7.15). On a enfin selon
(7.12) — (7.15) pour tout xe% et 0Lt

¢ (x,0) = hr[h7(x), 0] = hh™'(x) == x pour xe%,
9 (e, D) = hr[h ™ (%), f] = hh™'(x) = x pour xeF(R),

9 (x, 1) = hr[A7(x), 1] € hr[AT(F(R), 11= h(S) = F(R)
pour xe¥.

8. Théoréme 2. XCG&, élant un ensemble connexe et
localement connexe par arcs, pour qu'un sous-continu localement
connexe 3 de % soit un rétracte par déformation de %, il faut
et il suffit que la condition (4.1) soit remplie pour la suite (finie
ou infinie) des composantes Q, Q... de G— & et la suite
des régions-composantes (convenablement rangées) Ry, R,,... de
Gy 2.

Démonstration. La condition est nécessaire en vertu
de (1.4)%). Elle est trivialement suffisante pour & == G,. Admet-
tons donc que % #+ G, et substituons, dans le lemme 4, G, a &,
%R, a % et R,a R. Par suite de la connexité locale de 2, F(R)
est localement connexe?®). D’autre part, F(R) C% R,C R+ F(R).
Enfin, (4.1) ayant lien par hypothése, R, contient exactement une
composante de &,— %, donc de G,— %XK,.

Les hypothéses (7.1) — (7.3) étant ainsi réaliseés, il existe
en vertu du lemme 4 une fonction ¢,(x,?) continue pour xe%XR,
et 0CtC1, telle que ¢,(x, HeER, et

a5

) C, Kuratowski, Fundam. Math.15 (1930) p. 180.
Studin Mathematien: T IX, 12
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(8.1) P (x,0)=x  pour xe %R,

(8.2) ¢, (e, ) = x  pour xeF(R),

(8.3) g, (x, 1) e F(R) pour xe¢%XR,.
Posons

¢, (x, ) pour xe¥XR,,
8.4) ?(x 9 ::::{ x‘ pour x63,

En tenant compte de F/(R)CZ, on a en vertu de (8.1),
(8.3) et (8.4):

8.5) ¢ (x,0) == x pour x¢%,
(8.6) @ (x, £) ==x pour x¢,
(8.7) p(x,1) ¢ 2 pour xe¥.

Reste & montrer que la fonction ¢ (x,#) est continue pour
tout xe¥ et 0Lt Soit

(x, 9 -—=I}E:°(xk, t), dot x ml‘lmxk .

Deux cas sont & considérer:

1° x,eR, pour k==1,2,... Alors xeﬁlmRﬁ-F(RQ. La
fonction ¢ coincidant selon (8.2) et (8.4) avec la fonction continue
¢, sur R et sur F(R)CZ, on a dans ce cas

,{i;“w‘?’(xw 4) ”,}Lﬂi ¢y (s £) == gy (%, 8) == g (x, £).

2° x,eR, pour k=1,2,... Alors x¢&,— IR =3, d'ol
“selon (8.4) i

8.8) 9 (x,8) == x.
En méme temps, on a selon (8.4)
89 ?(x,t) =9, (x, ) e KR, .

Enfin, en vertu de la connexité locale de 3 y On a
fim 9(R,) = 0%), d'ob fim Ry= lim Ry, = lim x,:= x,

' "5) A Schoenfliess, Die Entwicklung der Lelre von den Punkiman-
nigfaltigkeiten, Zweiter Teil, Leipzig (1908) p. 297,
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ce qui donne d’aprés (8.8) et (8.9)
,}i:‘:oq’(xka £) m.klz’:oq’ik (s 1) Eklj_n:o lew x == o (x, ),
La continuité de ¢ est ainsi établie, c. q.f. d.

Théoréme 3. ¥ étant un vrai sous-ensemble connexe et
localement connexe par arcs de ©,, chacune des conditions sui-
vantes est nécessaire et suffisante pour que % divise G, en un
nombre fini de composantes :

() C étant un sous-continu localement connexe quelconque
de %, il existe dans % un rétracte compact de woisinage 2 con-
tenant C et étant un rétracte par déformation de $%;

() X contient un rétracte compact de woisinage = qui est
un rétracte par déformation de %;

() % contient un graphe ® qui est un rétracte par défor-
mation de %.

Démonstration. La condition (I) est nécessaire en vertu
du lemme 3 et du théoréme 2.

(D) entraine (II) comme cas particulier.

() entraine (Ill). En effet, comme rétracte par déformation
de Pensemble connexe %, = est connexe; comme ensemble com-~
pact, 2 est donc un continu; enfin = est par hypothése un rétracte
de voisinage. En substituant don¢ I & % dans 1, I’équivalence
des propriétés (1.1) et (1.3) pour les continus entraine l'existence
dans = d'un graphe ® qui est un rétracte par déformation de =,
done de . , =

La condition (II) est suffisante. En effet, comme un graphe, -
® divise ©, en un nombre fini de régions; en vertu d’un théoréme
connu¥), il en est donc de méme de %, dont ® est selon (IlI) un
rétracte par déformation.

Remarque. Le graphe ® figurant dans la condition (lll)
du théoréme 3 peut étre soumis i des conditions supplémentaires
plus speciales. On peut exiger p. ex. qu'il soit aussi proche (au
sens de distance de Hausdorff*4)) que 'on veut de I'ensemble %.
Soit & ce but F'un sous-ensemble fini de %, tel que dist (F, %) <s,
le nombre 22> 0 étant donné d’avande, Soit F—@ = (p,, pyy1e0, p,)

e ——

#) Voir, par ex. F, Hausdorff, Mengenlehre, Berlin (1927), § 28,
12%
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En posant G,=®, définissons G, pour i=1,2, ..., n comme le
graphe formé de G,_; et d’un arc simple L,C% unissant
p, @ G,_, de fagon que seule I'autre extrémité de L, soit située
sur G,_,. L’ensemble ¥ étant connexe par arcs, il est facile de

voir qu'un tel L, existe toujours. Le graphe ® +2'L, ainsi obtenu
£

a ® pour son rétracte par déformation et, comme son complémen-
taire contient celui de %, une simple application de (4.1) et du
théoréme (1.4) permet de montrer qu’il satisfait encore a la con-
dition (4.1). En vertu du théoréme 2, il est donc un rétracte par
déformation de % et, comme il contient F, la distance entre lui
et % ne dépasse pas &,

(Regu par la Rédaction le 23, 3, 1940),

Mpo pedopmaniiind perparmn mepermuin cfopu
M. Boitpmenanenguit (Monin)

(Rosrome)

Bigomo, mpo moxamnmo sp'asme xomrunyym K== G,, mo
minas cfepy G, ma cxinvenmy minexicrs ofmucrelt, Mictuus y cobi
rpad ®, axutt ¢ gedopmamitimmm porparron rwonruyyma €. -
eThCA mpobmemMa: BEaHATETH MoKy ¢iM'i0 Fan'aaiux wa JOKANBHO
LYyTOBO BB'ASHEX MHOMEE %, ML AKAX 6 TOKON CUPABOIJIMBY
BHIIIe HaBemeHa TeopeMa. JLosojry B milt womi, mwo cim'm F emma-
DAETHCHA TOTHO 3 BOIX Mmomme %, SUMK KOLOBH QI &~ % Maa
TinpRE crimwemmy wimskicrs woMmomemt. Crupamumes ma oy
xeMMy 3 MO6l momepexEboi poform, MO0 HAEPEN XaPAKTOPH-
CTHRY ILTOCKEX 8B'A3muX perparris orowemms, Omicas mosommy,
mo konm Taxmit perpaxt X mimmre ¢fepy ma cximwenity kimpricrs
obmacreit, To ¥ wmicrmts y cobi rpad &, wo ¢ Horo medopma~
niftmmM perpaxroM, B mimui momomuy, o, 8 mpyroro Gory, Kouu
BB’HBHA Ta JORANBEO IyroBo sm'aema Mmommiua % Micturs y cobi

rakuit rpad @, 1 KOMOBEENEA CKIANAETHOL B CRIHTENHOL KITHKO-
eTi KOMIOHeHT,

icm
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