16 S. Mazur — W, Orlicz.

T (f@, %+ 9,) +g (@, x+9,)
== omp. MaKc. f (x) + cnp. Maxe. g (x).

fx BACTOCYBANHA HABONEHHUX TOOPEM, OLepHyeMo, Mim
irrroomss

1) fdrmo f(x) pmmipra, mepiommana Jyunrmis, TO KT KOm-
mof mocmigosmocti wmeen {a,} MaeMo Maihme Beoxm

lim |, f (0, x +9,)| = oxp. uoo. | £ ()] . Tim | 0,

n-+w n=ro
BEEABIOA BENALOK, Y SHOMY OMH THEHHK LPABOI CTOPOHE o~
pismioe mymosi, a apyruit Gesromewmumit,

2) fxmo f(x), g(x) sumipui, obmemeni Pyunmit, 8 mecmine~
moMipmmymu nepiogamu, 1o cup. Maxnc. f(x) == oup. Make. (— f(x)),
onp. Mame. g (x) == cup, Make, (— g (x)) mo Malbme Beomu:

nlirx; la, f(@, x-+-9)+b, g (0, x+9)]

== fim (|a,| cmp. Maxc. | fix) |48, | cxp. Maxe. | g (x)[).

icm

Sur une propriété caractéristique de I'ellipsoide
par
H. AUERBACH (Léopol).

Dans cette Note, nous nous proposons d’établir le théo-

réme: ' )
‘ Soit, dans l'espace affine ¢ n+1 dimensions (n>0), S une
surface close bornée jouissant de la propriété suivante: étant donnés
deux points quelconques P, P’ de S, il existe une projectivité lais-
sant invariante la surface et faisant correspondre au point P le
point P’. Alors la surface S est un ellipsoide. .

Nous ne supposons pas que la surface soit réguliére ou
connexe, mais seulement qu’elle soit une variété 4 n dimensions
au sens topologique, close et sans point commun avec le plan
a linfini, : :

Ce théoréme contient comme cas particuliers un théoréme
analogue relatif aux transformations affines?), et un théoréme de
M. E. Orro?%), ot l'on suppose que S est une surface convexe
et posséde la propriété suivante: étant donnés deux points P, P’
de la surface et un point R situé a lintérieur du segment PP’,
il existe une projectivité laissant invariants la surface et le point
R et transformant P en F’.

1. Nous emploierons un systéme de coordonnées affines
ayant pour l'origine un point de la surface .S. On peut alors
représenter les projectivités transformant la surface en elle-méme

) H. Auerbach, Sur les groupes bornés de substitutions linéaires,
Comptes Rendus 195 (1932) p. 1367—1369.
%) Peut-étre non publié jusqu'a présent.
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sous la forme

, Xyt et g X,

xi:—_." (i=1,...,n+1).

an+21x1+ b +an+2 n-}—1xn+1+ 1

L’ensemble I" de toutes ces projectivités est évidemment
un sous-groupe fermé du groupe projectif général. D’aprés un
théoréme fondamental de M. Cartan?), c'est un groupe de Lie.
Il est formé d’un sous-groupe invariant ¢onnexe G et d'un nombre
fini ou d’une infinité dénombrable de composantes:

I'=G+aG+a,G+...

En effectuant sur un point quelconque P de la surface tou-
tes les transformations du groupe G, on obtient une variété ana-
lytique partout réguliere G(P)%), située sur S. On a

S=G(P)+a,GP)+a,G(P)+...

Toutes les variétés au second membre ont évidemment la
méme dimension, nécessairement égale & n. L’ensemble G(P) est
donc ouvert sur la surface S. Par conséquent, cette surface est
analytique, partout réguliére.

2. 1l existe évidemment un ellipsoide entourant la surface .S
et ayant avec elle au moins un point commun. Le plan tangent
de Vellipsoide en un pareil point est en méme temps celui de la
surface et ne contient pas d’autres points de celle-ci. En vertu
des hypothéses du notre théoréme, il en résulte que chaque plan
tangent de la surface n’a avec elle qu’un seul point commun. En
outre, tous les points d’un certain voisinage du point de contact
sont situés du méme coté du plan tangent. Puisque les plans
tangents en deux points différents sont toujours dlfferents, on
peut considérer la surface .S comme V'enveloppe de " plans.

Il suffit de démontrer notre théoréme dans I'hypothése que
la surface S est connexe. En effet, on pourra alors affirmer que,
dans le cas général, elle se compose d’'un nombre fini d’ellipsoides,

) E. Cartan, La théorie des groupes finis et continus ot I'Analysis
Situs, Mém. Sc. Math, 42 (1930) p. 24.

) Voir L. Bianchi, Lezioni sulla teoria dei gruppi continui finiti di
trasformazioni (Pisa, Spoerri 1918) § 63,

Propriété caractéristique de Iellipsoide: i
q!

sans point commun deux i deux. Or, si ce nombre était >1,
il existerait évidlemment des plans tangents ayant avec la surface
plusieurs points communs.

La surface .S, supposée connexe, est transformée transitive-
ment par le groupe connexe G. En effet, si P est un point quel-

- conque de .S, ensemble G (P) est ouvert sur S. Pour un point

A de sa frontiére, on aurait donc G(4)= G(P), ce qui est im-
possible. Par conséquent G(P)=.S

3. Nous écrirons les projectivités du groupe G sous la
forme homogeéne:

. ' nd-2
¢)) X, = Zcu Xp

k==

(i=1,...,n+2),

en supposant les coefficients fixés de maniére que le déterminant
lc,| ait le module 1 et que ¢ w2 b2 soit positif.

Les substitutions linéaires amsx normées forment un groupe.
En effet, la substitution inverse s~ ' et le produit s¢ sont évi-
demment normés si la substitution s se réduit i Pidentité; le
groupe G étant connexe, ils le sont aussi dans le cas général.
On voit de méme que le déterminant |c,| est toujours égal
a+1.

Dans la suite, le groupe G sera identifié avec le groupe
linéaire qui vient d’stre défini.

4. Un morceau suffisamment petit de la surface .S admet
une représentation paramétrique

x-——f(ul,...,u) (i=1,...,n+2),

ol les f;, sont des fonctions analytiques réguliéres des variables

: . ox ox
u,...,u et le rang de la matrice (x’:)_x:’ vy Ez:
an+l,

La surface .S étant l'enveloppe de ®" plans, on peut dé-
finir les deux formes différentielles F,, F, de M. Fueni®), Elles
sont invariantes par rapport aux changements des paramétres
a jacobien positif, ainsi que par le groupe G. La forme quadra-

) est égal

% Voir G. Fubini-E., Cech, Geometria proiettiva differenziale (Bologna,
Zanichelli 1926—27) t. 2, § 104,

pid
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tique F, est définie, puisque, comme nous avons vu, tous les
points de la surface sont elliptiques. .

Supposons, par impossible, que la surface S ne soit pas un
ellipsoide. Alors la forme cubique F, ne s'annule identique-
ment dans aucun point de S. Par conséquent, I'expression diffé-
rentielle F,.|F,|™"?, positivement homogéne de degré zéro en
duy,...,du,, admet, dans chaque point de la surface, un maxi-
mum positif /, qui est manifestement un invariant absolu des
formes F,, F, et dépend d’une fagon continue des paramétres u.
Si 'on multiplie les coordonnées x par un facteur ¢(uy,...,u,),
possédant des dérivées continues jusqu'au troisiéme ordre, les
nouvelles formes seront QZFQ, est, et linvariant J deviendra
lel™'/.

5. Supposons que la surface S soit représentée en coor~
données cartésiennes (x"Mm 1). Linvariant J, relatif & ce choix
des coordonnées, est une fonction du point, J(P), continue sur
toute la surface. Pour le calculer dans un point donné, on peut
par exemple prendre n des variables x,..., x, ; comme para-
métres. ‘

Soit (1) une transformation quelconque du groupe G, Si

Xyyevey X, .1, 1 sont les coordonnées d’un point ‘variable P de
la surface, on peut considérer les x’ comme des nouvelles coor-
données homogeénes du point correspondant F’, rapportées par
exemple aux paramétres Xx,,..., x, dans un certain morceau de 5.
Les formes F,, F, au point P’ deviennent alors égales & celles
au point P; la nouvelle valeur de linvariant / est donc J(P).

D’autre part, les coordonnées x’ s'obtiennent en multipliant les
' ’ nej-2

coordonnées cartésiennes du point P’ par le facteur ¢ = 1221' Cpgt X

La nouvelle valeur de l'invariant au point P’ est donc lo|”2 (P,
Les deux expressions sont égales; on a donc
a2 J(Pl)
1, [+3 X e T - "]
' |I;é1' n--2 k% k|. J(P)
. - La fonction J(P) étant positive et continue et les coor-
données cartésiennes du point P’ étant bornées, il existe une

constante positive M telle que I'on a
ne=2

| ey x| < M ({==1,..., n+2)
}E=S

icm
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pour toute transformation du groupe G et pour tout point (x,,..., 1)
de la surface. ,

Choisissons sur la surface n+2 points non situés dans un
méme plan, représentés en coordonnées cartésiennes. Les coor-
données x’ des points qui leur correspondent par une transfor-
mation quelconque du groupe G sont toutes de module < M et
s’expriment au moyen de (n+2)® équations linéaires. En résol-
vant ce systéme d’équations, on conclut que les coefficients c,;
sont uniformément bornés.

6. Effectuons toutes les transformations du groupe G sur
Vorigine (0,...,0,1). Si on considére les coordonnées des points
correspondants (e, , 421705 Cpyg,py) comme des coordonnées
cartésiennes dans I'espace affine & n-+42 dimensions, on obtient
dans cet espace un ensemble borné E, invariant par le groupe G.
Le plus petit ensemble convexe contenant E jouit de la méme
propriété, ainsi que son ¢entre de gravité. La derniére coordonnée
de ce point est positive, puisqu’il en est ainsi pour les points de
I'ensemble £. En revenant a ’espace 4 n+1 dimensions, on voit
que le groupe G y posséde un point invariant O. .

Comme le groupe G est borné, il laisse invariante une forme
quadratique positive définie ¢ (x,,..., x, 429 et, par suite, con-
serve la polarité par rapport a la quadrique imaginaire p=0.
Le plan polaire @ du point O est donc aussi invariant par G.
Il est évident que ce plan pe contient pas le point O et qu’il
n’a pas de point commun aveé la surface.

Soit # une substitution linéaire faisant correspondre au point O
I'origine et au plan © le plan a linfini; A la surface S correspond
par cette projectivité une surface bornée S, transformée transiti-
vement par le groupe linéaire borné et connexe G=tG ¢ qui
laisse invariants l'origine et le plan a Dinfini et admet une forme
quadratique positive définie invariante @ (x,,..., x, 12

On a évidemment ¢, ,=7¢,,,, =0 (k=1,...,n+1)
pour toute substitution de G; de plus Co 2 ez ™ 1, car autre-
ment le groupe ne serait pas borné et connexe. Il s’ensuit que
les transformations du groupe G s’expriment en coordonnées

%) Loc. ¢it. ) ou W. Fenchel, Uber beschriinkte lineare Gruppen, Matem.
Tideskr. (1936) p. 10,
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cartésiennes sous la forme
n-1
’ -
X = P Ci X
Je ]

(i=1,.00, n+1)

et laissent invariante la forme quadratique positive définie de
ces coordonnées P(x;,..., x,., 0). Cette forme est donc con-
stante sur la surface 5. Par conséquent, celle-ci est un ellipsoide.
La surface S est donc aussi un ellipsoide.

(Regu par la Rédaction le 22. 11. 1939).

Xapaxreprermuna piacranlers oaimcofmy
I Ayepbax (Annis).

(Pesrome)

Hexalt S mosmatys oGMememny i BaMKEHELy HOBEPXIIO, XIOXO~
wemy B (n-1) - posmiprocrniM adimriM mpoeropi, W0 Mag TAKYy
BxacTEBicrs: Axmo P i P’/ mosimeui, memawi ma S roumm, 10
iomye mpoewTmBEHA TpamCcOPMANiA, IO IEPETBOPIOE IIOBEPXLID
S B ceGe, i mpm axiit moura P mepexomurs B Touxy P’

Toxi mosepxua S & emimcoimom,
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Une propriété des familles d’ensembles bien ordonnés linéaires

) par
G. KUREPA (Glina).

Introduction.

1. Javais posé le probléme?!) de savoir si chaque famille
non dénombrable d’ensembles bien ordonnés de nombres ration-
nels contient une sous-famille non dénombrable dont aucun élé-
ment n’est segment initial d’'un autre é&lément de la sous-famille.

Dans ce qui suit, je prouverai que la réponse au pro-
bléme précédent est affirmative (v. lemme 1), ce qui me per-
mettra de prouver — pour justifier le titre de I'Article — que

“'toute famille non dénombrable F d’ensembles linéaires bien or-

donnés contient une sous-famille ® de méme puissance que la
famille F et jouissant de la propriéié qu’aucun élément de @
n'est un segment initial d'un autre élément de @ (v.lemme 2),
fait qui 4 son tour entraine la normalité?) de tout tableau ramifié?)
dans lequel il existe: une fonction réelle uniforme -croissante

1) G. Kurepa, Ensembles ordonnés et ramifiés, Thése, Paris, 1935;
aussi Publ, Math, Univ. Belgrade 4 (1935) p. 1—138, en particulier p. 3 et
p.- 134 en bas.

%) Un ensemble partiellement ordonné est dit normal s'il est fini ou
a méme puissance que I'un de ses sous-ensembles F jouissant de la propriété
suivante: guel que soit le point a de F, Vensemble [a] des points de F compa-~
rables & a est un sous-ensemble ordonné de F.

% Un ensemble £ particllement ordonné par une relation d'ordre <C est
dit un fableau ramifié par rapport & < si, quel que soit le point a de E,
I'ensemble (., a); des points x de E vérifiant x <« est vide ou un sous-
ensemble bien ordonné de E.


GUEST




