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cartésiennes sous la forme
n-1
’ -
X = P Ci X
Je ]

(i=1,.00, n+1)

et laissent invariante la forme quadratique positive définie de
ces coordonnées P(x;,..., x,., 0). Cette forme est donc con-
stante sur la surface 5. Par conséquent, celle-ci est un ellipsoide.
La surface S est donc aussi un ellipsoide.

(Regu par la Rédaction le 22. 11. 1939).
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Une propriété des familles d’ensembles bien ordonnés linéaires

) par
G. KUREPA (Glina).

Introduction.

1. Javais posé le probléme?!) de savoir si chaque famille
non dénombrable d’ensembles bien ordonnés de nombres ration-
nels contient une sous-famille non dénombrable dont aucun élé-
ment n’est segment initial d’'un autre é&lément de la sous-famille.

Dans ce qui suit, je prouverai que la réponse au pro-
bléme précédent est affirmative (v. lemme 1), ce qui me per-
mettra de prouver — pour justifier le titre de I'Article — que

“'toute famille non dénombrable F d’ensembles linéaires bien or-

donnés contient une sous-famille ® de méme puissance que la
famille F et jouissant de la propriéié qu’aucun élément de @
n'est un segment initial d'un autre élément de @ (v.lemme 2),
fait qui 4 son tour entraine la normalité?) de tout tableau ramifié?)
dans lequel il existe: une fonction réelle uniforme -croissante

1) G. Kurepa, Ensembles ordonnés et ramifiés, Thése, Paris, 1935;
aussi Publ, Math, Univ. Belgrade 4 (1935) p. 1—138, en particulier p. 3 et
p.- 134 en bas.

%) Un ensemble partiellement ordonné est dit normal s'il est fini ou
a méme puissance que I'un de ses sous-ensembles F jouissant de la propriété
suivante: guel que soit le point a de F, Vensemble [a] des points de F compa-~
rables & a est un sous-ensemble ordonné de F.

% Un ensemble £ particllement ordonné par une relation d'ordre <C est
dit un fableau ramifié par rapport & < si, quel que soit le point a de E,
I'ensemble (., a); des points x de E vérifiant x <« est vide ou un sous-
ensemble bien ordonné de E.
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(v. théoréme 1) ou méme une opération uniforme croissante trans-
formant ce tableau en un ensemble ordonné séparable (v. théo-
réme 2°%)4),

2. D'une manidre générale, E étant un engemble ordonné
quelconque, soit?)

1 oE

la famille de tous les sous-ensembles bien ordonnés de E, ordon-
née partiellement par la relation < que voici: 4, B étant deux
ensembles bien ordonnés quelconques,

@ A=< B

équivaut 4 ce que 4 est un segment initial de B sans que B
soit un segment initial de A4, avec la convention que, quel que
soit I'ensemble bien ordonné non vide B, lensemble ordonné
vide L vérifie L < B.

On vérifie sans peine que 0F est, par rapport & <2, un
tableau ramifié normal®)%); mais le probléme de savoir, si tout
sous-ensemble du tableau ¢ £ est normal, est bien difficile ).

Dans le présent Article, le probléme sera traité pour les
quatre cas olt 'ensemble ordonné E vérifie I'une des conditions
suivantes , )

. E est au plus dénombrable, donc, d’aprés G. Canror,
semblable 4 un ensemble de nombres rationnels;

) En convenant qu'un ensemble £ partiellement ordonné par g vérifie la
condition (f) &'il existe: un ensemble ordonné séparable F et un procédé
faisant correspondre & tout point a de E un geul point f(a) de F de manidre
que, pour tout point b de £ vérifiant apd, on ait f(a) < f(b), linégalité
Fla) < f(ag) ayant lieu alors pour au moins un point dp de E vérifiant a g a,
(bien entendu, < désigne la relation par rapport & laquelle # est ordonné
séparable), nous avons prouvé ailleurs la normalité de tout tableau ramifié 7" véri«
fiant la condition (B), pourvu que la puissance du rang y7' de 7' soit de
la forme Ny (@3> 0). ‘

%) Sous le nom de procédd o sur E on a introduit (loc. cit.y) p. 99)
0k aveo Ia restriction que tout élément de o & soit non vide et borné,

: " *) et équivalent & lainsi dite hypothdse de ramification (cf. loc. eit. 1)
p. 130).
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Il. E ‘est parfaitement séparable au sens de M. FreécHer?),
done, d’aprés A. Denjoy?®), semblable i un ensemble linéaire;

IIl. E est séparable au sens de M. Frécrer, donc semblable
a un ensemble pseudo-linéaire 9);

IV. E vérifie la condition de Souslin, & savoir que toute
famille d’intervalles non vides de £ est au plus dénombrable 1),

Alors que, dans les trois premiers cas, le probléme de la
normalité de tout sous-ensemble du tableau 6E sera résolu par
Iaffirmative, le probléme analogue concernant le quatriéme cas,
étant équivalent au probléme bien connu de Souslin, reste ouvert:
c’est qu'on peut démontrer ceci:

Soit E un ensemble ordonné tel que chaque famille d’inter-
wvalles non vides de E est au plus dénombrable; pour que E soit
séparable, il faut et il suffit que chaque famille non dénombrable
d’ensembles bien ordonnés extraits de E contienne une sous-famille
non dénombrable ne confenant aucun couple d’élements distincts
dont I'un est un segment initial de I'autre (v. théoréme 3).

I. Familles d’ensembles bien ordonnés de nombres rationnels.

Lemme 1. Chaque famille non dénombrable F d’ensembles
bien ordonnés de nombres rationnels conlient une famille ® de
méme puissance que la famille F et telle qu’aucun de ses élé-

ments n'est un segment initial d’un aulfre élément de ®.

3. Pour démontrer le lemme, nous traiterons la famille F
comme un tableau ramifié par rapport a la relation <, définie

") Un ensemble ordonné E est dit parfaifement séparable g'il y a une
famille au plus dénombrable F d’intervalles de £ telle que tout intervalle non
vide de E soit la réunion de certains intervalles appartenant a F.

8 Voir A, Denjoy, Sur les ensembles ordonnés. Comptes Rendus 192
(1931) p. 1011—1014. ‘ :

%) Voir G, Kurepa, Sur les relations d’ordre, Bull. Académie Zagreh
(1937). En désignant par 2 X [0,1] I'ensemble des couples (a, 4), (ag[0,1],
b =0 oul), ceux-ci étant ordonnés par le principe de premiére différence, tout
sous-ensemble de 2 X[0,1] est appelé pseudo-lindaire. Remarquons que 2X[0,1]
est séparable sans &tre parfaitement séparable.

10) Nous ne savons pas résoudre le probldme, s'il existe un ensemble
ordonné vérifiant la condition de Souslin et contenant, au point de vue de V'ordre,
tout ensemble ordonné vérifiant la condition de Souslin (bien entendu, si la
réponse au probléme de Souslin est affirmative, I'ensemble 2 X [0,1] de tout
d 'heure est un pareil ensemble).
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par (2), et remarquerons qu'alors le lemme 1 s'exprime encore
en disant que le tableau ramifié F' contient un sous-ensemble
disjonctif 1) @ vérifiant p F'== p 9 1)

Manifestement, tout sous-ensemble ordonné du tableau F
est au plus dénombrable; dés lors ) y F < &2.

Or), tout tableau ramifié non dénombrable dont chaque
sous-ensemble ordonné est au plus dénombrable a la m&me puis-
sance que 'un de ses sous-ensembles disjonctifs®'), pourva que
la puissance du tableau soit supérieure a celle du rang du ta-
bleau®). C’est pourquoi, dans le cas qui nous occupe, nous pou~
vons ne traiter que le cas ol

3 pEF =1,
4. Soient ‘
) Yy A

un nombre rationnel et un ensemble bien ordonné non vide de
nombres rationnels respectivement. @ désignant le type d’ordre
de Vensemble A4, celui-ci peut &tre écrit comme il suit:

y =

() A=/(ay, a;, ... g, ... g, avec q;<la, pour tout § <7< «; ‘

bien entendu, pour tout <@, ¢ est un nombre rationnel bien
défini appartenant a A4.
Définissons la fonction

6) @ (r, A)
de la fagon suivante: si red, ¢ (r, A) désignera l'indice vérifiant,

1) Un ensemble particllement ordonné est dit disfonctif s'il ne contient
aucun couple de points distincts comparables,

1) p X veut dire puissance de X.

1) T' étant un tableau ramifié, on désigne, pour tout indice o, par R,T'
Tengemble des points a de T pour chacun desquels P'engemble (. , a)y des
points de T précédant a est de type d'ordre @. Le rang de T, en signes ¢ 7T,
est le premier nombre ordinal @ vérifiant R, T'==0.

4) Voir loc. cjt.?) pp. 107 et 108, ol nous avons prouvé ls normalits
{voir?)) de tout tableau ramifié 7" vérifiant p7' > py T' (voir 1)), c'est-i~dire, si
PT >y, ily aun FT tel que, d'une part p F == p T, ok de l'autrs, pour
tout agF, l'ensemble [a]; des points de F comparables & a est ordonné,
donc bien ordonné; si, de plus, p7' > Ny d'une part ot si tout sous-ensemble
ordonné de I' est au plus dénombrable d’mutre part, il est manifeste que Ven-
semble digjonctif Ry F (voir 17)) vérifie pRy==p T,
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dans (5),
™ Yo, )= T3
si r non € 4, on posera ¢ (r, A)=0. On aura donc
®) 0<9(r,4) <e.
En posant
&) @ (r, F) = borne sup ¢ (r, 4),
on obtient
(10) 0<9(rF)<2

Démontrons qu'il existe un nombre rationnel r, vérifiant
11 97("0’F)=‘Q
bien entendu, nous supposons que F' vérifie (3) et que tout &lé-

ment de F' est non vide.
Or, si I'on avait

(12) p(r, F)< 2
pour tout nombre rationnel r, alors, en posant
(13) == borne sup ¢ (r, F),

oli r parcourt ensemble des nombres rationnels, la dénombrabilité
de celui-¢i entrainerait, vu (12), que

(14) J< Q.

Or, par supposition (3), yF ==, ce qui entraine, F' étant un
tableau ramifig, I'existence, pour tout ¢ < £, d’'un sous-ensemble
bien ordonné de F' de type ordinal . En particulier, A étant
un élément de R, ,F, en écrivant A sous la forme (5), on au-
rait ¢ >d 4 2. Mais a4 +1 est un nombre rationnel vérifiant

9 (ay +1,A) =d+41, ce qui est en contradiction avec la défini-
tion (13).

5. La relation (11) étant établie, on en déduit ceci:
Quel que soit le nombre ordinal » < £, il existe un élément
A’ ¢ F vérifiant

(15) @(ry, A) > v
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Ceci étant, soit 4A°un élément quelconque de F' vérifiant
(16) rye A° 18);

soit 0<a< 2 et supposons que, pour tout §<«, A soit un
élément de F' tel que

a7 P (ry, AN <9 () AE) pour tout 7 <§&;
alors A" désignera un élément quelconque de F' tel que
@179 9 (rys 4 < P(ro» A%) ¢ <a).

D’aprés la remarque de tout & I'heure, A%existe: pour s’en con-
vainere, il suffit de poser » == borgne sup 9 (r,) Ay et A= A",
<a a

Bref, nous avons prouvé l'existence d’une suite transfinie
d’éléments de F

(18) Ay Ay A5 (@< 2)
telle que ‘
19 (s AE) < 9(ryy A" pour tout § << 2,

Et voici la conclusion: lensemble des A (¢ << 2) est un
sous-ensemble disjonctif du tableau F, c’est-a-dire, quels que
soient £ <1< &, les A°, A" sont deux éléments distincts de F°
ne vérifiant ni A%< A" ni A"<c 4.

En effet, soient

Aﬁ;»m (ag, . ,aE, ., ) 3
gre i
Al == (“g! ay a?» '"){;qaﬂ

les représentations de l‘a forme (5) de AE, A"; on a done

(20) a§<af<nvt a§< “ray (C<ae)
(07 ap< o)< af< vy E<a’),
Puisque
¢
(21) Uy ity == 03 Gy aty = T
on aura
¢
(22) %w%mdwm'

1) ry désigne un certain nombre rationnel vérifiant (11).
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Si, alors, 'on avait par exemple AE<): A", cest-a-dire
a!f;"_“— ] pour tout { < d,

on obtiendrait en particulier, puisque ¢ (r,, AE) < aE,

3 1 —
Ly () = B (v %) = T

ce qui est impossible 3 cause des deux inégalités suivantes:

@ (ry AE) =% ¢ (ry, A" (voir (18) et (19))
ag)(ro.AE) =+ a:;, (ror AN) (voir (207).

L'impossibilité de 4"<z A* pouvant atre démontrée d'une
fagon analogue, le lemme 1 est complétement établi.

[I. Familles d’ensembles bien ordonnés linéaires.

6. Lemme 2. Chaque famille non dénombrable F d’en-
sembles bien ordonnés lindaires contient une famille @ de puis-
sance égale @ celle de F et telle qu'aucun élément de @ n’est
un segment initial d’un autre élément de @ (cf. lemme 1),

Posons pour tout ensemble bien ordonné non vide 4 de
nombres réels

(23) f(4) = bornéilsup a.
On aura ‘ ‘
(29 —w < f) <5

de plus, quels que soient les ensembles bien ordonnés non vides
lindaires 4 et B, ‘

(25) A B entraine f(4) <f(B),

Pégalité f (A) = f(B) ne pouvant avoir lieu que dans le cas ol
A = B — f(A), ce qui, en particulier, entraine que le type ordi-
pal o de A est de seconde espéce et que le type ordinal de B
est o 1. , )
Comme ci-dessus, nous pouvons supposer que & vérifie (3)
et que, de plus, "
pR,F< 8, pour tout @< L.

Désignons par ‘
Fo, Fy
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respectivement la famille des éléments de R, Fet R, F (¢ <£);
par conséquent F,= F— Fj.

i désignant l’un des deux nombres 0,1, la famille F| jouit de
la propriété que pour tout couple d’éléments A, B de F, véri-
fiant 4 << B, on aura f(4) < f(B), propriété qu'on peut expri--
mer en disant que f(4) (A€ F, ), est une fonction réelle uniforme
“croissante dans le tableau ramifié F;.

Par conséquent, le lemme 2 est un cas particulier du

Théoréme 1. Tout tableau ramifié non dénombrable T sur

lequel il existe une fonction réelle uniforme croissante est de méme
puissance que l'un de ses sous-ensembles compose de points deux
d deux incomparables,

7. Démontrons le théoréme 1, En désignant par
(26) @ (aeT)

une fonction réelle uniforme croissante dans T, on aura y T R
et, comme dans (3), nous pouvons supposer que 77 ==£ et que
chacun des ensembles R, T (@ < £2)1%) est au plus dénombrable,

En rappelant que tout sous-ensemble maximum NN de T tel
que les relations aeV, be NV entrainent (., a) == (., b),1% s’ap~
pelle un noeud de T, observons cue tout noeud de T appartient
3 un et un seul des ensembles R, 7 (¢ <<yT); il est alors com-
mode de qualifier IV de premiére ou de seconde espéee, suivant
que l’est le nombre o vérifiant V< RNT De méme, un point a
de T sera dit un point de T' de premiére ou de seconde espéce
dans T, suivant que « vérifiant aeR,T est de premiére ou de
seconde espéce,

8. Ceti fait, dans Vétude de la distribution des valeurs de
la fonction f(a) (aeT), le cas ol tout noeud de seconde espéce
de 7' est composé d'un seul point est de beaucoup le plus simple.

Clest pour cette raison que nous allons associer & T un
tableau ramifié T dont tout noeud de seconde espéce n’aura
qu'un point.

Nous désignerons par

@7 T,

D —

%) Rappelons que (., @), désigne I'ensemble des points de 7' précédant a
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la famille des ensembles A ol A parcourt d'une part tous les
sous-ensembles de 7' dont chacun est composé d’un seul point
de premiére espéce de I et d’autre part tous les noeuds de
seconde espéce du tableau 7', Nous conviendrons que, pour tout
couple d’éléments A, B de T, le signe

(28) AoB

voudra dire l'existence d’'un a¢.4 et d'un beB tels que a<b
(2 désignant la relation d'ordre par rapport a laquelle 7' est un
tableau ramifié et f(a) (a¢7) une fonction croissante dans T,

On démontre sans peine que T est, par rapport & ¢, un
tableau ramifié vérifiant

(29) yTy=yT, pRT,<pR,T @ <yTy),
ce qui, vu n°7, donne
(30) pTo=x, 1Ty=2, pRT,<H (¢<9),

De plus, tout noeud de seconde espéce de T, est composé d'un
seul point.

Pour démontrer l'existence, dans 7T, d’un sous-ensemble
disjonctif non dénombrable, il suffit de prouver I'existence d’un
sous-ensemble disjonctif non ‘dénombrable dans le tableau 7,
En effet, F, étant un sous-ensemble disjonctif quelconque du
tableau 7T, soxt F un sous-ensemble quelconque du sous-ensemble

2 A (A¢F) du tableau 7, ayant avec chacun des sous-ensem-
A

bles A de 7 un et un seul point en commun; manifestement F'
sera un sous-ensemble disjonctif de T vérifiant p F'==p F,.

9. Prouvons donc que 7, contient un sous-ensemble dis-
jonctif non dénombrable); nous le ferons en nous servant du
lemme 1.

Il existe une fonction réelle uniforme, cronssantc dans T, et
univalente dans tout noeud de 7T,+); de plus, a cause de

17) La démonstration de ce fait fera usage d'ume part de ce que tout
noeud de seconde espice de Ty est composé d'un seul point et d'auire part
de I'existence d’une fonction réelle uniforme croissante dans 7).

D'ailleurs, en modifiant légérement les raisonnements des
démontre ceci:

n®9 et 10, on
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PR, T <%, (a<yTO), il en existe une ne prenant, dans un
noeud de premiére espéce quelconque de 7, que des valeurs
rationnelles.

Pour tout 4¢7,, posons

(30) F(A) = f(a)
si A est un point a de premiére espéce de T, et
(309 F(4) = borne sup f(a),

a parcourant tous les points de T dont chacun précéde tout
point du noeud A de T si 4 est un noeud de seconde espéce
de T (bien entendu, f(a) (a¢7T), a la signification (26)).

Manifestement F'(4) (AeT,) est une fonction réelle uni-
forme et croissante dans Tj,.

10. Soit NV un noeud quelconque de premiére espéce de
Ty; a la suite de (30), NV est au plus dénombrable; alors, k (V)
désignant le nombre des points de NV ou w, suivant que /V est
fini ou infini, soient

(31) Agreeir Ay (n <k QV))

ot 4,5 A, pour tout n <n’< k(IV), tous les points du noeud N.

o vérifiant R,T;> NV, distinguons deux cas, suivant que
a=0oua>0.

Dans le cas ol @==0, soit ¢,(4,) <F(4,) un nombre
rationnel quelconque; soit 0 < n < k(). Les nombres rationnels

(32) Py (o) ees Py (A,

&tant définis de maniére que d’une part

(33) P (4) <F(A) pour tout I <n
et d’autre part
(33" | ‘PN(A:) F gy (4) pour tout i <j<n,

T étant un tableau ramifié de puissance < 280 gur loquel il existe une
fonction réelle uniforme eroigsunte, si tout noeud do seconde espdes de I est
composé d’'un seul point, il existe une fonetion réells uniforme croissante dany
T' et univalente dans chacun. des noends do 7' (la question si, nlors, il en existe
une fonction univalente dans T' tout entier, reste ouverts).
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soit ¢, (4,) un nombre rationnel quelconque vérifiant

(34) Py (4) < FA), oy(A)+ oy (4) pour i< n.

Si >0, on définira @y (4) (n <k(N)) comme il suit:
en désignant, pour tout n <k (N), par A, le point de R, ; T,
vérifiant 4/ 04, ¢, (4, sera un point rationnel quelconque vé-
rifiant
(35) F(Ap) < oy(4)=F(4);
d’une maniére générale, pour tout 0 < n < k(N), 9, (4, sera
un point rationnel quelconque tel que

(36) F(A)<py(A)<F(A), 9y(A)% g,(4) pour i<n
Définissons, pour tout A ¢ T, le nombre réel ¢ (4):
(37) 9 (4) = F(4) ou 9, (4),

suivant que A est un noeud de seconde espéce de 7' ou un en~
semble c¢omposé d’un point de premitre espéce de 7', NV dési-
gnant, dans le second cas, le noeud de 7 contenant le point

- AdeT,.

9 (A) (AeTy) est une fonction réelle uniforme croissante;
en plus, elle est univalente dans tout moeud de 7}, et ne prend
que des valeurs rationnelles dans tout point de premiére espéce
du tableau 7.

11. Et voiei la conclusion:

A étant un élément de T, soit £ (A4) I'ensemble des nom-
bres réels ¢ (X), X parcourant tous les points de premiére espéce
de T, vérifiant X9 A (voir (28)), auquel on ajoute le point w(A)
dans le cas ot A est un point de premiére espéce de 7.

E (A) est un ensemble bien ordonné non vide de nombres

rationnels, bien déterminé par 4.

A, B étant deux éléments quelconques de T}, tels que 4 QB
on a E(A)<<E(B); si A, B sont mcomparables par rapport
a la relation ¢ définie dans((28), E(A4), E(B) sont incomparables
par rapport a la relation <C définie par (2); autrement dit, en
désignant par E(T)) I'ensemble des E(A) (AeT,) partiellement
ordonné par <, les deux ensembles partiellement ordonnés Tj, -
E (T, sont semblables, la transformation £ (A) (A eT,) étant une
similitude entre eux.

Studia Mathematica, T, IX. 3


GUEST


34 G, Kurepa

Or, E(T,) est une famille non dénombrable d’ensembles bien
ordonnés de nombres rationnels; elle contient donc, d’aprés le
lemme 1, une sous-famille non dénombrable @ d'éléments deux
i deux incomparables par rapport a4 -}; en désignant par F
Iensemble des A4 ¢ T, vérifiant E(A)e @, F est un sous-ensemble
disjonctif non dénombrable de 7, ¢ q. f. d.

12. En nous reportant aux définitions et notations de I'Intro~
duction, le lemme 2 entraine le

Lemme 2°%, E étant un ensemble ordonné parfaitement sépa*
rable quelconque, tout sous-ensemble T du tableau ramifié o E est
normal; en particulier, dans le cas ot T est non dénombrable, T est
de méme puissance que l'un de ses sous-ensembles disjonctifs.

Ill. Familles d’ensembles bien ordonnés pseudo-linéaires?),

13. Théoréme 2. Quel que soit 'ensemble ordonné sépa-
rable E, tout sous-ensemble du ftableau ramifi¢ ¢E est normal;
en particulier, tout sous-ensemble non dénombrable de o F est de
mémne puissance que 'un de ses sous-ensembles disjonclifs.

E étant séparable, on aura y(0E) < 2; dés lors, pour
prouver la normalité de tout F<{¢E, nous pouvons, comme
ci~-dessus, nous borner au cas ofl

(38) =98, pRFy, (& < 9);

c’est ce que nous ferons; de plus, nous supposerons que I'en-
semble vide n’est pas élément de F.
Soit

39 IE

Pensemble ordonné qu'on obtient de E en comblant chaque la-

cure de l'ensemble ordonné E par un point'®); posons, pour
tout AeF

(40) f(d) = bomeAsup a (rel. 1E);
f(A) est un point bien déterminé de IE tel que
(41) les relations A¢F, BeF, A <2 B entrainent f(4) < f(B),

J .

1)) Notons que, E &tant séparable, £ lest aussi.
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avec la méme remarque que celle 3 (25) dans n° 6. Notamment,
en désignant par F, I'ensemble des éléments de F dont le type
d’ordre est un ordinal de premiére espéce — rappelons que tout
élément de F est un sous-ensemble bien ordonné de £ — et en
posant F,==F — F;, on aura ce qui suit: i désignant 'un des
nombres 1, 2,

(41) les relations A¢F,, B¢ F;, A<CB entrainent f(4) < f(B);

bien entendu, < désigne la relation d'ordre ordonnant [E.
A parcourant F}, soit

(42) fE

ensemble des points f(4) de IE; désignons pour tout acf(F)
par

(43) (@

la totalité des AeF, vérifiant f(4) = a; manifestement les élé-
ments de £ (a), s'il y en a plus d’un, sont deux & deux incom-
parables. Dés lors, I'une au moins des familles £}, F), soit F,
étant non dénombrable, on a

(49 pF=pF;

¢'il y avait un point a de f(F) tel que f 1(a) était non dénom-
brable, £, (a) serait un sous-ensemble disjonctif non dénombrable
du tableau ramifié F,, et a fortiori de F, ce qui prouverait le
théoréme 2.

14. Examinons le cas ot pour tout a€f(F), f; '(a) est au
plus dénombrable; puisque Fy==J3'f" (@) (acf(F}), on a

(45) pf(F)=pF,=x,.

Soit, pour tout a&f (), k,(a) un certain élément de F, vérfiant
(46)  fl@=a

soit

47) K, la famille des k,(a) (ae f(F)).

ki
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‘Manifestement la transformation

(48) a 2 k(a) (aef(F))
est biunivoque, ce qui, vu (45), donne
(49) pK, = x.

15. Considérons le sous-ensemble f(F;) de I'ensemble ordonné
séparable [E. Soit

(50) 4,

Pensemble des extrémités gauches des sauts de seconde espéce
de I’ensemble ordonné f(F,)).
On aura

(51) pa, <N,

Dans le cas ot p4, <8, on sait que l'ensemble ordonné
f(F,) est semblable a4 un ensemble linéaire®?). Si alors ¢,(a),
(aef(F)), est une similitude transformant f(¥}) dans un ensemble
linéaire, la transformation

9,(f(4) (AcF)

sera une fonction réelle uniforme croissante dans le tableau £},
ce -qui, d'aprés le théoréme 1, entraine la normalité de F;.

16. Examinons le cas ol
(52) : pd =R,

Tout d'abord, IE étant séparable, la relation &, <IE en-
traine la séparabilité de <,; d’autre part, on vérifie que, quel
que soit le couple de points distinets a, b de ,, ensemble des
points de [E (et de E) entre @, b est non vide; dés lors, l'en-
semble des couples de points consécutifs de 4, est au plus dé-
nombrable, ce qui, vu la séparabilité de 4,, entraine l'existence
d’une transformation par similitude, soit v, (a) (a¢«,), de len-

1) Rappelons que tout couple de points conséeutifs d’un ensemble ordonné
F dont chacun est un point d'accumulation de F s'appelle un saut de seconds
espéce de l'ensemble F,

%) En effet, pour qu'un ensemble ordonné soit semblable & un ensemble
linéaire, il faut et il suffit qu'il soit séparable ot que la famille de wes sauty do
seconde espéce 1) goit au plus dénombrable (voir loe. cit.9)),
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semble ordonné 4, dans un ensemble linéaire. En désignant alors
par F; l'ensemble des éléments A¢ K| vérifiant f(A) € ,, la trans-
formation

Y, (f(4) (AeF)

est une fonction réelle uniforme croissante dans le tableau F;.
Or, i la suite de (48)

 pFi=pd, F<F,

t i

donc, vu (52),
pEFi=w;

a cause du théoréme 1, le tableau F;, et a fortiori le tableau F;,
donc le tableau F, contient un sous-ensemble disjonctif non
dénombrable, c. q. f. d.

17. La démonstration du théoréme 2 s'applique pour dé-
montrer le

Théoréme 2. Tout tableau ramifie auquel on peut atta-
cher un ensemble ordonné séparable E et une transformation
uniforme et croissante du tableau dans E, est normal.

Corollaire. Est normal tout tableau ramifié dont I'ordre
partiel peut étre élargi de maniére que le tableau devienne un
ensemble ordonné séparable. ‘

IV. Familles d'ensembles bien ordonnés extraits d’un ensemble
ordonné vérifiant la condition de Souslin.

La question se pose si, dans les théorémes 2, 2" (et dans
le corollaire précédent), on peut remplacer la condition de sépa-
rabilité de E par celle que E vérifie la condition de Souslin,
Cest-a-dire que toute famille d'intervalles non vides de E deux
a deux disjoints soit au plus dénombrable. '

La question est délicate; en effet, d’'une part, on ne sait
pas si tout ensemble ordonné vérifiant la condition de Souslim
est nécessairement séparable, et de l'autre, on peut prouver le

Théoréme 3. Pour qu'un ensemble ordonné E vérifiant la
condition de Souslin soit séparable, il faut et il suffit que tout
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sous-ensemble du tableau ramifié oE soit normal®') (cf. théo-
réme 2).

18. Puisque tout ensemble ordonné séparable vérifie la con-
dition de Souslin, le théoréme 2 dit que la condition du théo-
réme 3 est suffisante; prouvons que la condition du théoréme 3
est nécessaire: il s'agit donc de prouver la séparabilité de tout
ensemble ordonné E vérifiant la condition de Souslin et tel que
tout sous-ensemble de ¢ £ est normal ),

19. Prouvons qu'on peut supposer que l'ensemble ordonné
E soit continu.

Tout d’abord, & étant Vensemble des extrémités gauches
des sauts de seconde espéce de E1Y), soit

(53) ' s (£ —d)

I'ensemble ordonné qui s'obtient de V'ensemble ordonné E —
en plagant entre tout couple de points conséeutifs de £ — 4
(cest-a-dire dans tout saut de £ —.4) un ensemble ordonné
semblable 4 I'ensemble des nombres réels; enfin, désignons par

(54) Is(E — )

’ensemble ordonné qu’on obtient de s(E — <) en comblant ¢ha-
que lacune de s (£ — &) par un point.

On démontre sans peine que, d'une part, si £ vérifie la
condition de Souslin, il en est de méme de chacun des ensembles

E—d, s(E—d), IsE—a

et, d’autre part, que la normalité de tout tableau extrait du tableau
o E entraine celle de tout tableau ramifié appartenant a n’importe
lequel des tableaux ramifiés

0E—d), o@EE—4), o(sE—).

Réciproquement, on démontre de proche en proche que la sépa-
rabilité de I'ensemble ordonné /s (£ — 4) entraine celle de chacun
des ensembles

N (E r— d), E - ad, Eu

) Pour la terminologie, voir Introduction,
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Or, toutes les fois que £ se compose de plus d'un point,
I'ensemble ordonné /s (E — 4) est continu, ce qui prouve qu'on
peut bien supposer que l'ensemble ordonné £ dont il est question
dans le théoréme 3 soit continu; c’est ce que nous ferons.

Pour prouver la séparabilité de £, nous allons nous servir
d'une 9-partition compléte de E?**) en l'adaptant aux besoins
de ‘notre cause. ‘

20, Désignons, pour tout segment S de E ayant plus d’un
point, par

65 )

un sous-ensemble quelconque de S semblable au segment [0,1]
des nombres réels et tel que, quel que soit le point @ de S
différant des deux extrémités r, s de .S, il y ait deux points de
@ (S) (variant avec @) distincts de r et s, et dont 'un précéde
le point a alors que l'autre succéde a a. ‘

On en déduit que S et ¢ (S) ont mémes extrémités.

Si, pour tout point a€ ¢ (S), I'on désigne par .S, une por-
tion de .S contenant le point a et si .S,.S,= 0 pour tout couple
de points distincts a, a” de ¢ (S), la décomposition

(56) S = 2 S, (aep(S)

est bien determmée et on vérlfle que, pour tout aqu(S),
S_ est un segment de .S pouvant se réduire & un point.

Ceci étant, soit D, la famille composée de I'ensemble con-
tinu £ lui~-méme; d’une maniére générale, soit > 0 un nem-
bre ordinal et supposons que pour tout § <o l'on ait déterminé
la famille D, composée de portions de E de maniére quil y ait
un point @ de E tel que l'ensemble (a) composé du point a ne
figure comme élément dans aucune famille D (§ <a).

Définissons maintenant D, .

Si @ est de premiére espéce et S parcourt les éléments de
D,_, dont chacun se compose de plus d'un point, alors, en écrivant

comme ci-dessus S == 2 S_ (aep(S)), soit D, la famille des .S,.

Si @ est de seconde espéce, D, désignera la famille des
ensembles

21) Voir loc. cit. ') p. 114 ot p. 118.
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[]E E,...E,

les E; étant tels que Eee Dt et E;>E, pour tout §<n<a,
En désignant par

(57) ‘ 4

le premier ordinal tel que, quel que soit le point a de E, Ven-

semble (a) figure dans I'une des familles D, (¢ <7), la famille

D des éléments des D, (¢ <p), s’appelle une & -partition com-

pléte de E.
Soient pour tout o< y:

(58 vD,
la famille des éléments de D, dont chacun a plus d’un point, et
(59) wp

la famille de tous les éléments des WD, (¢ <y).

21. Nous allons prouver que
(60) CpWD LR
Tout d’abord, on démontre que tout élément de WD est un
segment de E ayant plus d’'un point et que, quels que soient
deux éléments distincts 4, B de WD, ils n'ont aucune extrémité
en commun et sont tels que

(61) ou bien A < B, ou bien ‘B < 4, ou bien 4B ==
enfin, pour tout § <7<y, on a
WD, . WD,=0.
Ceci étant, désignons pour tout Ae WD par
(62) | k (A)

I'ensemble des extrémités gauches des éléments X de WD
vérifiant la relation
ALX;

on voit que, @ étant défini par AeWD,, k(A) est un sous;
ensemble bien ordonné de type o+ 1 de £; de plus, pour tout
couple d’éléments distincts 4, B de WD, les relations

A<B, B<d4, AB==0

icm

Familles d’ensembles bien ordonnés lindaires. 41

entrainent respectivement ‘
k(A)xk@B), = kB)xkdD, kA]xk(B),

le signe k(A)]|x k(B) voulant dire que k(A) et k(B) sont deux
ensembles bien ordonnés incomparables par rapport a la relation
<< définie par (2).

Par conséquent, en désignant par

(63) k(D)

la famille des k(4) (A& ¥ D), on aura

(64) p¥D=pk(D).
22, Or,

(65) k(D) <oE;

"donc, par hypothése, le tableau ramifié k(D) est normal. Tout

sous-ensemble bien ordonné de E (donc aussi tout sous-ensemble
ordonné du tableau ¢E) étant au plus dénombrable, on en déduit
que tout sous-ensemble non dénombrable du tableau o E contient
un sous-ensemble disjonctif non dénombrable.

Si, alors, on avait p WD > &, la relation (64) entrainerait
pk(D)>x,, et, comme nous venons de voir, le tableau k(D)
contiendrait un sous-ensemble, soit K, non dénombrable et com-
posé d’éléments deux a deux mcomparables par rapport a <<;
en désignant par D° la famille des Ae¢ WD vérifiant k(4A)e K,
on aurait pD’= pK, donc pD°>x,. Tout élément de D°est un
segment de E ayant plus d’un point; en désignant donc par D'la
famille des intervalles de l’ensemble ordonné continu £ dont
chacun a mémes extrémités que l'un des segments appartenant
a kK, D' serait une famille non dénombrable d’intervalles non
vides de £, ce qui est impossible, £ vérifiant la condition de
Souslin.

On a donc pk (D) <

23. Ceci étant, considérons la famille des ensembles ¢ (S)
(SeW(D) définis par (55); tout ¢(S) étant semblable au seg-
ment [0,1], désignons par

(66) | 9, ()

%, ce qui, vu (64), démontre (60).
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'ensemble des points de .S correspondant, dans une similitude
entre S et [0,1], & I'ensemble des points rationnels de [0,1]; on
démontre facilement *¥) que I'ensemble

(67) %"mo (S)

est un sous-ensemble de E partout dense sur £,

~ Or, I'ensemble (67) est dénombrable ce qui est une consé-
quence de (60) d'une part et de l'identité p ¢, (S) =%, (S¢ WD)
d’'autre part; bref, I'ensemble ordonné £ est séparable, c. q. f. d.

(Se W (D))

24. En modifiant légérement la démonstration précédente
du théoréme 3, on démontre le

Théoréme 3", Pour qu'un ensemble ordonné E wérifiant
la condition de Souslin soit séparable, il faut et il suffit que tour
tableau ramifié, transformable en un sous-ensemble de E par une
transformation uniforme croissante, soit normal (cf. théoréme 2",

M) Voir loe. cit.f) p, 120,

(Regu par la Rédaction le 31, 8. 1937),
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Ramanujan sums and almost periodic functions
by
P. ERDOS, M. KAC, E. R. van KAMPEN and A. WINTNER (Baltimore).

Introduction. Several classical formal trigonometrical
expansions of the analytic theory of numbers have recently been
shown?) to be periodic or almost periodic Fourier series of the
functions which they represent. The object of the present paper
is to prove a corresponding result for an extensive class of
multiplicative arithmetical sequences.

In particular, it will be shown that the celebrated formal
trigonometrical series of Ramanujan?) are almost periodic Fourier
series in the sense of Besicovircr?®). Hence the Ramanujan coeffi-
cients will turn out to be Fourier averages which vanish for in-
commensurable values of the frequency parameter, the almost
periodic functions in question being always limit-periodic. It should
be emphasized that the fact that Ramanujan's trigonometrical
expansions turn out to be Fourier expansions leads without any
further device to his explicit formulae, if one writes down the
Fourier average representation of the coefficients.

Although the arithmetical functions f(n) will only be consi-
dered for n==1,2,..., one can realize the usual assumption of
the Besicovitch theory by placing f(— n) = f(n) for n=1,2,..,

1) A. Wintner, Amer. Jour. Math. 57 (1935) p. 534—538; Duke Math.
Jour. 2 (1936) p. 443—446; Amer, Jour. Math. 59 (1937) p. 629—634; P. Hart-
man and A. Wintner, Travaux Inst. Math, Thilissi 3 (1938) p. 113~119; P.Hart-
man, Amer. Jour. Math, 61 (1938) p. 66 —74.

3 S. Ramanujan, Collected Papers, Cambridge, 1927, p. 179 —199.

% A. S, Besicoviteh, Almost Periodic Functions, Cambridge, 1932,
p. 91112,
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