Sur une suite egalement répartie

par

R. FORTET (Paris).

Introduction,

Considérons les nombres x de lintervalle (0,1); a étant
un entier supérieur & 1, les nombres

S) X=x, x=sax, ..., x=d%x

(mod. 1)

avec 0 x, 1 et i==0,1,2,... forment une suite que nous
appellérons la suite .S. Les arithméticiens ont démontrd, depuis
assez longtemps déja?), que la suite S est ,également répartie
(gleichverteilt) au sens faible*, c’est a dire que si [ est un inter-
valle quelconque de Pintervalle (0,1), et si sur les n premiers
termes de la suite S il y en a N, qui appartiennent & /, on a

™ lim WNH'L = mes /,

sauf p:eut étre si x appartient & un certain ensemble de mesure
fmlle, indépendant de /. On en déduit que si f(x) est une fonction
| intégrable au sens de Riemann sur (0,1), on a (presque partout)

- i TG+ £ ) £

neb 0o n

= f F(x) dx,
0

I'\Ious dirons qu'une suite est dgalement répartic au sens
fort si pour elle la propriété (1) subsiste lorsque I'on remplace

Y) Voir par exemple, Van der Corput, Diophanti of
Acta Math. 56 Comny s, " put, Diophantische Ungleichungen,
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Pintervalle / par un ensemble mesurable (au sens de Lebesgue)
quelconque E, i ceci prés que Pensemble exceptionnel de mesure
nulle pourra cette fois dépendre de E. ‘

Récemment, M. Riikov a démontré que la suite S est éga-
lement répartie au sens fort?); mieux méme, il a demontré que
si f(x) est une fonction sommable (au sens de Lebesgue), mais
quelconque par ailleurs et en particulier non nécessairement bornée,
la propriété (2) subsiste presque partout.

Nous nous proposons: dans un premier chapitre, de signaler
quelques remarques relatives a la théorie des chaines stationnaires
et auxquelles nous rattacherons le résultat de M. Raikov, dans un
deuxidme chapitre, d’étudier avec plus de précision la propriété )
lorsque f(x) est suffisamment réguliére; dans un troisiéme chapitre,
d’étendre les résultats du chapitre II aux suites .S” extraites de S.

Chapitre L

Nous établirons d’abord un résultat extrémement simple, mais
cependant utile et qui n'a pas encore été signalé a notre connais-
sance, sur les variables aléatoires li€es en chaine stationnaire.

§ 1. Calcul de Pécart quadratique moyen d'une somme de variables
aléatoires liées en chaine stationnaire.

Soit une suite continue de variables aléatoires x, (0 < ¢<-+w)
telles que E(x)=0, E (xf)= 1 (E(X) désigne la valeur probable
de X) et lides en chaine stationnaire, ou tout au moins (cela est
moins restrictif et sera suffisant) telles que ‘

@ Exx,0) =R (@>0)

ne dépende que de u. (Il y aurait chaine stationnaire si, plus stri-
ctement, la loi de probabilité du couple (x, x,,,) ne dépendait
que de u). On sait®) qu'alors R(u) est de la forme

0
@ R(u)==fcos xu dF(x)

ou F(x) est une fonction de répartition.

% D. Raikov, On some arithmetical properties of summable functions:
Rec, Math, de Moscou 1 (43; 3) (1936) p. 384.

5,4) A. Khintchine, Korrelationstheorie der stationniren stochastischen
Prozesse, Math. Ann. 109 (1934) p. 604—615,
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M. Kuintcning®) a prouvé que la moyenne

converge en moyenne quadratique en probabilité vers une variable
aléatoire limite & lorsque T eroit indéfiniment. Il en résulte que
E[&(I)] tend vers E(&"). Nous nous proposons d'abord de cal-
culer E(&), en supposant connue F(x).

On a

rr
[«:;(T)]Z:%i [ %, dudo,
00

rr
E[G(T)]”m%iffk(]w-—wul)dudv
00

;.j{_zf?i'fk(vmu)du+f71€(uwv> du | do
00 Y

o T g ;

::7,1-5! { f [ f ¢os [(v—u) x] du + f cos [(u—uv)x] du]dv}dF(x)
:: o 0 p

=2fi%§%§ﬂdp(x) .

- Or, d'aprés un lemme de M.Kumrcume, lorsque T eroit
indéfiniment cette quantité tend vers

E(&)' = F(+0)— F(~0).

Il est d’ailleurs facile de voir que I'on a augsi
7

lim - [ Ru) du=F (4 0)— F(—0).
Pour que E[&(T)?] tende vers 0, il est donc nécessaire ot
, T
suffisant que %} f R(u) du tende vers 0 avec 1/T'; or cela a lien
0

en’particulier si R (u) tend vers 0 avee 1/u; d’ott le résultat suivant, -
qu'il nous parait intéressant de dégager:
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7
Théoréme 1. La moyenne %: f x, dt de variables aléatoi-
0

res x,, lides en chaine stationnaire et.de valeur moyenne nulle, tend
vers 0 en moyenne quadratique si le coefficient de corrélation
R (u) tend vers 0 avec 1[u.

Ce résultat reste évidemment valable pour une suite non plus
continue, mais discréte, de variables aléatoires liées en chaine
stationnaire. (Il suffit d’ailleurs pour la validité de ce résultat que
E(x,x,,,), sans étre indépendant de #, soit borné supérieurement
en module par une quantité /- (u) tendant vers 0 avec 1[u).

Ajoutons qu'on a prouvé®) d’autre part que, s'il s’agit des
variables en chaines stationnaires, &(7') tend presque surement

. vers &; mais ce résultat ne subsiste pas forcément si on a seu-

lement fait I'hypothése moins restrictive que E(x,x,,,) ne dépend
que de u. A ce sujet signalons toutefois le résultat trés simple
suivant: :

Pour une suite discréte de variables aléatoires x, telle que.
E (xi)ml, E(x,x,.,)=R(u), sl existe un nombre positif o tel

1 S n
que, pour u assez grand, on ait |[R(u)| < ~1-,;, la moyenne — 3 x,
u n =1

tend presque siirement vers 0.
Et trés vraisemblablement ce résultat subsiste pour une
suite continue.

§ 2. Démonstration du résultat de M. Raikov relatif i la suite S.

fl+f(x)+...+f(x,)
n+1
les termes de la suite .S et f(x) une fonction sommable sur (0,1)."
On peut imaginer que x==x, est choisi au hasard sur (0,1) avec
densité de probabilité uniforme égale 4 1; les x, sont alors des va-
riables aléatoires liées en chaine stationnaire, et il en est de méme
des variables x,= f(x,); d’aprés le théoréme de M. KoLmocororr
signalé plus haut?), la moyenne ¢"(x) tend alors presque stirement, -

% A, Kolmogoroff, Ein vereinfachter Beweis des Birkhoff-Khintchine-
schen Ergodensatzes, Rec. Math. de Moscon, (2 44; 2) (1937) p. 367,

Posons ¢"(x) = , les x, désignant
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cest & dire presque partout, vers une certaine limite ¢ (x). Tout
revient & établir que, presque partout,

9= [Fo)dy.
0

1
Pour cela, nous ferons la restriction que f Fdy <+ .
0

Par ailleurs, on peut toujours supposer

1 1
ff@)dyﬁE(Xn)mO’ f F ) dy = E*(X,)=1.
0 0 k

Calculons

1
R@=E(X, X,y = E Xy X) = [F0)f(s) .
0

Pour pousser le calcul de R(u), supposons un instant qu’au lieu
de (0,1) on considére (0, 27) et que f(x) soit périodique de
période 27 — ce qui ne change rien au fond du probléme. On

aura
2

[r@ sy ax.

Considérons la série de Fourier relative & f(x):
Ay Ajcos x4+ B sinx ...+ A, coskx - Bysinkx ...
On voit sans difficulté que 'on a
R(u) mklinl [(AudA 4+ BuB) ...+ (A Ay + B, . B)Y)

o v
®) LA+ B Z (At B
Vg
Comme %’ (A4 + B mf FA(x)dx, le second facteur de (5)
0

tend vers 0 avec 1/u: il en est de méme par conséquent de R(u)
et, en revenant & lintervalle (0,1), on déduit du théoréme 1 que

p 1
f ¢ () dx == lim f (" () dx =0,
0 n=red b
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On a donc presque partout

p()=0=[f(x)dx *.
0

Chapitre II.

Dans ce deuxi¢éme chapitre nous considérons toujours la
suite .S, mais nous supposons que la fonction f(x) satisfait & une
condition de Lipschitz d’ordre quelconque. Au lieu des x,, con-
sidérons la chaine en quelque sorte inverse, définie de la fagon
suivante: x’ est une variable aléatoire, de densité de probabilité
uniforme (==1) sur (0,1); %, se déduit de x; par 'une ou Pautre
des a formules

'

=2
a

r_ %o .
X = —l--; (i=0,1, ..., a—1).
La formule & employer est choisie au hasard, avec probabilité
1)a pour chaque formule; x, se déduit de X, comme x, se déduit
de x{; et ainsi de suite. On constate aisément que la variable

aléatoire

FO) + ) + oo +f()

n+1
a la méme fonction der répartition que ¢"(x), défini au début
du § 2 (Chap. ), et I'étude de ¢"(x) se raméne a celle de " (x).
Posons ‘

© " ()=

(=2 (i=0,...,a—1).

Désignons par W(f) la transformation linéaire fonctionnelle

a~1

@ W ()= o/ B W

%) Cette démonstration ne différe pas essenticllement de celle de M. Rai-
kov, parce que le théoréme de M. Kolmogoroff sur lequel elle s'appuie
fait appel au méme odre d'idées que le travail de M. Raikov; nous lindiquons
pour donner une application de notre théoréme 1.
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Nous avons étudié ailleurs”) une classe d’opérations lindai-
res dans laquelle rentre 'opération (7); le résultat essentiel de
cette étude est que litération de W est exactement analogue
a Ditération d’une substitution linéaire finie, dont les propriétés
sont bien connues. En remarquant que l'équation

f—AW(f)=0
n’admet qu'une valeur caractéristique de module 1, A==1, parce
1

que W"(f) tend, quel que soit f, vers f fdx, et en posant
0

A
W= [f(d,
0

on. peut écrire
W=W,+W,

avec W, -W,=W, W, =0; notre résultat s’exprime par le fait
que, quel que soit n, on a
M

” Wzn ” <=
¢

olt ¢ >1 est un certain nombre,
Considérons alors le »#° moment:

Il ne dépend pas de i en réalité, et nous l'écrirons N, (x); on
trouve facilement 1'équation de recurrence

®  N@O=WIN_I+...+C Q' WIN"+...

Al

Cette équation est analogue a celle établie par M. FrécHer®) et
qui lie les moments des variables aléatoires en chatnes de Mar-

) W.Doeblin et R, Fortet, Sur des chaines & liaisons compldtes. Bull,
Soc. Math. de France 65 (1937) p. 132, Cette stude suppose la condition de Lipschitz
d’odre 1, mais ce n'est pas essentiel. Je démontre que I'opération W a un prayon
polaire” supérieur & 11 fait dont j'ai indiqué le sens ot les conséquences dans
une note: Sur des opérations lindaires non complétement continues, C. R. 1987,
p» 1543; pour les démonstrations, voir: R, Fortet, Sur Iitération des substitus
tions algébriques linéaires & une infinité de variables, Revista de Clencius
(Lima, Pérou), n° de Juin 1938,

% M. Fréchet, Traité du Cale ' ili :
lvee (1958 . 146 ul des probabilités, T. 1, fase. I1I, second
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koff, l'opération W jouant le rdle de la substitution linéaire définie
par la matrice de probabilité de Markoff; et comme les propriétés
ditération de W sont les mémes que celles de ladite substitution

- linéaire, il s’en suit que les méthodes de M. Fricuer dans l'ouvrage

cité plus haut sont applicables ici. Nous ne pouvons songer & déve-
lopper les calculs, fort longs et qui ne feraient que répéter, mu-
tatis mutandis, ceux de M. FricHer,

On obtient les résultats suivants:

1° ¢™ (x), et par suite ¢"(x), fend | presque siirement, cest

1
a dire presque partout, vers [ fx)dx.
0

2° La loi de répartition de la variable aléatoire

1
(419" (@) — () [£() dx
Fers
' 1
(19" () — (1) [£(0) d
TEEsT

tend, lorsque n croit indéfiniment, vers une loi de Gauss, pourvu
que Décart quadratique moyen-limite o défini par la formule

1 2
G+ e G — (4D [£() dx
9 =lm E 2

ne> 0 \/n+1
ne soit pas nul.

n
3° Sous la méme condition, la wariable aléatoire 3'f(x]),

i=0

b4

et par suite celle de

’

n

et par suite la variable 3 f (x,), vérifie la loi du logarithme itéré 9),
i==0 ,

Le résultat 1° est un cas particulier du théoréme de M. Raikov;

2° peut &tre considéré comme une extension d’un résultat de

" Telle que I'énoncé M. Doeblin pour les variables aléatories liées en
chatnes de Markoff; cf. W.Doeblin, Sur les propriétés asymptotiques de mou-
vements régis par certaing types de chaines simples, Bull, Math, Soc. Roum,
des Sci. 39 (1937) p. 98.
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M. Kac19): M. Kac a trouvé la loi de Gauss non pour la suite .5,
mais pour une suite ol la dépendance est moins stricte, obtenue:
en posant

x=a"""" % (mod. 1)

3 0 <x <),

Le résultat 3° peut s'établir selon les méthodes utilisées
par M. Domeun pour établir le théoréme du logarithme itéré:
dans les chaines de Markoff ?).

Fonctions pour lesquelles I'écart quadratique
moyen limite est nul. Etant donnés nos résultats 2° et 3°, il
est intéressant de trouver les fonctions (satisfaisant & une condi-
tion de Lipschitz) pour lesquelles ¢==0. On peut toujours sup~

1

poser f/(x) dx==0, ol W;(f)==0. Posons
0

V() = § W)

on a '
W+ WV =WtV

Or ¢ peut s'écrire
P

=W, L+ 2/ V().

Selon une idée due & M. Fricmer, qui l'a appliquée aux
variables aléatoires liées en chaines de Markoff, nous allons dé-
composer o* en carrés:

o= W, {lf +V(O— VAP = W AW [f +V(AF— IV (D).

Observons que

Wi +VON=W,(N+V({H) =V().

Soit ¢ un nombre donné, entre 0 et 1; V' (f) est une fonc-
tion de x, que nous pouvons représenter par V(x); quel que
soit #, et en posant V() ==c, on peut écrire

W) + V= WI{If (x) + V) — VO] + VO
=W{lf+V(f) — o] +a)’
=WIf +V () — o+ 2aWf +V(f) —a] +
=WIf +V () — e’ &+ 20V (f).

1) M. Kne, Sur les fonctions indépendantes (V), Studia Math. 7 (1938)
p. 96; voir chapitre Il du présent mémoire,
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Cette derniére égalité étant vraie quels que soient 7 et x, on
en déduit pour {— x

. 1
WIf+V Pl =V @+ 4@, =W, = [Awdx.
0 .

A (x) est ce que devient W[f+ V(f) — o]’ fonction des deux va-
riables x et ¢, lorsque 'on y fait #==x. Evidemment ¢ ne sera
nul que si A(x) est nul quel que soit x. D’ailleurs, en posant

B(x,8) = f(x) +V(x) —V (),

on a

AW =35 BC + o 0= 25 HIB G, L.

H, désignant la transformation qui fait passer de f(x) a f[¥,(x)].
On voit ainsi que, pour que o°= 0, il faut avoir, quel que
soit i,

(10) HIf VN =V

or, E désignant la transformation identique, on a

fHVH=E-=W)7(N.

g=E—W)T(H) ou f=g—W,@.

Posons

On a :
Vi) =geg—Ff=W,0@. N

Enfin posons .
_ 1
g=W @ +g = fgdx—l—g' avec fg’dx:———O;
0 0
W, =W,() =W().
(10) s’écrit
H () =H,(g") + W,(e) =W,(e =W().

Il résulte de (11) que H,(g’) ne dépend pas de i, donc

g W =g [T, =...=g'[¥,_ ]
g’ doit donc étre une fonction périodique de période 1/a; on

a alors
H;(g) =W

1)
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et d'aprés (11), Wy(g) ==0, g'=g, f=g —W(g'); de sorte
que f doit étre de la forme

(12) f) =g —g(),

ol g(x) est périodique de période %—, avecfg(x) dx==0, mais
0

cette derniére condition peut étre bmise, puisque si Pon ajoute
une constante k a g(x) dans (12), f(x) n’est pas modifié, D’autre
1

part, ceci supposé, ] f(x)dx == 0; pour revenir au ¢as général, il

0
suffit d’ajouter une constante au deuxi¢me membre de (12).

La condition nécessaire et suffisante pour que o? soit nul est
que f(x) soit de la forme

(13) fx) =1k -Fg(x)*g(w),

ot k est une constante et g(x) une fonction pertodzque de
période 1|u .

Si f(x) est de la forme k + g(x) — g(-;i), g(x) étant pério-
dique et de période ~2- » £(x) — g(m;fw) est périodique de période 1,

et par suite f(x) aussi; on a alors

fO) =k+g (D) —g(3),
f@x)=k+g(ax) —g (),
flas) = k+g<ax>~——g<ax>,

. " )

f(a x)w« +g(a x) g(a x),
d’ol Ef(ax) (n+1) ff(x)dx—l-g(a Xx) — g(-w), ce qui pré-

i)
cise ce qui se passe dans ce cas particulier.

Remarque, Un cas particulitrement intéressant est celui
olt f(x) est une fonction égale & 1 sur un intervalle (@, b) et & 0
partout ailleurs. Soit ' la famille de ces fonctions. Or une fone-
tion de la famille F, bien que trés simple, ne satisfait pas & une
condition de Lipschitz et n’est méme pas continue.
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Mais nos résultats supposent seulement que f est telle que
si on lui applique l'opération W, on peut écrire

1

: 1
W = [Fdx +W,() =W, D+ Wy, 0P =[rdx),
0 0

avec les conditions

W,. W, (=W, W, (N =0, [W NI ote>1.

Or, ces conditions sont satisfaites pour une fonction de la famille
F et les résultats en question lui sont applicables; plus géné-
ralement, ces résultats seront applicables i une fonction égale

a1 sur un ensemble composé d’un nombre fini d’intervalles et a 0
en dehors de cet ensemble.

Chapitre IIL

Considérons maintenant une suite S’ quelconque extraite
de S, c'est a dire que 4, 4,,..., [ ,... étant une suite d’entiers
croissants, on pose

S’ XE=x, ..., xz=a"x (mod. 1)
avee 0<x < 1; f(x) étant toujours une fonction satisfaisant

a une condxtlon de Lipschitz, on pose toujours

5 +)

et, d’autre part xy=x, et, plus generalement x, est donné
aléatoirement a partxr de x/_, avec probabilité 1/a par I'une ou

a-—-l

W(f) =

Pautre des a2~ formules
14 -
x/____ xn-—-l t
n a’n—'ln-—l aln—ln——l '
. n(n—1 . .
Observons que si 'on prend [ == ( 5 ), on obtient la suite

spéciale considérée par M. Kac.
Studia Mathematien. T\ IX, 5
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Nous poserons

== )

[z
Be=E Ty

1 1

en supposantff(x)dxmo,ff(x)zdx&1. .
0 0
Evaluation de B,

a9  Bl= ff(x)”dx + g ZEVED 161

Considérons les différences 4~ (I</J,i <n, J<n); il yen
a @, (n) qui sont égales & k; on a évidemment

(15) o, (n) < (n+1~—k).

D’ailleurs, si /,— =k, on a

(16) ELFG) £ < ;"—?

M et o étant certains nombres déterminés, avec ¢ >1: ¢eci
d’aprés les propriétés de Popération W. Si donc 'on pose

A = ;%—ffé‘mf(xo £,

on a

A <2 3020 2

pey nl Q"

B: est donc de la forme Bf-ml - A(n), oit A(n) est une quan-
tité bornée en module. Toutefois, en général, on ne peut pas
affirmer que 4(n) a une limite pour n— 0, On peut former
des exemples ol une telle limite n’existe pas. Cependant, si [,
est de 'ordre de n” avec @ >1, ou d’un ordre supérieur, il est
clair que @, (n) reste borné lorsque n croit indéfiniment, et par

. % (n)
suite |

lement :

tend vers 0; de sorte que A(n) tend vers 0. Fina~
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B reste borné lorsque n croit indéfiniment, et en particulier
tend wvers 1 si [ est de l'ordre de n* avec ¢>1, ou d'un ordre
supérieur.

En posant
2fx) 276
PO =S 9=

¢" (x) et @™ (x) ont méme loi de probabilité; on démontre alors
facilement que :

La moyenne tp' (x), et par suite ¢"(x), tend presque siire-
ment, c’'est a dire pour ¢" (x) presque partout, vers O
—_ résultat déja connu d’allleurs ),

Loi de Gauss. Nous allons établir le résultat suivant:

Si B, reste borné inférienrement par un nombre positif B,
et en particulier si I, est de I’ordre de n* avec «>1%) oii d’un
ordre supérieur, la loi de probabilité des wariables aléatoires

r+De"®  (+DP R
B ’ B

n n

tend vers la loi de Gauss réduite.
Pour Petablir, on peut suivre la méthode de M. DoEsun
pour les chaines de Markoff 1*). On pose

. 2
ny= partie entiére de n’",

. e 9136
n,== partie entiére de n"*,

ny—1 np-2n,—2 Th
= 2 f(x), y,= 2fx), .. = 2 f(x)
i=0 i=nytn;—1 ﬁ=ﬁh
avec
=h—n+*rh—n—1, y=Or—1)n+hn—2;
de méme:
oh
Ef(x )

i=dp .
1) H. Weyl, Uber die Gleichverteilung von Zahlen mod. Eins, Math. Ann,
77 (1916) p. 312—352.
1) Ce qui a lieu dans le cas de M, Kac (z=2).
1) W, Doeblin, loe. cit. p. 76.
5%
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avec
0= hn+ (h—1)n,, @,=hns+hn—1,

S,= ZFa) =yt bk yrt bt e+ 9t i
i=0

3., qui groupe les termes résiduels de la décomposition, a au
plus n;+ n,—1 termes.

@ B
mzyi’ Snml%'&’

{==20
S= S+ 8" o ol %
=SS o T T Byadd | Boynt 1

On calcule facilement que E [S, " est au plus de },’ordre de un,

c'est 4 dire de I'ordre de n'336, et par suite ———=Z=== a un écart-

B \n+1

-type qui tend vers 0 au moins comme n~3%; Pécart-type de

tend alors vers celui de .::-:.:, c'est a dire vers 1.

B, \/n+ B, yn+1
En posant
E(Sr)2= Blzﬂn1 ,

on voit que B)/B, tend vers 1, donc B, reste borné inférieurement
et supérieurement par des nombres posmfs. On montre alors,

A peu prés comme M. Doxnu, que - B’“me a, & la limite, comme

loi de probabilits, une loi de Gauss réduite, et - B Vn

Jnégligeable, il en est de méme de B, \/n::‘i

Loi du logarithme itéré. Enfin, on peut établir, moyen-
nant la méme restriction sur B,, la loi du logarithme itéré, telle
que Vénonce M. Dorsun pour les variables en chaine de Markoff
(loc. cit.)) et en suivant sa méthode.

iom®
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Note.

M, Ratkov a aussi examiné le cas des suites =X, plus générales que
les suites S ou .S’, définies de la fagon suivante: bylyy ..o, L, ... étant une

suite d’entiers positifs croissants quelconques, on a

=) xp=1I, .x (mod. 1) 0<Lx, <.

On sait (cf. H. Weyl, loc. cit.!!)) que ces suites sont ,également réparties au sens’
faible". Mais M. Raikov a pu démontrer que, f(x) étant une fonction sommable
(au gens de Lebesgue) quelconque, périodique et de période 1, on a

i ‘Ef(lix) 1
17) tim [ = ff(x)dx|dx=0.

n=roo
0

1
On peut d'ailleurs démontrer que, si ff(x)zdx <+ o, on a
0

n

1 2f(l%) 1 ,
a7y lim [ -1—“ — ff(x) dx|dx =0,
1]

n-»w

propriété qui est plus stricte. On peut alors se demnnder, si 'on a presque
partout

'Ef(l,' x) 1
(18) | m S o f (x) dx,
0

n- o n

ropriété qui entrainerait que X est ,également répartie au sens fort* si elle
prop g P

avait lien quelle que soit f; signalons 3 ce sujet que l'on peut prouver que
(18) & lieu, du moins pour des fonctions de carré sommable, pourva que les

I, croigsent assez vite, mais cette croissance dépendant de f.

(Regcu par la Rédaction le 1. 3. 1939).
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Wpo oxuy pinmo posiaomeny mocaiponmicrn
P, @oprer (Ilapwis).

(Peaono)

Tocmigosmicrs {a"x}, me a>1 HMarypaxsuo WHCro, @ Ba
MoxymoMm 1 pismo poamomonn (B posyminni BeHusa) s madhico
Beix x, TO BHAWMTH, INO WHGLA wWIGHiB woi woeximosumocm, sxi
nmagators B pismi mpomimzm (mod 1), ¢ acmmuroruuno pinui,
Paitron mosis cmunmimy nracrisicrs, BrpoBapikyows samicrs
upomimkin Mmomunn pisuol Mipn (L), Sumo wepes {x,} uosma-
wamo mocnigosmicts {a"x} spexmyxonauny mod 1, wo (Paitwos)
penauis (2) saxomurs gy imrerposnot dyuwnil f(x). Anzop
BATPOBYILYE Ti BUCHOBLE B TOOP NLOCOBMX BMILIMX BUITON(- .
nEx i mpenusyd nucrosniu Pairona; moomimmye wanom woermmumi
mocainosuoori 8 mocminonmoem. {x,}.

Sur I'ensemble de puissances d'une loi de probabilité
par
W. DOEBLIN (Paris).

1. Introduction, Soient x,,......, x,,... des variables aléa~
toires indépendantes ayant la méme loi de probabilité L. De nom-
breux auteurs ont étudié depuis presque deux siécles la forme de

n - .

la loi de probabilité de .S, =23'x, ou, ce qui revient au méme,

1
la forme de la fonction de répartition F(x) de S,, lorsque n— 0.
Ce probléme peut étre considéré comme résolu i 1'heure actuelle
(au moins en premiére approximation) et ne fait pas l'objet de ce
- mémoire. Les premiéres recherches avaient pour but de montrer
que, sous des hypothéses trés larges, la loi de probabilité de
[S,— nE (x)]/yn converge vers la loi de Gauss; toutefois I'exemple
de la loi de Cauchy montrait qu'il pouvait y avoir d’autres lois
limites. Dans son livre ,Calcul des Probabilités“ *) M. P. Livy
a indiqué toute une famille de lois de probabilités — les lois sta-
"bles — qui sont, lorsque L satisfait & certaines conditions, les limites
des lois de (S,—a)/b,, a, et b, étant choisis convenablement.
Le méme auteur montrait plus tard ®) que, si pour une suite d'en-
tiers {n,} la loi de (S, —a, )/bng tend vers une loi limite, celle-ci
est indéfiniment divisibie et M. Kuinrcuine 3) a prouvé que toutes
les lois indéfiniment divisibles peuvent étre obtenues de cette
fagon. Une expression asymptotique de la loi de S, a été indiquée

1) Gauthier- Villars, 1925. b

%) Théorie de 'addition des variables aléatoires, Gauthier-Villars, 1937,

) Zur Theorie der unendlich-teilbaren Verteilungsgesetze. Ree. Math.
Moscou 1 (nouvelle série} (1937) p. 71-120,


GUEST




