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Sur I'ensemble de puissances d'une loi de probabilité
par
W. DOEBLIN (Paris).

1. Introduction, Soient x,,......, x,,... des variables aléa~
toires indépendantes ayant la méme loi de probabilité L. De nom-
breux auteurs ont étudié depuis presque deux siécles la forme de

n - .

la loi de probabilité de .S, =23'x, ou, ce qui revient au méme,

1
la forme de la fonction de répartition F(x) de S,, lorsque n— 0.
Ce probléme peut étre considéré comme résolu i 1'heure actuelle
(au moins en premiére approximation) et ne fait pas l'objet de ce
- mémoire. Les premiéres recherches avaient pour but de montrer
que, sous des hypothéses trés larges, la loi de probabilité de
[S,— nE (x)]/yn converge vers la loi de Gauss; toutefois I'exemple
de la loi de Cauchy montrait qu'il pouvait y avoir d’autres lois
limites. Dans son livre ,Calcul des Probabilités“ *) M. P. Livy
a indiqué toute une famille de lois de probabilités — les lois sta-
"bles — qui sont, lorsque L satisfait & certaines conditions, les limites
des lois de (S,—a)/b,, a, et b, étant choisis convenablement.
Le méme auteur montrait plus tard ®) que, si pour une suite d'en-
tiers {n,} la loi de (S, —a, )/bng tend vers une loi limite, celle-ci
est indéfiniment divisibie et M. Kuinrcuine 3) a prouvé que toutes
les lois indéfiniment divisibles peuvent étre obtenues de cette
fagon. Une expression asymptotique de la loi de S, a été indiquée

1) Gauthier- Villars, 1925. b

%) Théorie de 'addition des variables aléatoires, Gauthier-Villars, 1937,

) Zur Theorie der unendlich-teilbaren Verteilungsgesetze. Ree. Math.
Moscou 1 (nouvelle série} (1937) p. 71-120,
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dans notre Note ,Etude de I'ensemble de puissances d’une loj de
probabilité* #),

Toutefois, dans le cas général, il existe seulement sur 'ensemble
des lois de .S, lorsque n varie, et sur 'ensemble des lois /, limites
de lois de (Sn(;—- a"e) /b"v’ quelques remarques que M, Livy a consa-

crées dans ses livres & ce qu'il appelle le groupe d'une loi de
probabilité, C'est cette lacune que nous nous sommes efforeés de com-
bler dans nos recherches sur I'ensemble de puissances d’une loi de
probabilité, dont la premiére partie est exposée dans ce mémoire ),

2. L’espace des classes de lois de probabilits.
Soient L la loi de probabilité d'une variable aléatoire, F'(x) sa
fonction derépartition: Pr{| x| > X} Lo F'(X o} 0) o F (==X —0),
On appelle dispersion pour la probabilité ¢ d'une variable aléa-
toire x, ou d’une loi de probabilité L, la longueur du plus petit
intervalle fermé auquel L affecte ude probabilité " - . Nous
noterons (L --5) la loi de probabilité de la variable aléatoire
a’x+b, dont la fonction de répartition est F'(X a'“zwbcz””). Les
lois (a’L-+b) sont dites du méme type (généralisé) que L; leur
ensemble, si ¢ et b varient, a = 0, appelle suivant M. A, Kun-
TcHINE la classe K[L] de L ©).

La courbe y==F(x) n’est pas nécessairement continue; elle
le devient si a4 chaque valeur de x pour laquelle F'(x) est discon-
tinue nous ferons correspondre le segment F'(x —0) <7 y +7 F(x -|- 0),
La courbe I' ainsi obtenue est manifestement coupée en un point
et unseul par n'importe quelle paralltle & la droite x - y==0,
Deux lois L et L’ étant ainsi représentées par deux courbes I'
et I'" que la droite x-++y~=c coupe en 4 et A’, nous appelle-
rons avec M. P, Livy distance d(L, L) de ces deux lois le ma~
- ximum de A4’ quand ¢ varie de — a--0. Ce maximum est
slrement atteint & cause de la continuité des courbes I' et I".
d[L, L'] satisfait & Dinégalité triangulaire, et ne sannule que
pour L==L", On dit qu'une suite de lois L, converge vers une

) C. R, Acad. Sc. Paris 206 (1938) p. 718--720,

%) La plupart des théordmes démontrés duny ce qui suit ont 616 dneineés
dans deux Notes aux Cfaptos Rendus de I'Acad. des Scionces do Paris: lo 81
fanvier et le. 7 Mars 1938,

°) Mitt, d. Inst. f, Math, u, Mech. d. Univ. Tomsk 1 (1937) P 258 =261
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loi limite L, si les fonctions de répartition F (x) convergent vers

la fonction de répartition F(x) de L en chaque point de conti-

nuité de F'(x) (ceci correspond i la convergence en mesure) et

on a d[L,lim L ]=limd[L, L ]. Un ensemble de fonctions de
n-»co n-o0

répartition est compact (ou forme une famille normale) si, pour
une certaine fonction &(x) avec lim ¢(x) =0, on peut écrire
x—+00 ,

1—F @) + F(—x) < 2(x),

quelle que soit la fonetion F'(x) appartenant a 'ensemble considéré.
Envisageons maintenant une suite infinie de classes

KL,y KIL], ...

Il peut arriver que pour un choix convenable des L, de K[L ], L,
converge vers une loi L. Si L n'est pas du type de la loi impropre
dont la fonction de répartition est E(x)=0si x<0,=1six>0,
nous dirons que K[L] est la limite. de K[L]. On prouve alors
simplement?) qu’on ne peut pas trouver une autre suite de lois
L’ de K[L,] convergeant vers une loi L’ non impropre, avec
KI[L) & K[L’]. Par contre, on peut trouver dans toute classe K[L, ]
une loi L: avec F:(—-—l/n)<1/n, F' (1/n) >1—1/netleslois LZ
convergent vers la loi impropre. La classe K[E] joue donc ici un
role tout & fait particulier; nous dirons que {K[L ]} converge
vers K[E] seulement dans le cas olt aucune sous-suite dénom-
brable {K'[L,]} ne converge vers une classe limite non impropre.
Etant donné un ensemble de classes == K[E], nous dirons
que K[L](s K[E]) est une classe d’cacumulation de cet ensemble
§’il existe une suite infinie de classes de l’ensemble convergeant
vers K[L]. Nous dirons qu’un ensemble de classes (différant de K [E])
est compact si toute suite dénombrable de classes de P’ensemble
a au moins une classe d’accumulation différant de Ia classe impropre.
L’ensemble des classes d’accumulation différant de la classe impro-
pre est appelé 'ensemble dérivé de I'ensemble en question..
Soient L& K[E], g(L)==F(F) le maximum de F(x-+0)
— F(x—0) (8<1). Dans la classe K[L] nous allons choisir

laloi L dont la médiane est nulle (il est facile de définir la mé-
diane d’une fagon univoque) et dont la dispersion pour la pro-

" Cf A. Khintchine, loe. cit, %),
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babilité (1--£)/2 est 1. L’ étant une loi quelconque, nous appelle-
rons écart e[L’,L] de la classe de L & celle de L la borne
inférieure des distances d((a*L’ +b),L) quand a et b varient.
L’écart e[L’, L] est généralement différent de e[L,L']. Il a les
propriétés suivantes: Si K[L ]~ K[L], e[L,, L]0, etinverse~
ment. e[L/, L]0 si K[ L] £ K[L']. K[L]~+K[L] entraine
e[L,, L]—e[L’, L].

L’espace K des classes différant de K[E] avec la définition
de la limite que nous y avons donnée est un espace & de
M. Fréchet, c’est a dire, & chaque point K[L] de cet espace nous
pouvons faire correspondre une fonction e[L’,L] tendant vers
zéro si et seulement si L”---L. L’espace &K n’est pas distanciable,
car nous verrons plu5 loin un exemple d’un ensemble qui n'est
pas compact et qui est dérivé d'un ensemble compact, et cela
serait impossible dans un espace distancié.

Nous dirons qu’un ensemble de classes est forfemeni compact,
s'il est compact ainsi que son ensemble dérivé, Notons que Pen~
semble dérivé H’ d’un ensemble de classes H est toujours fermé,
comme on vérifie aisément,

3. Définition de 'ensemble de puissances. n étant
un entier positif, on désngne par L" la loi dont la fonction ca-
ractéristique est la n™ puissance de celle de L; c’est Ia loi de
probabilité de .S . L’ensemble des classes des lais L" (n=1, 2,...)
est appelé l'ensemble de puissances de la loi L (ou de la classe
KIL]) (M. P. Livy Pappelle le groupe de cette loi).

~ 4. Notations. On dit qu'une loi de probabilité / est indé-
finiment divisible (ind. div.) si sa fonction caractéristique ¢ (t) est
de la forme

exp{iatw02€~+f(emw1 1:fx )dN"“(x)
() +_f Hx ilx ) AN )(x)} N+(x)
o ¢ v ()
=/ ane, N gy = f ANG) (x> 0).

Si Jest ind. dxv [(@H]" (u>0) est la fonction caractéristique d’une
loi de probabnlxté que nous appellerons /",

icm°®
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Nous allons supposer dans tout ce qui suit que
K[L] + K[£]
o |
fx2 dF(x)=1c0.

00

et que

Les deux cas que nous écartons ainsi sont deux cas banaux bien
. e _

connus. Rappelons que si K [L] = K [E] et f LdF(x) <o,
K'[L"] converge, si n augmente indéfiniment, vers la classe de la
loi de Gauss (cf. P. Levy, loc. cit.).

Soit D, (¢) la dispersion de L" pour la probabilité «. Il ré-
sulte du théoréme sur I’augmentation de la dispersion 8) que D ()
augmente au moins aussi vite que \n si n— . De plus on a les

deux inégalités, si n> n (e, F(x)]:

@ n Pr{|x|>nD, (@} < K(@n™* (<),
D p () ’ D p(x)
3 . nfxadF(x) "——n(fxdF(x)) < K’ (o) !_)2 (@),
D@ ~Dy@
démontrées par nous autre part?).
S
i .
fx2 dF(x)=o0,
on a o
D (@)
4) n f xd F(x))'= o [D} @)].
—Dp (@)
En effet
lfxdF(x>|<|fxdF<x>|+| xdF ()|
—Dip(@) CS(MED,@

8 Cf. W, Doeblin et P. Lévy, Sur les sommes de variables aléatoires
indépendantes & dispersions bornées inférieurement. C. R, Acad. Sec. 202 (1936)
p. 2027 — 2029,

9 W, Doeblin, Sur les sommes d'un grand nombre de variables aléa-
toires indépendantes, Bull, Se. Math, 63 (1939) p, 2362, Abbréviation: Var, ind.
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Choisissons C tel que 1 — F(C-0)+ F (= C—0) < &. En appli-
quant Vinégalité de Schwarz, on obtient

D, () Dy (%)
|[xdF)| < Ce \/fx *dF(x),
=Dy (e) ~Diy (@)

d’otlt résulte (4). Cedi permet de transformer (3) en
D'E(“)
n [#dFE) <K’ (@ Di@).

D ()

39

Pour qu'il existe une suite de constantes A, telle que l'ensemble
des lois (L"/T,—A) soit compact (ou forme une famille normale)
il faut et il sufént (cf Var. Ind.) que

n()Pr{]x| > (»}<K’
n, Pr{|x|>IT} <e()
T(,

[#ar@<k

— T(’

pour /> 1 avec zlim 8 (l)==0,
> 00

Nous comprendrons dans ce qui suit par A des constantes conve-
nables dont les valeurs ne seront pas toulours spécifides. Une
intégrale comme

ft dF (t) == ft”dF(t)
-\ Itlwx
o o) .
est par définition égale a f £d F (i), et
‘ s e ()
K]
[tar@y=[tar.
|# <%

e e O

5. En appliquant le théoréme principal de notre mémoire
cité, on obtient le

Lemme principal. Soit T, un nombre > a D, () (a > 0),

soit I(x) la fonction de répartition de la loi de probabzltlé définie

icm®
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par la fonction caractéristique (1) avec

-0 1T
— _x . n 2
a=n I S dFGT), P= = nfo dF (%),
dN(+)(x)=ndF(xTn) six>n,  =0si x<nn,
dN(—)(x)mndF(xTn) six<—m, =0sx>—n1,

alors, si 7, tend suffisamment lentement vers zéro, on a

F(xT)=1][x+0¢ (nn_)] +6" 9,

ot ()0, —1 <0 et 0”"<1.

6. Théoréme L Si K[LP]— K[M], la fonction caracté-
ristiqgue d’une loi de K[M] est

£ i itx
exp (— 0+ [ —1— T D) N,
ol
/=Ilim [im fxzdF(x),
70 P”wlx|<"10np(¢)
de(x)m( lim )de(x)-—E- lim nPr{X<xD (a)}

si x <0, a étant un nombre convenable.

Démonstration. La dispersion pour la probabilité g de M,
soit d(6), est une fonction monotone de 8. Nous pouvons choisir
une valeur ¢ de ﬁ avec d (a) £ 0, d(6) étant continue pour f=a.
Je dis que si (T 1w — )——-»M hm D, (a)}Ta existe. De (1)
résulte l’exlstence d’un mtervalle (xl, xz), X, — -—d (a+¢), tel

que, pour p > p(s),

Sﬂ
Priyg, —s <t — 4, <xte>a
"p
donc
D, @[T, <d(@+e-+2¢;
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d’autre part, quel que soit u, (1) entraine

Sn
Pr {u 4;~£—-«A,,p<.u+ d(e—g) — e} < a,
d’ott ’ i

D, @|T, >d(@—s—e.

Par conséquent an (@)/ Tn,, tend vers une limite 5= 0. En apliquant
alors le lemme principal, on obtient immédiatement le théoréme.

7. Théoréme Il. EP'[L] est fermé et composé uniguement
de lois ind. div %), Si exp{W ()} est la fonction caractéristique
d'une loi de EP'[L), exp {u v (D} est aussi, quel que soit 0 < u<oo,
la fonction caractéristique d'une loi de EP’[L).

EP'[L] est fermé, étant 'ensemble dérivé d’un ensemble
de classes. 5i K [L"]-~K[I], il suffit d’envisager K [L™] ot my[n,~u
et de tenir compte du lemme principal pour vérifier le reste de
la proposition.

8. Théoréme Ill. Pour que EP'[L] contienne la loi ind,
div. I dont la fonction caractéristique est (1), il faul, si I n'est
pas la loi de Gauss, qu'il existe une suite de nombres {b }~,
b, étant un point de continuité de NP (x) et de N (—x) [avec
NP @) |+ N (— b)) > 0] telle que, en tout point de continuité
de N(x), on ait:

1 -'-F(xbn) 'N(+‘) (x bl) ’
Q) 1»—-—-13'(6?) FEETY T NGy [ N (= 5) (x> 0),
F(xb) N (xb)
© T=FEyFRCEy T TR Gy Ny $ <O
1]
o NN by 1 7
D e T FeyiFen P nfb 2dF ()=

Corollaire. Pour que la loi ind. div. L, différente de la
loi de Gauss, dont la fonction caractéristique est (1), soit un dlé-
ment de EP'[L), il faut et il suffit qu'on ait (5), (6) et (7),
ot F'(—xb), resp, 1 — F(x b,), peut étre remplacé par N (—xb),
resp. [N (x by) |,

a) Cf, P, Lévy —~ loc, sit, ¥,
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Démonstration, Si [ est ind. div., différente de la loi de
Gauss, on peut prendre 5, tel que I'indique le théoréme. En écri-
vant les conditions du théoréme I et en &liminant n,, on obtient
(5) — (7). C.q.f. d. ‘ :

Notons parmi les lois L avec Le¢ EP’[L] les lois stables et
semi-stables 9). Ces derniéres sont caractérisées par le fait que
b,/ b,_, tend vers une limite.

9. Théoréme IV )., Soit G la loi de Gauss. Pour que
KI[Gle EP'[L], il faut et il suffit que '

PRLI0ES E
[<arw
J .

Démonstration. Soit {X;} une suvite de nombres —co.
Faisons correspondre a X, des nombres n,') par la convention

n, Pr{|x > X}=1.
Pour que K[L%] — K[G], il faut (Var. Ind. § 3) que

n,
)‘(zf szde(x)——»oo,
¢ %

c’est-a-dire que :

Pr{|x|>X}X?

Q(Xg)z X() ! 2 —-’0'
[¥dFe

D’autre part, si pour une suite {X} ¢(x,) — 0 nous pouvons -

trouver une suite d’entiers m, avec m,Pr{|x|>X}—0, on a

0
m X7 [£dF () — oo,
-,
ce qui entraine K[L™¢] — K[G] (cf. Var. Ind. § 3).

) Cf. P. Lévy — loc cit.¥)
%) On prendra pour ng I'entier le plus voisin de Pr{| x| > Xot— 1,
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Corollaire, Pour que K[L"| - K[G], il faut et il suffit que
Pr{|x| > X X
X

. £ BdF )

lim
(7) P

:mol

Démonstration. La nécessité de la condition (7) résulte
de la démonstration ci-dessus. Pour que K[L"] ~ K[G], il suffit
que, quel que soit 1, nPr{| x| > 7D, (¢)}~+0. Or soit

v,=nPr{|x|>nD, ()}
On a (formule (3'))
' N0 (15)

n 2
e e x'dF(x) <K' (),
Da(a) —-111!,‘.(50 (

d’ov, si ¢(x)—0,
7,1 < K" (@D, (a)] — 0.
¥, tendant vers zéro quel que soit 7, K[L"]— K[G]. C. q. . d.

10. Lemme. Si
7Dy (%)

[ P dF () > e D(a),
Dy (@)

ott 1< p~"*, il y a un nombre n’ avec
np~ "< n <n,

tel que la classe K [L™] est d’autant plus voisine de K[G] que
#\p est plus grand. G¢ EFP'[L), si EP'[L] contient la loi I de
la fonction caractéristique (1) avec o = 0.

Démonstration. Nous pouvons écrire

D, (%) Ly
KD
AN [#dF@ =1+ Ik .+ [£dF G,
) =k
ol
Ii P fxzdF(x)_
Ly <n il my

Eensemble de puissances d'une loi de probabilité. 81

Il y a au moins un L].<KD?, (@n~'p=1, ’d’oﬁ
Pr{L.__1>)|x| > L} <p 'KD(@n~' L2
D’autre part
Pr{lx|>L; )} = - Pr{[x|> 57D, @) < K@,

donc

Pr{lx|> Ly <K (@n™" =,

Soit n'=p~ /T p; la quantité
L2
W Pr{ x| > Ly bl =0 (Lt )
n’fxzdF(x)
1

i
tend vers O si e yp— . Il en résulte la premiére partie du lemme
en vertu d’une proposition connue !?). La deuxiéme partie en dé-
coule aussi facilement en tenant compte du théoréme I

11. Théoréme V. Si K[L"] converge vers une classe limite
(non impropre), celle-ci est soit la classe de Gauss, soit celle d’une
autre loi quasi-stable *®). La condition nécessaire et suffisante pour
le dernier cas est qu'on puisse écrire, si X— 0,

F(—X)=h (X)X 1—FX)=hX) X",
avec hy(k X)| h,(X)— 1 quel que soit k, et que lim (h,[h, + h,) existe.

Démonstration. Par définition des lois quasi-stables, si
I est quasn-stable et que x, et x, ont / pour loi de probabilits,
la loi de ¢ x1+02 x, est du méme type que /, quels que soient
¢, et ¢, On prouve facilement (cf. p. ex. P, Levy, loc. cit. ), que

si K[L"]— K[/], I est quasi-stable. Si K[/]+ K[G], la fonct;on

11) Soient x,1,..., £,, des variables aléatoires indépendantes. Soit x,; =x,,
#i |2, | <L,, %,=08i|x,|>L,; o, désignant lécart-type de x,,, si

ZPr{l x| > L) + L1 (Zh) ™1 =0,

la classe de Eizxm- tend vers K'[G] Cf. p. ex. S. Bernstein, Théoréme limite

du calenl des probabilités, Math., Ann. 97 (1927) p. 1-21.
1% Bien connu; cf, P, Lévy. loe. cit. ?).

Studia Mathomntiea, T. 1X, 6
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caractéristique de J peut s'écrire d'aprés les résultats classiques
de M. P. Livy

0
* 't
PO =C,[E"—1—- 1’;’%) F
®) o 0<a<2),

itx
+Cza[(e“"~—-1-~ P =) - 1+
d’otl Pon déduit la nécessité des conditions du théoréme en uti-
lisant la démonstration du théoréme IIL
Remarquons que la forme de N(x) peut encore &tre déduite
du théoréme Il en montrant que la condition K[/"]== K [/] entraine
2 N (g x) = N (x), ce qui donne @ (ufn) == (u) = ¢, ou en-
core tout & fait directement.
Avant de démontrer que les conditions indiquées sont suffi-
santes, nous allons établir le

Lemme. Si kf>1, 0<a<?2 et pour u>u,

) Pr{|x|> ku} > k™ Pr{|x| > u},
alors
X k(&
10)  Tm [ dF@XPHx> Xy <7
Kerear —a —.

Démonstration. U étant un nombre c?nvenable entre u, et
kuy, nous pouvons écrire, si X > kuy, Xw=k' U,

X
—[dF dF () +.. Uf 2 F(x).
[#dre f W+ [#dF e o bk

- U<|slskU <X
Si j<i,
fx"dF(x) <K U Pr{x|>K~ U)
KW=lugxseu
et Pr{|x|> k"~ U} est majoré selon (9) par K P x| > KUY
done
fx dF(x) < X dF(x) o+ K Pr{| x| >X}X’2] H=2),

- = Rty

icm
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Or XQPr{|x|>X}>X2k“'aPr{x> U} en vertu de (9). o étant
<2, U borné, X*Pr{|x|> X} augmente indéfiniment, de telle
sorte que (9) donne bien (10). C. q. f. d.

Il résulte de la démonstration que, si 7<4™’, on a

nX PEPAGEEY:
(11) [#dFw <c+ T P x| > X,
—nX

Revenons a la démonstration de la suffisance de nos ¢ondi-
tions. n étant trés grand, nous pouvons trouver X tel que

(12) nPr{lx|>X)}=1.

Appliquons le lemme principal & la loi de probabilité de S /X..
Cette loi de probabilité est sensiblement celle d’une loi indéfi-
niment divisible (1) ot o® et N(x) ont les valeurs résultant du
lemme principal. Or, nous avons Pr{| x| > X} =[A, (X) + h(X)] X~

et h,(kx)/h,(x) est par hypothése compris entre 1 —=c et 1+&
si k<C1, x>X(8, C). Si nous prenons k=2 et pour £ um
nombre quelconque entre 2 et ¢ (> ), on aura Pr{|x|>kX}

>Pr{|x|>X} X" pour X>X et, en vertu de (11) et (12),
si 1<27% n>n(o), |
X
E—-2e
Pt .xdF(x)<42 <s
’ X2 —;]/-X 2{9 —2

et [N ()] = nPr{x>uX}~Pr{x>uX Pr{x|> X}~ ku"

K[L"] tend done, si n — o, vers la loi quasi-stable (8), ce qui
prouve la suffisance des conditions indiquées.

12. Les lois universelles. Nous avons vu que toutes
les lois de EP’[L] sont ind. div.; inversement, si nous nous don-
nons une loi ind. div. /, existe-t-il une loi L telle que /¢ £P'[L]?
Ainsi que M. Kuinrcuine 1’a prouvé ®), la réponse est affirmative.
Nous allons méme montrer qu'il existe des lois, que nous appelons,
lois universelles, dont I'ensemble de puissances a pour dérivé Pen~
semble de toutes les lois ind. div,

Théoréme VI. Un exemple d'une loi universelle est
donné par la lbi U dont la fonclion caractéristijue est de la
forme

6*
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p=ep (S [ —1dN, & 2},

veal kv x| KV hy
oit k,==exp ¥ et oit Pensemble des lois I, correspondant d

e 00

exp {itaytf( /* 1) d N, (x)}

est partout dense dans l'ensemble des lois ind, div.
On peut supposer — et cela a été supposé dans la formule —

que dN,(x)==0 en dehors des intervalles (1/v, %) et (—¥, —1/%)
ot que [NV ()| et NO(x) <v ),

Démonstration. Soit J une loi ind. div,, J==lim 1
Soit ¢, »—-—axp{n} Je dis que KL/]w}l:m K[U']. Soient des
vanables aléatoires indépendantes suivant U. Considérons la fonction

.

caractéristique de Su,/k,, qui est égale ag (l/k"p)ﬁ

2
log @(tik, )P===t Z'e f..—}«tpe"'"ﬂf...+t

w}n
<ny

Or )
[t 2‘1 —w2f'.l<22'pe—~v an”‘"‘o,
">y L
g, 3 [~ 1) dN, (<K, )
4l<n

<t Xt I'I?L < ¥ i,'wze“”zexp {4 (n, — 1)* — noy 0.
'V<?lp ny »wa]

Done, si [t} <1, = | ‘
 pO=0() e ([E = DdN, =)

On en déduit xmmédmtement que les fonctions de répartition

des grandeurs mz*'u -+ a,, convergent vers celle de J, co qui
'p
ny
démontre le théoréme,

13) Le lecteur vérifiera facilement qu'une telle suite do lois /, exiate,
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13. Théoréme VI Pour que E P’[L] soit vide, il suffit que

. Pr{lx|>1X}
{3 e=lim lim —-—"—3& 0,
@ Rl R
Démonstration. Admettons que (13) soit satisfait et que
K[L"] converge vers une classe limite différente de K[G]. Alors
il existe /, une suite de nombres X, et une suite d’entiers n,
telles que

nPr{|x|>X}~p nPr{{x|>1X}<p,

ce qui est contraire & (13). K[L"] ne peut pas; davantage conver-
ger vers K[G], car il résulte du lemme du n’ 11 que (13) est
incompatible avec

=" f L dF )
—-X

14. Théoréme VI'. Pour que EP'[L} soit vide, il faut et
il suffit que, quelle que soit la fonction' G () donnée d'avance
avec zlim G()=0, Pr{|x|>1X}/Pr{|x|>X}> G() pour au

moins un I (dépendant de X) si X> X, [G(])], et que lim @(x) == 0.

Démonstration. La condition est nécessaire. Si lim @ (x) =0,
EP’[L]contient G. Supposons que lim @(x) =0 et que, pour une fonc-
tion G () avec lim G()==0, ona Pr{|x|>1X } [Pr{|x] >X}<G(l)

pour une sulte {XQ}——»oo Posons n,~1/Pr{x>X}; comme
lim @ (x) 50, il vient
%o
n, f X dF(x) < KX?

_..Xe

et n Pr{lx[>1X}<2G(l). Les lois (L"/ [ X, — 4, )forment donc

une famllle normale. C.q fd

La condition est sufflsante EP'[L] ne peut pas contenir G;
'éventualité K[L"]—K[I], I4= G est également incompatible
avec les conditions du théoréme, en vertu du raisonnement du n®
précédent,
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15. Théoréme VII. Pour que EP(L) soit compact, il faut
et il suffit que, {n} élant une suite quelconque d'entiers positifs,
on puisse extraire de {n} une sous-suite {n,} d laquelle on puisse
faire correspondre une suite de nombres X@ telle que

(14)  1>n,Pr{{x|>X lim n,Pr{|x|> X} =0
et
(14’ Jim Gi}:g n Pr{|x| > kL(X)}=0,
ol .
(147) L =max X, n, [#dF).
o X

Démonstration. La condition est nécessaire, Si EP(L) est
compact, {n} étant une suite quelconque d’entiers positifs, on peut
extraire de {n} une suite {n} telle que K[L™] tende vers une
classe limite K[/]. Si ] est la loi de Gauss, /== G, alors, en
déterminant X, par la convention

1>n,Pr{lx|> X}, 1<nPr{|x|>X}m),

on a
X {{q
Himo(ng[#AFQO), L (Ry=n[#dF (0,
e i)
lim Pr{|x|> L(X,)}==0.
[‘J-)*w

Si I n’est pas la loi de Gauss, il existe V(x) tel que pour une
suite {b,}— o0,

15) n,[1—F(tb)] — N(@H—0 en mesure, si £ >0,
(15%) nQF(t be) —N@ -0 en mesure, si ¢ <0,
be
(16) n bf LdF(x) =0,
=bp

Iy a au moins un #, avec — NP () 4+ N (— 1) == >0

%) Cos nombres ne sont pas toujours bien délerminés, mais cela n'a
aucune importance.
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Sie>¢(e), on a
&+ NVt —e)|+ N (—t, + &) >n, Pr{|x|>b,(t, —
— NP, —&) + NO(—t, +8) <+,

&
”Q")}>ﬁ""'8’

7 étant arbitrairement petit si e—0. Si #<C1, nous prendrons
X,=b, (4, — 2/2); les conditions (14') seront réalisées en vertu
de (15), et (15), (16) entrainent (14”). On ne peut pas prendre

g <1 dans le cas oﬁfa’N(x):O pour x >, >1 pour x<#. En
x>t
déterminant X, par la condition Pr{|x|>X} <1, Pr{|x|>X}>1,
il résulte de (15) que X 1/b,—t et les conditions (14) sont
encore satisfaites.
La condition est suffisante. Si (14’’) est satisfaite, les lois

X

[ xdF(x))| X, forment une famille nor-
—X(’
male et, en vertu de (14’), une loi limite quelconque est différente

de E(x) (cf. Var. ind.).
16. Théoréme IX. Si EP'[L] est compact, EP'[L] ne com-

porte pas de lois discontinues et il existe une fonction @ (x) avec
0< W(a) <o si 0< a1, telle que le rapport de la dispersion
pour la probabilité « d'une loi quelconque de EP'[L] a la disper-
sion pour la probabilité '/, est < @ (@) si &>y > D (a) si @<,
Si EP[L] est compact, mais non EP’[L], EP'[L] contient des

lois discontinues.

de probabilité de (S

Démonstration. Si / est une loi discontinue, le nombre

~_probable des sauts est 5= et la composante gaussienne est nulle:

—NP<—NPH0)<C, N(—x)NT(—0)<C, 7=0.
La fonction caractéristique est
o
exp {zat-{-f( 1) dN(x)).

Si u est trés petit, le nombre probable des sauts pour [ est
trés petit, <2Cu, [" affecte une prob:bilité voisine de 1 a la
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valeur Ua, par conséquent l'ensemble dérivé de I'ensemble de
classes K[I""] (n=1,2,...) est vide, / ne peut pas faire partie
d’'un EP’[L] compact.

La dispersion pour la probabilité /; est donc différente de
0 pour toute loi de EP'[L]. Si le rapport D («)/D(!/2) n’était pas
borné inférieurement pour @ <!/, pour toute loi de £P’[L], nous
pourrions extraire de EP’[L] une suite de classes convergeant
vers une classe non impropre pour laquelle D (@/2)==01%) et qui
est donc la classe d’une loi discontinue. Ceci montre I’existence
d’une fonction @ () ayant pour & <!/ les propriétés indiquées.
La démonstration est identique pour @ > 1/,

Réciproquement, si £P"[L] est tel que, pour toute loi / de
EP"[L], D(@)/D(]5) est > @ (@) si a <[, < D (@) si a>1[5 on
voit immédiatement que 'ensemble fermé EP’[L] est compact.

Supposons maintenant que EP[L] soit bien compact, mais
non EP’[L]; alors D (8)/D(|2), p. ex., ne sera pas borné infé-
rieurement. Il y aura une suite de lois /,..., /,,... de EP’[L] avec
D (8)|D(*l5)—+0. Nous pouvons trouver des indices n , tels que,
pour les lois L™, D, (ﬂ——e)/an(lfg + &)~ 0, puisqu’a chaque loi
I, correspond une suite d’indices {1} avec K [le] ~+ K[1]. De la
suite K[L™] nous pouvons extraire une suite partielle convergeant
vers une classe limite, car EP[L] est compact. Pour cette classe
limite D (8— 2¢€)==0; c’est la classe d’une loi discontinue,

17, Exemple d’'un ensemble dérivé d’un ensemble
compact de classes qui n’est pas compact, Soit /* la loi
de probabilité dont la fonction caractéristique est

¢, () == exp {z cost}.

Posons I” = G. Alors Pensemble F des classes K [, 0< 2z 0,
est un ensemble fermé qui n’est pas compact, puisque si z—0,
I* prend la valeur 0 avec une probabilité de la forme 1— O (2).

) En effet, nous pouvons trouver une suite de lois TR
1€ EP'[L] avec les fonctions de répartition G, (x) convergeant vers une certaine
loi I de EP'[L], le rapport D(x)/D (1/2) tant < 1/n pour I,. I, tendant vers /,
D (1/2) est borné supérieurement pour toute la suite I et D(x) tend vers
zéro; si n est suffisamment grand, on nurn d [f,, 1} < set il y aura un inter-
valle de longueur s avec G, (x~+8) — G, (x) > @, d'oli, comme d [, 1] <8
G(x-+28) —G(x—8) > a~ 28, ce qui entraine bien D(%/2) =0 pour /.
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Déterminons la fonction de répartition F'(x) de la loi L par les
conventions: '

dF(x)=0 pour x = exp {p°}
=0,1,..);
- dF(x)=Cexp{—p’} pour |x|=exp{p’) v &

on vérifie sans peine que EP[L] est compact et que E P’ [L]=F.
Remarque. Si.
%o
[x*dF1x2Pe fx> Xy —o,
—%,
le lecteur prouvera facilement que, si K[L"]— K[/], ou
n, Pr{lx|> X} ~1,
I est discontinu. '
18. Théoréme X. Pour que Iensemble de puissances soit

fortement compact, il faut et il suffit qu'on ail, en désignant
par T'(X) '

; x ,
17) T(X)mm x'dF(x),
=X
(18) lim fm Loilx[> Ty _ o

Pr{{x|> X}

Démonstration. La condition est nécessaire. En effet, le
rapport 7 (X)/X est borné inférieurement si £P[L] est fortement
compact, car EP’ [L] ne contient pas de lois discontinues. Sup-
posons, par impossible, que

Pr{x|> LT (X)}
Pr{x]> X)
X, I, tendant vers linfini, déterminons n, par
n, Pr{x>X}=~1

et considérons les lois L™, Dans le cas de probabilité ~1—e™,

S,—n, [xdF@)

n <;

lw x—rw

—r 0> 0,

.._X(‘
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est de lordre de 7'(X,), donc D, (1/5) <KT(X) et, comme
nPr{x|>1TX)—a la dlspersmn D, (1—Js) est 21, T (X)).
Mais ceci est impossible, puisque D(’(l—*—“/a)/D o (*/s) doxt Btre
borné. On a donc bien (18).
La condition est suffisante. Considérons les lois (L, [T/—A,) olt
Xn
A=n [xdF(,

—X,

T=TX),

X étant déterminé par les conditions
nPrix|>X} <1, nPr{x|2>X}21.
Pour que ces lois forment une famille normale, il faut et il suffit
que
(20)  nPr{x|>T}y<k,

nPr{lx|> 1T} <e(l) pour I>1,

avec llim e)=0, [e()<e, sil>R()], et
7’[
@1 n [#dF()<kT.
—-7‘,':

Or, si X, > T, il résulte de I'équation définissant 7'(X,), en appli-
quant Vinégalité de Tchebycheff, que

Pr{X,>|x|> T}y <Pr{ x| >X},

d’ott dans tous les cas

nPr{x|>T} <2

et
7! Ay
n [#dFG)<n [£dF() +nT, Pe{| x> X} <272,
"’Tr; X

Il reste a vérifier la séconde des conditions (20).
& étant donné d’avance, nous dlstmguons deux cas suivant que
nPr{ x| >X}> 8 oll <s Dans les premier cas, si /> R(s)/ IV,
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nPr{{x|> 1T} < nPr{ x| >l\/3~T(X,.)}

Pr{|x|> IJs T'(X)}
Pri[x|> X}

<

Dans le second cas on a
nPriix|=X}>1—e,

par conséquent
Xn

T'%= n [xWF(x)}(lws)Xf

et ‘
nPr{x|>2T} <nPr{x|>X}<e.

La condition (20) est donc une conséquence de (18) et les
lois (L,|T,— A,) forment une famille normale. Pour prouver que
EP’[L] est fortement compact, il faudra prouver que les lois
d’accumulation ne sont pas impropres et que £P’[L] est com-
pact. Soit @(#) la fonction caractéristique d’une loi limite; on
tire du théoréme I et de (20), (21):

1
22) o+ [FIND<2, / AN <2, (] AN <e ()
-1 |% |

21 =1

et on a pour toute loi limite

1
soit o+ [XdN(>1,  soit f AN (x)>1
e

|x{=1

Les lois / forment par suite une famille normale et ne font pas
partie de K[E]. Une limite quelconque J de lois /, satisfait
aussi & (22) et ne fait non plus partie ne K[E]. EP’[L] est
donc fortement compact. C. q. f. d.

19. Théoréme XI. Soit I une loi de EP’'[L], G(x) sa
Jfonction de répariition, D (*|2) la dispersion de I pour la proba-
bilité Yy, m la médiane de I.
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Si, quelle que soit la loi I de EP’(L), on a

[lx—mlaG@ <KD ©<a<2),

et si EP'[L] est compact, alors

[1xl~aF <

quel que soit >0,
La démonstration utilisera plusieurs lemmes.

Lemme 1. Si les hypothéses du théoréme sont wvérifides,

les conditions: U> U, et
U

. . v 2
| dF(x)<M

(23) TP _:Lx )

enirainent

(29 Pr{lx|>kU} < k~“TPPr (| x| > UY,

(25) f xdF(x) <Pr{x|> Uy U~ “+",

U x| s kU

Démonstration. Soit X, une suite de nombres augmen-
tant indéfiniment avec ¢ (X) > M™% Soit / une loi limite des lois
(S,— A )X, ol

X
A= n,fxdF(x). nPrilx|>X}=1,
Y étant une variable aléatoire dépendant de /, on peut consi-
dérer Y comme somme de deux variables aléatoires indépendantes
Y, et Y,, de fonctions caractéristiques

(26)

t2

1
@) =— 'L viatt [l —1— itx]dN (o)
-]

et
Do) = ! € " —~1)dN ).
1

[+l

Il résulte de (23) et (26) que

EI<1, EN<M42, [dN@<1.

x>
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En vertu de la condition (18), nécessaire et suffisante pour que

EP’[L] soit fortement compact, on a f dN (x) <&(l), car
[« >L : :
T(x) <2Mx. Les lois limites / obtenues de la fagon indiquée
forment donc une famille normale et il y a une constante X telle
que ,
m<K, D(J)<K.

Par conséquent

EIY) = [1xdG (9 <2%m[*+2° [|x— m|*dG(y

1) 52 |m|
L3
<2m|“+2° [|x—m|*dG ()
et -

C> ENYARI"> Pr{l X, | <35 2 (3] [1xI"da .
I%>3 VAT
D’autre part, on a (cf. Var. ind.)

dG(x)> e dN(x),
c’est 4 dire
C'=[3yM"5 2"+ 5 eC(3)°> !!xl“dN(x).
%] >1
Nous en déduisons que si k"> 2(1+C*)+M* " on a

[an G <.
sk
Il en résulte facilement qu'on a pour U> U, et ¢ (U)>M™ ‘
Pr{x|> Uk} < k™" Pe{ x| > U}.
On peut écrire
[waney = [ 1 [van) - [y anenai—=<cr=.
1< Y Jwmi¥ 1y y 1 pin

La seconde formule du lemme en résulte sans peine.
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Lemme 2. Sous les hypothises du théoréme, pour X >X,,

X
f EdF(x) < C"| X2,

X

Démonstration. Nous pouvons toujours supposer M d: k,.
Posons X‘._Hx kX, si 9(X)> M™% et XH,Im MXsi (V)< M™*
(i==0,1,2,...). Posons

X
g ) = [#dF ().
X

Si p(X)<M™ on a
g (MX) =y (X) +Jx2dﬁ(x)<y(x> +Pe{ x|> X)X M2,
|

MXE|x|>A

gMX) <2y (X) <My (X).
Supposons ¢(X) > M™% dans ce cas
gk X) <K Pr{|x| > X} X+ y(X).

pX)>M7, ..., P(Xpo) > M7 entrainent, en tenant

compte du lemme 1, si /o,

Kot g \2=es3 1
¥ (Xg.‘}w[) <y (*X:) + Pr {I x' > ‘Xi} Xz{2 ( )i{j_ l) ] e B

Si le nombre des X, avec ¢ (X)) < M2 (ou celui avec P (X, =M 2
est limité, il en résulte immédiatement le lemme. S’il y a un
nombre infini d’indices j, tels que

yX) <M s g, <i<fy,,
yX>M? s, <i<jya

il suit pour j,, <i <jp,1q» i=jy,+1, I>1 que
‘ X, \a-oden
y(X) <29 X)) +Pr{x|>X, yXD (m,;._é___)
2
< y(_ij P) [ .X, ’ X1+j2 r]Q--a*lwu/z,

Pr{ x> X‘“*'fnr}Xf'l'er <Pr{x|> X/zr} XJZ;rM2<y (X;'z r)
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u(X) <y (X, )[2+ X,/ X, )]
<yIX, T[X, YR @ 4 ppo),
(28) y (%) <glX, 106X, Y=,
On obtient immédiatement & partir de (27) et (28)
y(X) < CX>erdn

et :
YO <M+ k) C o,

Nous pouvons maintenant passer 4 la démonstration du théoréme XI.

Posons u(x)‘# f|t|adF(t), alors

v = [l()—u@1dE,

y@x0)>[u@x)—u@]|x]|
Ceci donne, en utilisant le lemme 2 pour x > x,,
u2x)—u(x) < k| x|,

donc Pr{2U> x> U} < k’U™"? d’oit 'on conclut immédia-
tement que ‘ :

[1x1ar@ <eo, e qf d

Remarque. Il se peut trés bien que EP’[L] contienne
des lois sans moments et que quand méme

f|x|adF(x) <o (< 2).
Nous allons en donner un exemple. Soit 2> g>a:
dF (D=0 si |x|<X,=1,
(Pr{x> X, }d(X1X, )" si X, _,<x <X,
|Prix> X,} d(1/lg [eX1X, ) si X, <x< Xy,
Xw—mm lgei X,,, X,~ "‘in21~1 .

dF (x)=d F(— x) ==
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On vérifie aisément que EP’[L] contient la loi dont la
fonction de sauts est N(x):

AN () = AN (—x) =d[x"] si 0<x<1,
=d(gex)'si x>1,
loi qui n’a pas de moments.

Le lecteur pourra prouver (la démonstration est analogue
a celle du théoréme XI) la proposition:

Pour que EP[L] soit fortement compact, il faut, mais il ne
suffit pas, que pour un @ >0

flxl“dF(x) <.

(Regu par la Rédaction le 1. 8. 1939).
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On isomorphisms of rings of linear operators
by
M. EIDELHEIT (Lwow).

This paper is in connection with the researches on general
linear rings which are due to S. Mazur?). We consider here espe-
cially the rings U (E) of linear operators transforming a given
Banacu space £ into another Banacu space E/. We shall see,
(this was suggested by Mazur), that in any ring A (E) the norm
is in a certain sense uniquely determined. Furthermore, two rings
A(E), A(E,) are (algebraically) isomorphic if and only if the
spaces E,, E, are isomorphic?), The isomorphism

V=0 U) where UeU(E,), VeUA(E),

is then of the form )
V=AUA™,
A being a linear operator which yields the isomorphism between

E, and E,®%). In this theorem we may replace the property of
@ (U) to be additive by the continuity.

§1

1. Consider an arbitrary BanacH space E and denote by
A (E).the set of all linear operators

y=U(x)

1) S. Mazur, Sur les anneaux linéaires, C. R. Acad. Sc. Paris, 207
(1938) p. 1025—1027. _

1) As to the definition of isomorphic spaces, see S. Banach, Théorie
des opérations linéaires, Monografie Matematyczne, Warszawa 1932, p, 180.

%) This theorem was proved for maximal rings of matrices by Weber:
Isomorphismus maximaler Matrizenringe, Journ, f. Math. 171 (1934) p. 227—242,

Studia Mathemntioa. T. IX. 7
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